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Istnieje bardzo duzo podrecznikéw algebry o réznym stopniu zaawansowania.
Ponizszy tekst powstal dla bardzo prostej przyczyny: chcieliSmy dostarczy¢ studen-
tom WMIM opracowanie doktadnie dopasowane do obecnego programu przedmiotu
ALGEBRA 1. Stad znaczna przewaga teorii grup nad teoria pierscieni. Stad tez
silne zaakcentowanie teorii dziatai grup w teorii grup (i jeszcze stad, ze takie aku-
rat ujecie podoba sie autorom skryptu). Skrypt ten zawiera tez duzo zadan i pytan
testowych. Czes¢ z nich oznaczyliSmy symbolem ©. Te zadania maja szczegdlne
znaczenie, czasem odwolujemy sie do nich w dalszym tekscie; czesto przydaja sie
przy rozwiazywaniu innych zadari. Wsréd zadani testowych (w ktérych problem
polega na ocenie prawdziwosci podanego stwierdzenia) jest sporo zdan falszywych,
ilustrujacych typowe bledne wyobrazenia.



0. Wstep

Wiele teorii matematycznych dostarcza naturalnych przykladéw zbioréw wyposazo-
nych w rézne dzialania. Najciekawsze sa zwykle dzialania dwuargumentowe. W
wielu typowych sytuacjach dzialania te sa taczne (tzn. z(yz) = (zy)z). Wyréznijmy
jeden przyktad, a wlasciwie typ przykladéw.

Przyklad. Skladanie przeksztalcenn (dowolnych przeksztalcen, dowolnych zbio-
réw) jest laczne.

Szczegdlnie interesujaca jest sytuacja, gdy rozpatrywane odwzorowania sa bijekc-
jami pewnego zbioru. Na przyklad

zbidr izometrii ptaszczyzny,

zbidr przesunie¢ plaszczyzny,

zbiér obrotéw plaszczyzny o ustalonym srodku obrotu,

zbiér obrotéw przestrzeni R3 wokél prostych przechodzacych przez poczatek
ukladu wspétrzednych,

zbidr izomorfizméw liniowych przestrzeni R™,

zbioér izomorfizméw afinicznych przestrzeni R™,

zbiér podobienstw plaszczyzny,

zbiér premutacji zbioru skoriczonego,

sa zbiorami w ktorych skladanie przeksztalcen jest nie tylko laczne, ale ponadto
ma element neutralny (odwzorowanie identycznosciowe) i dla kazdego elementu
element odwrotny.

Wszystkie wyliczone powyzej przyklady, to tak zwane grupy przeksztalcenn. Wymie-
nione trzy wlasnosdci (Yfacznoéé, istnienie elementu neutralnego i istnienie elementu
odwrotnego) sa podstawsa teorii grup. Jest to bardzo obszerna i wazna dziedzina
algebry. Jej podstawom poswiecamy pierwszych siedem rozdzialéw skryptu. Dwa
pozostale zawieraja elementarz teorii pierscieni (przemiennych z jedynka).
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1. Grupa, podgrupa grupy, homomorfizm grup

1.1. Definicja. Grupa nazywamy zbior G, wyposazony’™ w trzy dziatania:
dwuargumentowe — mmnozenie ((x,y) — - y)7

jednoargumentowe — branie elementu odwrotnego (x — CE_l)

1 zeroargumentowe — element wyrdzniony 1,

takie ze spelnione sq nastepujgce aksjomaty:

1. vx,y,zGG (I'y)Z:l'(yZ),
2. Vygegg-1=1-g=g,
3. Ve g g =gt g=1

Dziatanie dwuargumentowe grupy nazywamy zwykle mnozeniem, a element od-
wrotny odwrotnoscia. Aksjomaty grupy gwarantuja trzy rzeczy:
1. lacznosé mnozenia,
2. istnienie elementu neutralnego dla mnozenia,
3. istnienie elementu odwrotnego dla mnozenia.

1.2. Definicja. Jezeli Vo yeqe -y = y -, to grupe nazywamy przemienng lub
abelowa.

1.3. Definicja. Moc zbioru G nazywamy rzedem grupy G i oznaczamy symbolem

Gl

7 definicji tatwo wynika, ze jest tylko jeden element neutralny mnozenia i ze dla
dowolnego elementu istnieje dokladnie jeden element odwrotny.

Zamiast x -y piszemy czesto zy. Zwykle méwimy grupa G, pomijajac wyszczegdl-
nianie pozostalych elementéw struktury.

W przypadku grup abelowych czesto dzialanie dwuargumentowe oznacza sie
znakiem + (x + y zamiast x - y), element odwrotny przez — (—x zamiast 1),
a element neutralny przez 0. Zapis (G,-,-~1,1) nazywamy zapisem multiplikaty-
wnym, a zapis (G,4+, —,0) zapisem addytywnym. W zapisie multiplikatywnym
przyjete jest odczytywaé symbol g~! jako odwrotnosé elementu g; w zapisie addy-
tywnym symbol —g odczytujemy jako element przeciwny do elementu g.

1.4. Definicja. Podgrupa grupy G nazywamy podzbior H C G, taki ze
v:Jc,yEH T-y€ H
Veer rleH
leH

Zapis H < G bedzie oznaczaé, ze H jest podgrupa grupy G.
Jest jasne, ze 1 = {1} < G jest podgrupa. Taka podgrupe bedziemy nazywad
podgrupa trywialna. Oczywiscie cala grupa G tez jest swoja podgrupa: G < G.

Przyklady, od ktérych rozpoczeliSmy, to oczywiscie przyklady grup, w ktorych
operacja grupows jest skladanie przeksztalcen, jedynka przeksztalcenie identycz-
nosciowe, a elementem odwrotnym przeksztalcenie odwrotne. Rozpatrzmy dalsze
przyktady.

1.5. Przykiady.

t 2 formalnego punktu widzenia nalezaloby napisaé: czwérke uporzadkowana

(Ga 'a_l 9 1)



0) Grupa cykliczna Z liczb calkowitych z dodawaniem.

1) Niech K bedzie cialem. Symbolem KT oznaczamy grupe addytywna tego ciala,
symbolem K* grupe multyplikatywna ciata (zbiorem jej elementéw jest K\ {0}).

2) Niech K bedzie cialem. Symbolem GL(n, K) oznaczamy grupe macierzy odwra-
calnych n x n o wspélczynnikach z K. Macierze o wyznaczniku 1 stanowia pod-
grupe, oznaczana symbolem SL(n, K) < GL(n, K).

3) W grupie GL(n,R) zawarte sa dwie szczegdlnie interesujace grupy:
O(n) < GL(n,R) — podgrupa zlozona z macierzy ortogonalnych i
SO(n) < O(n) < GL(n,R) — podgrupa zlozona z macierzy ortogonalnych o
wyznaczniku 1.

4) Grupa dihedralna — podgrupa Ds,, < O(2) przeksztalcen zachowujacych n—kat
foremny o srodku symetrii w poczatku ukladu wspdlrzednych.

D2n = {la Ps /027 cee 7pn717€a 0579257 s ’pn71€}7

gdzie p jest obrotem o % kata pelnego, a € symetria osiowa.

Odnotujmy wazny fakt, ze €2 = 1, p" = 1 i epe = epe~! = p~!. Zauwazmy, ze
powyzsze tozsamosci wystarczaja do skonstruowania tabeli dziatania dwuargumen-
towego dla Da,,.

Zauwazmy, ze J, = {1,p,p% ...,p" 1} < Dy, jest podgrupa. Nazywamy ja
podgrupa obrotéw grupy dihedralne;j.

5) Grupa cykliczna Z,, = {1,6Xp(%), ., exp( } pierwiastkéw z jedynki
stopnia n, z mnozeniem jako dzialaniem dwuargumentowym.
M)} < Z,, jest podgrupa

2mi(n—1) )

2mim

Jezeli k|n, n = km, to {1,exp(=5™),. .., exp(

cykliczna rzedu k.

6) Niech X bedzie zbiorem. Symbolem Y. x oznaczamy grupe bijekeji zbioru X z
dzialaniem sktadania jako mnozeniem i identycznoscia jako elementem neutral-
nym. Nazywamy ja grupa permutacji zbioru X. Jezeli X jest zbiorem
n — elementowym, to grupe taka oznaczamy symbolem X,,.

1.6. Definicja. Przeksztalcenie ¢ : G — H nazywamy homomorfizmem grup wte-
dy i tylko wtedy, gdy Vg, g.ec (91 - 92) = @(g1) - p(g2)-

Latwo sprawdzié, ze homomorfizm ¢ przeprowadza element neutralny na element
neutralny, a element odwrotny do g na element odwrotny do ¢(g).

Istnieja rézne szczegdlne typy homomorfizméw. Ponizej wymieniamy ich nazwy,
stosowane bardzo szeroko w matematyce, réwniez poza teorig grup, czy nawet al-
gebra;:

Izomorfizm: taki homomorfizm ¢ : G — H, dla ktérego istnieje homomorfizm
Y H — G, taki ze o = idy 1 Yo = idg.

1.7. Uwaga. Homomorfizm grup jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest
homomorfizmem 4 bijekcja zbiorow.

Grupy izomorficzne bedziemy uwazacé za takie same. Jest jasne, ze dla kazdego
n € N istnieje co najmniej jedna grupa rzedu n (np. grupa Z,) i tylko skoriczenie
wiele klas izomorfizmu grup rzedu n.
Automorfizm: Izomorfizm z grupy G w te sama grupe G.

Zauwazmy, ze zbior wszystkich automorfizméw grupy G tworzy grupe ze sklada-

niem przeksztalcen jako dziataniem dwuargumentowym. Grupe te oznaczamy sym-
bolem Aut(QG).



Monomorfizm: homomorfizm réznowartosciowy.

Epimorfizm: homomorfizm, ktéry jest na.

Endomorfizm: homomorfizm, ktérego dziedzina i przeciwdziedzina sg identyczne (ale
nie zadamy, zeby byl na).

Produkt grup. Jezeli G i H sa grupami, to iloczyn kartezjanski G x H z dzialaniami
(g,h) - (¢, W) = (g9 h-h), (g,h)"t = (g7, h~ ) oraz elementem neutralnym
(1g, 1) jest grupa. Zbiory G x 1y = {(9,1g) : ¢ € G} < Gx Hilgx H =
{(1g,h) : h € H} < G x H sa podgrupami — oczywiscie pierwsza podgrupa jest
izomorficzna z G, a druga z H.

1.8. Uwaga. Jezeli p : G — H jest homomorfizmem, to p(G) < H jest podgrupq
grupy H. Takze dla kazdej podgrupy H' < H, ¢~ *(H') < G jest podgrupq grupy
G. Szczegdlnie waina jest podgrupa =1 (1) = {g € G: p(g) = 1} < G. Oznaczamy
ja symbolem ker ¢ i nazywamy jadrem homomorfizmu ¢.

1.9. Uwaga. Homomorfizm ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
kerop = 1.

Jezeli homomorfizm ¢ : G — H jest monomorfizmem, to ¢ : G — im (p) jest
izomorfizmem (im (¢) = ¢(G)).

1.10. Przyklady homomorfizméw.

1) ¢:Z — Ly, p(k) = exp(32k)

2) det: GL(n,K) — K*

3) i : G — Gx H,iglg) = (g9,1g) oraz 7g : G x H — G, 7g(g,h) = g sa
homomorfizmami; i¢ jest monomorfizmem, m¢ jest epimorfizmem. Analogicznie
okreslamy homomorfizmy iy i 7g.

4) Kazdy element g € G wyznacza pewien automorfizm ¢, : G — G, zadany
wzorem ¢4(z) = grg~'. Nazywamy go automorfizmem wewnetrznym grupy G
wyznaczonym przez element g.

Otrzymujemy homomorfizm ¢ : G — Aut(G), ¢(g) = ¢4. Jest to wazny przykiad

homomorfizmu. W przyszlosci, po wprowadzeniu pewnych dodatkowych pojec,

homomorfizm ten bedziemy nazywaé dzialaniem grupy G na zbiorze jej elementéw,
poprzez automorfizmy wewnetrzne. Zauwazmy, ze

ker ¢ = {g € G : Vpeq g = 2g}.
Tak okreslona podgrupa ma swoja nazwe:

1.11. Definicja. Podgrupe
Z(G)={9€ G :Veq gr =29} <G
nazywamy centrum grupy.
5) Dla dowolnej grupy G, niech ¢, : G — G bedzie zadane wzorem vy(z) = gz
(poza przypadkiem g = 1, ¢, nie jest automorfizmem G lecz tylko bijekcja

zbioru elementéw). Przeksztalcenie ¢ : G — Xg, ¥(g) = 14 jest oczywiscie
monomorfizmem grup. Wobec tego prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

1.12. Twierdzenie Cayleya. Kazda grupa G jest izomorficzna z pewna podgrupg
grupy bijekcji zbioru G. W szczegolnosci kazda grupa rzedu n jest izomorficzna z
pewnaq podgrupa grupy .

O



1.13. Stwierdzenie. Jezeli {H;}icr jest rodzing podgrup grupy G, to zbidr
ﬂie] H,; < G jest podgrupa grupy G.

Wobec tego, dla dowolnego podzbioru X C G istnieje najmniejsza podgrupa
grupy G zawierajaca X. Nazywamy ja podgrupa generowang przez X i oznaczamy
symbolem (X ).

Oczywiscie () = 1.

1.14. Stwierdzenie. Jezeli X # 0, to
(X)={97'65* - gi*: keN, g ==%1,¢9, € X}.
Dowdd. Jest jasne, ze zbiér elementow tej postaci tworzy podgrupe grupy G i jest

zawarty w kazdej podgrupie grupy G zawierajacej X. O

Jezeli (X)) = G, to X nazywamy zbiorem generatoréw G. Mdéwimy, ze grupa
jest skoniczenie generowana jezeli posiada skoriczony zbidr generatorow.



ZADANIA

7 1.1. Znalez¢ wszystkie mozliwe tabelki dzialan grupowych na zbiorze czteroele-
mentowym.
7 1.2. Udowodni¢, ze jezeli dwa spoérdd elementow x, y, xy grupy G naleza do pod-
grupy H < G, to réwniez trzeci nalezy do H.
Z1.3. Udowodni¢, ze jezeli Vyee g> = 1, to G jest grupa abelowa. Udowodnié, ze
jezeli ponadto grupa G jest skoriczona, to |G| = 2™.
Z1.4.Udowodni¢, ze jezeli G jest grupa, w ktérej V. yeq (zy)? = 22y?, to G jest
grupa abelowa,.
Z1.5.Na zbiorze {0,1,...,n—1} okreslamy dzialanie dwuargumentowe
k+,1=k+1 (mod n). Pokaza¢, ze dzialanie to zadaje strukture grupy, izomor-
ficznej z Z,, (w przyszlodci bedziemy réwniez te grupe oznaczaé symbolem Z,,).
Z1.6. Udowodnié, ze wéréd grup: Z, R, Q% zadne dwie nie sa izomorficzne!.
Z1.7. Udowodni¢, ze jezeli G = H to Aut (G) = Aut (H).
71.8.Udowodni¢, ze SO(2) = {z € C* : |z| = 1}, gdzie C oznacza cialo liczb
zespolonych.
71.9.Niech ¢ : G — G bedzie dane wzorem ¢(g) = g~*. Udowodnié, ze ¢ jest
automorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy G jest abelowa.
7.1.10. Znalezé |GL(n, Z,)| i |SL(n, Z,)|.

© Z1.11. Skonstruowaé¢ monomorfizm ¥, — GL(n, K).
Z1.12. Skonstruowa¢ monomorfizm Ds,, — 3, (dla n > 3).

© Z1.13.Niech Qg := (4, k) < GL(2,C) , gdzie j, k sa macierzami:

= %) e (5)

Udowodnié, ze |Qg| = 8 i sporzadzié tabelke dziatania dwuargumentowego (grupe
Qs nazywamy grupa kwaternionowa).

0 Z1.14.Niech G = (X ). Niech f : G — H, j : G — H beda homomorfizmami,
takimi ze dla kazdego = € X, f(x) = j(x). Udowodnié, ze f = j.

© Z1.15.Niech K bedzie cialem. Znalez¢ centrum grupy GL(n, K).

O Z1.16.Niech GL(n,Z) oznacza grupe odwracalnych macierzy n X n o wyrazach
catkowitych. Znalez¢ jej centrum.

TEST

OT1.1. (vy)~t =y ta~?
T 1.2. Elementy z i y grupy G sa przemienne wtedy i tylko wtedy, gdy z 'y lzy =
1.
T 1.3. Elementy z i y grupy G sa przemienne wtedy i tylko wtedy, gdy zyz~'y~! =
1.
T 1.4. Jezeli elementy x i y grupy G sa przemienne, to dowolne ich potegi tez sa
przemienne.
T1.5.Jezeli g € G, to (g) jest grupa przemienna,.
T1.6.Z(Dy) =1

Q T17D4 = Zg X ZQ.

t chodzi o grupy addytywne cial R i Q, a nie o liczby rzeczywiste i wymierne
dodatnie



QOT1.8.Dg =235
T1.9. D15 =2 35

Q T1.10. W grupie dihedralnej Ds,, zachodzi réwnosé p'e = ep™*.
T 1.11. W grupie dihedralnej D;q zachodzi réwnosé p?ep = p?c.
T1.12. W grupie dihedralnej Do zachodzi réwnosé (pe)® = 1.
T 1.13. W grupie dihedralnej Ds,,, zachodzi réwnosé pFe - pe = pF=m.
T 1.14. Grupa Q7 jest skoniczenie generowana.
T 1.15. Grupa Zio5 X Zs zawiera podgrupe izomorficzng z grupa Zs X Zs.

QO T1.16. Jezeli G jest grupa przemienna, to Z(G) = G.
T 1.17. Jezeli G jest grupa nieprzemienna, to Z(G) = 1.

QO T1.18. Jezeli w zbiorze X, X C G kazde dwa elementy sa ze soba przemienne, to
(X') jest grupa przemienna,.
T 1.19.Niech f,h: G — H beda homomorfizmami. Jezeli ker f = ker h, to f = h.
T 1.20. Obraz epimorficzny grupy nieprzemiennej jest grupa nieprzemienna,.
T 1.21. Obraz epimorficzny grupy przemiennej jest grupa przemienna,.
T 1.22. Istnieje epimorfizm grupy Zi49 na grupe Drg.
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2. Grupa cykliczna, rzad elementu

2.1. Definicja. Grupe G nazywamy cykliczna jezeli istnieje element g € G, taki ze
(9)=0G.

2.2. Twierdzenie. Grupy Z, i Z sq cykliczne. Kazda grupa cykliczna jest izo-
morficzna z jedng z nich.

Dowéd. Z = (1), Z, = (exp(22t)), zatem grupy te sa cykliczne.

Niech G = (g), czyli G = {g*,i € Z}.

Przypus$émy, ze istnieje n € N, takie ze ¢” = 1 i zalézmy, ze n jest najmniejsza
liczba naturalng o tej wlasnosci. Kazda liczba calkowita k € Z moze by¢ przed-
stawiona w postaci k = In + r, gdzie » € {0,1,...,n — 1}, a zatem ¢g¥ = g".
Wynika stad, ze G = {1,g,...,9" '}. Wszystkie te elementy sa rézne (z réwnosci
g' = ¢ wynika bowiem ¢~/ = 1). Zatem |G| = n i przeksztalcenie ¢ : Z, — G,
p(exp(2Z)) = g™ jest izomorfizmem.

Jezeli nie istnieje n € N, takie ze g" = 1, to wszystkie elementy {g%,i € Z} sa
rézne, |G| = oo, a odwzorowanie ¢ : Z — G, zadane wzorem p(m) = g™ jest
izomorfizmem. (|

2.3. Twierdzenie. Niech G bedzie grupa cykliczng. Wowczas:

1) Jezeli H < G, to H jest grupa cykliczng.

2) Jezeli H < G i |G| < o0, to |H|||G].

3) Jezeli |G| < o0, to dla kazdego 1 ‘ |G| istnieje doktadnie jedna podgrupa H < G,
taka ze |H| = 1.

Dowdéd. Niech G = (g). Niech k bedzie najmniejszg liczba calkowita i dodatnia,
taka ze g® € H. Jest jasne, ze (gF) < H. Jezeli g € H,m = ks +7,0<r <k,
to g™ = (g¥)*g", wiec g" € H. Z minimalnoéci k wynika, ze r = 0, wobec czego
g™ = (g*)* € (g*). Zatem H = (g"), co koticzy dowdd 1).

Zakladamy teraz, ze |G| < oco. Niech wiec |G| =n,in = kl+r, r < k. Poniewaz
g™ =1 € H, zatem, tak jak poprzednio, z minimalnosci k wynika, ze k | n. Wéwczas
H = {1,g%,¢°,...,g""V¥} i |H| = 2, co koficzy dowéd punktu 2). Punkt 3)
wynika juz z tych rozwazan — jedyna taka podgrupa jest H = (g*), gdzie k = 70
2.4. Definicja. Rzedem elementu g € G nazywamy liczbe | g)|, czyli rzad podgrupy
generowanej przez element g. Rzqd elementu g oznaczamy symbolem o(g).

Z poprzednich rozwazaii wynika jasno, ze jezeli o(g) < oo, to :

1. o(g) jest najmniejsza liczba naturalng n, taka ze g™ =1

2. o(g) = n wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby catkowitej k, takiej ze g* = 1,
ma miejsce podzielnosé: n | k.

3. Jezeli ¢ : G — H jest homomorfizmem, to dla kazdego elementu g € G

o(¢(9)) [o(g).

2.5. Stwierdzenie. Jezeli o(g) = n, to o(g*) = R

Dowéd. Mamy n = (n,k)m i k = (n,k)- [, gdzie (m,l) = 1. Wynika stad, ze
(gF)m™ = gmRim — gnl — 1 a zatem o(g*) |m. Przypusémy, ze (¢*)" = 1. Wynika
stad, ze n | kr, a zatem m |Ir. Wobec (m,1) = 1, m|r, co dowodzi, ze o(g¥) = m.0O

Z poprzedniego stwierdzenia wynika, ze jezeli G = (g) i |G| = n, to genera-
torami G, czyli elementami rzedu n sa elementy g*, gdzie (k,n) = 1. Liczbe tych
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generatoréw, to jest ilo$é takich liczb naturalnych nie wiekszych od n, ktére sa
wzglednie pierwsze z n, oznaczamy symbolem ¢(n). Funkcje ¢ nazywamy funkcja,
Eulera.

2.6. Uwaga. Jezeli k|n, to w grupie cyklicznej rzedu n jest (k) elementéw rzedu

k. Mamy wiec
Z o(k) =n.

2.7. Wniosek. Jezeli p jest liczbg pierwszq, to grupa Z, nie posiada nietrywial-
nych podgrup wtasciwych, kazdy element rdzny od neutralnego jest rzedu p i p(p) =
p—1.

2.8. Stwierdzenie. Jezeli (k,n) =1, to Zy X Ly, = L. W przeciwnym przypadku
ten produkt nie jest grupq cykliczng.

Dowéd. Niech g € Zy, i h € Z,, beda generatorami. Element (g, h)! = (g', h!) jest
elementem neutralnym wtedy i tylko wtedy, gdy n |l oraz k|l. Jezeli (k,n) = 1,
jest to réwnowazne kn | I, a zatem o((g, h)) = kn = |Zj X Z,| i grupa jest cykliczna.
Jezeli (k,m) > 1, to z tych rozwazan wynika, ze w Z X Z, nie ma elementu rzedu
kn. O

2.9. Wniosek. Jezeli (k,n) =1, to p(kn) = o(k)p(n)

2.10. Wniosek. Jezeli p jest liczbq pierwsza, to w grupie Z ,, jest doktadnie
o(p™) =p" —p" ! elementéw rzedu p".

Rzedy elementéw w grupach permutacji

Znamy juz grupy permutacji. Wiemy, ze kazda grupa jest, z dokladnoscia do
izomorfizmu, podgrupa pewnej grupy permutacji. Teraz przyjrzymy sie dokladniej
grupom permutacji zbioréw skoniczonych. Dla ustalenia uwagi, zalézmy, ze n—ele-
mentowy zbidr sktada sie z liczb {1,2,...,n}. Permutacje o € ¥,, mozemy zapisaé
w postaci macierzowej:

1 2 e n—1 n
o(l) o(2) ... on—-1) o(n)
W gérnym wierszu macierzy piszemy permutowane elementy, a w dolnym ich obra-

1 2 3 4 . .
3 1 4 2) oznacza permutacje v, taka ze y(1) = 3,

7(2)=1,7903) =4, y(4)=2.
2.11. Definicja. Permutacje v € X, nazywamy cyklem dlugosci k, jezeli istniejq
takie elementy c1,co,...cy, Ze

zy. Na przyklad: v =

Ciy1 gdyi <k
V(ei) =

c1 gdy i =k,
przy czym dla kazdego elementu x spoza tej listy zachodzi v(x) = .

Cykl taki bedziemy oznaczaé¢ symbolem v = (cy,...,c). Oczywiscie zapis ten ma
sens tylko wtedy, gdy dobrze wiemy, na jakim zbiorze jest okreslona cala permu-
tacja. Na przyktad pytanie o to, czy permutacja o = (1,4, 3,2) ma punkty stale
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jest bez sensu, jezeli nie mamy zewnetrznej informacji o tym, na jakim zbiorze ta
permutacja jest okreslona. Warto tez zwrdci¢ uwage na fakt, ze zapis ten nie jest
jednoznaczny — réwnie dobrze mozna by napisaé¢ na przyklad o = (2,1,4, 3).
Cykl dlugosci dwa, (a,b), nazywamy transpozycja elementéw a i b.

2.12. Definicja. Cykle 0 = (b1,be,...,b.) € X, i 7 = (c1,¢2,...,¢5) € X sa
roztgczne jezeli {by,ba, ..., b} N{c1,ca,...,csp = 0.

Jest jasne, ze dwa cykle rozlaczne sa przemienne.

2.13. Twierdzenie. KazZdg permutacje mozna przedstawié jako iloczyn roztgcz-
nych cykli. Przedstawienie to jest jednoznaczne z doktadnoscig do kolejnosci cykli.

Dowdd tego faktu przeprowadza sie przez indukcje ze wzgledu na moc permu-
towanego zbioru — jest on bardzo tatwy i pomijamy go. Idee dowodu mozna tatwo
zrozumie¢ analizujac przyklad.

Rozklad na cykle roztaczne permutacji:

G A ;):(1)(256)(37)(4):(256)(37)

W rozkiadzie permutacji na cykle rozlaczne czesto opuszcza sie cykle dlugosci jeden.

2.14. Stwierdzenie. JeZeli permutacja o jest iloczynem cykli roztacznych dlugosci
ny,na,...,Ng, to o(c) = NWW(ny,na,...,ng)

Dowéd. Cykle rozlaczne sa przemienne, zatem o(o) | NWW (ny,na,...,ng). Z
drugiej strony, skoro ¢! = id, to [— ta potega kazdego cyklu jest identycznoscia
(korzystamy tu z roztacznosci cykli). Zatem dla kazdego 1 < i < k mamy n; |,
wiec NWW (ny1,ng,...,ng)|o(o). O

Warstwy grupy wzgledem podgrupy, twierdzenie Lagrange’a

Stwierdzenie, ze rzad podgrupy jest dzielnikiem rzedu grupy, ktére juz udowod-
nilismy dla grup cyklicznych, jest prawdziwe dla wszystkich grup skoniczonych i nosi
nazwe twierdzenia Lagrange’a.

Niech G bedzie dowolng (niekoniecznie skoriczona) grupa, a H < G jej podgrupa.
Dla dowolnego g € G rozpatrzmy podzbiér gH = {gh; h € H} C G. Latwo
zauwazyc, ze:

1) zbiér gH jest klasa abstrakcji zawierajaca g nastepujacej relacji réwnowaznosci
w zbiorze elementéw G: x ~y <= x 'y € H. Zbiér gH nazywamy warstwa
lewostronna elementu g wzgledem podgrupy H.

2) lH=H

3) Dowolne dwie warstwy lewostronne sa réwnoliczne, w szczegdlnosci kazda war-
stwa jest réwnoliczna ze zbiorem H (przyporzadkowanie h — gh ustala bijekcje
zbioru H i warstwy gH).

Zbiér warstw lewostronnych oznaczamy symbolem G/H, a jego moc nazywamy
indeksem podgrupy H w grupie G i oznaczamy [G: H|. (Uwaga: analogicznie mozna
zdefiniowaé¢ warstwy prawostronne grupy G wzgledem podgrupy H — sa to pod-
zbiory postaci Hg = {hg: h € H} C G).

7 faktu, ze kazda warstwa lewostronna ma tyle samo elementéw, co podgrupa
H wynika natychmiast nastepujace twierdzenie.
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2.15. Twierdzenie Lagrange’a. Jezeli G jest grupqg skoriczong i H < G, to
G| = |H] - [G: H].

To proste twierdzenie ma szereg oczywistych, ale waznych, konsekwencji:
2.16. Wniosek. Rzqd elementu jest dzielnikiem rzedu grupy.

2.17. Wniosek. Kazda grupa rzedu p, gdzie p jest liczbg pierwszq, jest izomor-
ficzna z Zy.

Dowdéd. Z twierdzenia Lagrange’a wynika, ze podgrupa cykliczna generowana przez
dowolny element rézny od neutralnego musi by¢ rzedu p, a wiec musi by¢ réwna
calej rozpatrywanej grupie. O

2.18. Uwaga. Grupa skonczona G rzedu n jest cykliczna wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego k| n zawiera co najwyzej jedna podgrupe rzedu k.

Dowdéd. Wystarczy pokazaé, ze w grupie G istnieje element rzedu n. Niech v(k)
oznacza liczbe elementéw rzedu k w grupie G. Z zalozenia wynika, ze

v(k) < ¢(k),

gdzie  jest funkcja Eulera.Z twierdzenia Lagrange’a wnioskujemy ze v(k) ma szanse
by¢é niezerowe tylko wtedy, gdy k | n. Zatem

=Y v < 3wk = n,

k|n k|n

a wiec dla kazdego k |n zachodzi réwnosé v(k) = (k). W szczegdlnosci
v(n) = p(n) > 0, co koriczy dowdd. O

W zwiazku z twierdzeniem Lagrange’a nasuwa sie pytanie o mozliwo$¢ jego
odwrécenia. Zaldézmy, ze k jest dzielnikiem |G|. Czy istnieje podgrupa rzedu k
grupy G i ile jest takich podgrup? Czesciowa odpowiedzia na to pytanie bedzie
twierdzenie Cauchy’ego, ktére méwi, ze jezeli liczba pierwsza p jest dzielnikiem |G|,
to w G istnieje element rzedu p, a wiec i cykliczna podgrupa rzedu p. Udowodnimy
je w nastepnym rozdziale.
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ZADANIA

Z2.1.Niech Z15 = {1,9,9%,...,9', g''}. Znalezé rzedy wszystkich elementéw.

0 Z2.2. Znalezé rzedy elementéw w grupie Da,.
7.2.3. Pokazaé, ze w grupie rzedu parzystego istnieje element rzedu dwa.
7.2.4. Pokazaé, ze w grupie rzedu parzystego liczba elementow rzedu dwa jest zawsze
nieparzysta.
7.2.5.1le element6éw rzedu 6 jest w grupie C*?

0 Z2.6.Niech z, y € G, przy czym (x) N (y) = 1. Pokazaé, ze jezeli z i y sa prze-
mienne, to (z, y) = () X (y).

O Z2.7.Niech z, y € G, przy czym o(x) = n < 00, a o(y) = m < co. Pokazaé, ze
jezeli (n,m) =1 oraz x i y sa przemienne, to o(xy) = mn.
7.2.8.Niech G bedzie grupa abelowa, ktora zawiera pewien element rzedu m i
pewien element rzedu n. Pokazaé, ze G zawiera element, ktérego rzad jest réwny
NWW (n,m).
7.2.9. Pokazaé, ze jezeli ¢ : G — H jest monomorfizmem, to dla kazdego elementu
x € G, o(z) = o(p(x)).

© Z2.10. Udowodnié, ze dla dowolnych elementéw a i x dowolnej grupy G zachodzi
réwnosé o(a) = o(xaz~'). Wywnioskowaé, ze w dowolnej grupie G, dla dowolnych
dwoéch elementéw z, y € G, o(zy) = o(yzx).

7.2.11. Sprawdzi¢, ze macierze postaci <a i), a,b,c € R, ac # 0, tworza podgrupe

0
w GL(2,R) i znalez¢ w niej elementy rzedu 2. Wskazaé¢ dwa elementy rzedu dwa,
ktorych iloczyn ma rzad nieskonczony.

7.2.12. Pokaza¢, ze podgrupa dowolnej grupy skonczonej generowana przez dwa
nieprzemienne elementy rzedu dwa jest izomorficzna z grupa dihedralna,.

7.2.13. Poda¢ przyklad grupy nieskonczonej, ktorej kazdy element jest rzedu skon-
czonego.

© Z2.14. Niech |G| < co. Udowodnié, ze liczba elementéw rzedu p, gdzie p jest liczba,
pierwsza, jest wielokrotnoscia liczby p — 1.

© Z2.15. Niech |G| < oo. Udowodnié, ze liczba elementéw rzedu n jest wielokrotnoscia,
p(n), gdzie ¢ jest funkcja Eulera.

7.2.16. Udowodnié¢, ze w skoniczonej grupie abelowej iloczyn wszystkich elementéw
Jest rowny iloczynowi elementow rzedu 2. Zastosowac to stwierdzenie do grupy Z,
i wykaza¢ Tw. Wilsona: (p — 1)! = —1 (mod p).
72.17.Niech a,b € G, b # 1 i niech a® = 1, aba™' = b?. Znalezé rzad b.
7.2.18. Niech G bedzie taka grupa, ze czes¢ wspdlna wszystkich podgrup nietrywial-
nych jest podgrupa nietrywialna. Pokazaé, ze kazdy element G jest skonczonego
rzedu.
7.2.19. Definicja: Podgrupe wtasciwg H grupy G nazywamy maksymalna, jezeli nie
istnieje wtasciwa podgrupa K < G, K # H taka, 2e H < K < G.

Pokazaé, ze jezeli grupa skonczona G ma doktadnie jedna podgrupe maksymalna,
to G jest grupa cykliczna i |G| = p™, gdzie p jest liczba pierwsza i m > 0.

© Z2.20. Udowodnié, ze |Aut(Z,)| = ¢(n), gdzie ¢ jest funkcja Eulera.

0 Z221.Jezeli ¢ : G — H jest epimorfizmem, a K < H dowolna podgrupa, to
[G: o™ H(K)] = [H: K].

7.2.22. Permutacje ( 1

N DN

345 67 roztozy¢ na cykle rozlaczne
4 6 3 1 7 5)"0 Y Aaczie.
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72.23. W 3¢ policzyé zlozenie (123)(546)(231)(46) przedstawiajac je w postaci
iloczynu cykli rozlacznych. Znalezé jego rzad.
© Z2.24. Udowodnié, ze kazda permutacja moze by¢ przedstawiona w postaci iloczynu
transpozycji.
© Z2.25. Udowodnié, ze kazda permutacja moze by¢ przedstawiona w postaci iloczynu
transpozycji elementéw sasiednich (tzn. transpozycji postaci (4,7 4 1)).
7.2.26. Przedstawi¢ w postaci iloczynu transpozycji elementéw sasiednich permu-
1 2 3 4 5 6
3 6 1 4 2 5) '
7.2.27. Przedstawi¢ w postaci iloczynu transpozycji elementéw sasiednich permu-
tacje (173)(2456).
72.28. Udowodnié, ze zbidér zlozony z transpozycji (12) i cyklu (1,2,...,n) generuje
caly grupe %,.
7,2.29. Pokazad, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to X, jest generowane przez dowolng
transpozycje i dowolny cykl dlugosci p. Pokazaé, rozwazajac ¥4, ze zalozenie iz p
jest liczba pierwsza jest istotne.
7.2.30. Pokazaé, ze nie istnieje monomorfizm Qg — 4.

tacje

TEST

Q T2.1.Niech z,y € G beda elementami pewnej grupy G. Jezeli zy = yx, to o(xy) =
NWW ((o(x), oy)))-

QO T2.2.Niech z,y € G beda elementami pewnej grupy G. Jezeli (z) N {(y) = 1, to
oley) = NWW(o(z), oy))).

© T 2.3. Niech (z,y) bedzie elementem produktu grup G x H. Jezeli i y sa elementami
rzed6éw skoriczonych, to o(x,y) = NWW (o(x),0(y))).
T 2.4.Niech z,y € G. Zalézmy, ze o(x) = k, o(y) = n. Wéwcezas istnieje w grupie
G pewien element rzedu NWW (n, k).
T2.5. Dg 2 Q.

O T2.6.Jezeli (|H|,|G|) =1, to kazdy homomorfizm H — G jest trywialny.
T 2.7.Niech « bedzie generatorem grupy cyklicznej rzedu 30. Wéwcezas o(vy

1.

T 2.8. Niech G bedzie grupa rzedu 2001. Niech x € G. Wéwezas o(2%) = D lub

Lo O wn L

T 2.9. W grupie cyklicznej Zopo1 jest I:I elementéw rzedu 2001.
T 2.10. W grupie Z15 elementéw rzedu 15 jest: I:I .

T 2.11. W grupie Zg X Zg jest jeden element rzedu 1, D elementéw rzedu 3 i D
elementéw rzedu 9.

20) =

T2.12. W grupie Zi5 X Z15 jest |:| podgrup izomorficznych z Z5.

T 2.13. W grupie Zr x Zs elementéw rzedu 35 jest dokladnie I:I .

T2.14. Z7 X Z5 = 235.

T 2.15. Liczba elementéw rzedu 12 w dowolnej grupie G jest podzielna przez 11.

T 2.16. Liczba elementéow rzedu 12 w dowolnej grupie G jest podzielna przez 4.

T 2.17. Istnieja takie grupy H, K < G, ze H, K 2 Zy5 i H N K zawiera dokladnie 3
elementy.
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T 2.18. Istnieja takie grupy H, K < G, ze H, K 2 715 i H N K zawiera dokladnie 5
elementéw.

T 2.19. Istnieja takie grupy H, K < G, ze H, K = Z15 i H N K zawiera dokladnie 7
elementéw.

T 2.20. Grupa przemienna rzedu 35 jest izomorficzna z Zgs.

T 2.21. Istnieje grupa skonczona, w ktorej elementéw rzedu 5 jest doktadnie 24.

T 2.22. Istnieje grupa przemienna, w ktérej elementow rzedu 7 jest dokladnie 18.
T 2.23. Istnieje grupa rzedu 70, ktéra zawiera nie mniej niz 24 wzajemnie przemienne
elementy rzedu 5.

T 2.24.Niech f : G — H bedzie homomorfizmem grup. Niech g,h € G. Zalézmy,
ze o(g) = o(h). Wéwezas o(f(g)) = o(f(h)).

T2.25.Niech f : G — H bedzie homomorfizmem grup. Niech g1, g2 beda takimi
elementami grupy G, ze (g1) = (g2 ). Wéwczas o(f(g1)) = o(f(g2)).

T2.26.Niech f : G — H bedzie homomorfizmem grup. Jezeli dla kazdego g € G
o(g) = o(f(g)), to f jest monomorfizmem.

T227Zg X Z5 X ZG = Zg X Zg X Z10~

T2.28.Niech Zjs = (7). Wéwezas zbiér {v,7v*,~77, 70} jest warstwa wzgledem
pewnej podgrupy.

T 2.29. Niech zbiér elementéw X = {z1,...x,} w grupie G bedzie warstwa, lewo-
stronna tej grupy wzgledem pewnej podgrupy H. Wynika stad, ze
H={1,z1-(z2)7Y...,21 (z,) '}

T 2.30. Liczba homomorfizméw grupy Zisp w grupe Z wynosi I:I .
. 1 2 3 45 6 7
T2.31.Niech o € Y7, 0 = <6 49235 1 7
i((123456)) < 37 sa izomorficzne.
. (1 2 3 45 6 7 8 . 4
T 2.32. Niech o = <3 £ 18 9 4 7 6) . Wéwezas o(o*) = I:I )
T 2.33. Jezeli k1 +- - -+k; < n, to X,, zawiera podgrupe izomorficzng z Zy, X - - - X Zy, .
T 2.34. Jezeli k1 +- - -+k; < n, to ¥,, zawiera podgrupe izomorficzng z 3y, X - - X Xy, .
T 2.35. Jezeli ¥, zawiera podgrupe izomorficzna z Zg, to k < n.
T 2.36. Rzad permutacji (13467)(235) jest réwny 15

). Wéwezas podgrupy (o) < X7
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3. Dziatanie grupy na zbiorze

Znaczna cze$¢ poznanych przez nas przykladéw grup, to podgrupy grupy bi-
jekeji jakiego$ zbioru. Czesto taka podgrupa sklada sie z bijekcji, ktére zachowuja
dodatkows strukture geometryczna, topologicza lub algebraiczna, zdefiniowana na
rozpatrywanym zbiorze. Poznalidémy twierdzenie Cayleya, ktére mowi ze, z doklad-
noscia do izomorfizmu, kazda grupa po prostu jest pewna podgrupa jakiejs grupy
bijekcji. Dowdd polegal na wskazaniu monomorfizmu ¢ : G — Xg.

Zetknelismy sie jednak takze z nastepujacym przykladem: kazdy element grupy
G wyznacza automorfizm wewnetrzny (a wiec bijekcje) ¢g : G — G, okreslony
wzorem ¢g4(z) = gxg~ ', przy czym iloczynowi elementéw odpowiada zlozenie auto-
morfizméw. Oznacza to, ze przeksztalcenie ¢ : G — Aut(G) < X zadane wzorem
#(g9) = ¢4 jest homomorfizmem (choé na ogdt nie jest monomorfizmem). Opisana
sytuacja jest przykladem dzialania grupy G na zbiorze — tutaj na zbiorze jej ele-
mentow.

3.1. Definicja. Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy homomorfizm
¢: G — X x. Dzialanie nazywamy wiernym, jezeli ¢ jest monomorfizmem.

Jezeli zadane jest dzialanie grupy G na zbiorze X, to méwimy ze X jest G — zbio-
rem. Zamiast oznaczenia ¢(g)(z) bedziemy na ogét uzywaé bardziej czytelnego
symbolu ¢4(z). W tym zapisie ¢, jest nazwa pewnej bijekcji zbioru X —bijekeii,
ktéra homomorfizm ¢ przypisuje elementowi g z grupy G. Natomiast ¢4 (z) oznacza
wartos¢ tej bijekcji dla argumentu x. Czasem stosuje sie jeszcze bardziej uproszczony
zapis: g(x) zamiast ¢,4(z).

Przyjrzyjmy sie blizej strukturze dowolnego G—=zbioru X.

3.2. Definicja.
Orbita punktu x € X nazywamy zbidr

G(z) ={g(z): g€ G} C X.
Punktem statym dzialania grupy G na zbiorze X nazywamy kazdy punkt spetniajgcy
warunek G(x) = {z} lub réwnowainie Vyeq g(x) = . Zbidr punktow stalych oz-

naczamy symbolem X©.
Grupa izotropii punktu x € X nazywamy podgrupe

G ={g€G:ig(x) =2} <G

Rozpatrzmy na zbiorze X relacje zadana wzorem
r~Y <= Jgee Yy =g(z).

Bez trudu sprawdzimy, ze relacja ta jest relacja réwnowaznosci, a klasa abstrakcji
zawierajaca punkt z € X jest orbita tego punktu G(z). Zatem niepusty G—zbiér X
jest suma, parami roztacznych orbit.
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3.3. Definicja. Dziatanie grupy G na zbiorze X nazywamy tranzytywnym (inaczej:
przechodnim) wtedy i tylko wtedy, gdy

Vi, yex Jgec 9(33) =Y.

Zauwazmy, ze dzialanie na niepustym zbiorze jest tranzytywne wtedy i tylko
wtedy, gdy ma dokladnie jedna orbite.

Rozpatrzymy teraz podstawowy i w pewnym sensie uniwersalny przyklad dzia-
fania grupy:
3.4. Przyklad. Niech G bedzie dowolna grupa, a H jej podgrupa. Zdefiniujemy
dziatanie ¢ : G — Y, g, grupy G na zbiorze warstw lewostronnych G/ H, wzorem
¢q(zH) = (g2)H.

Odnotujmy nastepujace wlasnosci powyzszego dziatania:
1. jest ono tranzytywne;
2. Ggu = gHg™'.
3. jezeli H = 1, to dzialanie jest wierne, czyli ¢ : G — Y jest monomorfizmem.

Zauwazmy, ze ten ostatni fakt, to znane nam juz Twierdzenie Cayley’a.
Wyjasnienie, dlaczego powyzsze dzialanie jest uniwersalnym przyktadem, poprze-
dzimy definicja,.

3.5. Definicja. Mowimy, ze dwa G—zbiory X i Y sq G—izomorficzne, jezeli istnieje
bijekcja f : X — Y, taka Ze

Veex Voea  fl9(x)) = g(f(2)).

Zauwazmy, ze zachodzi latwe, ale wazne stwierdzenie:

3.6. Stwierdzenie. Niech X bedzie G—zbiorem i niech x € X. Wiowczas przek-
sztalcenie f, : G/G, — G(x), zadane wzorem

fr(gGr) = g(x)a

jest G—izomorfizmem G-zbioréw.

3.7. Wniosek. Jezeli X jest G—zbiorem, to dla kazdego x € X

|G(2)| = [G: Ga].

Podsumowujac: kazdy G—zbidr jest rozlaczna suma orbit, a kazda orbita jest
G—-izomorficzna z dobrze znanym G—zbiorem (postaci G/H).

Zauwazmy, ze wybér punktu x € X zadaje przeksztalcenie f : G/G, — G(z),
f(d'Gz) = ¢'(x). Przeksztalcenie to jest dobrze okreslone i jest bijekcja zbioréw, co
wiecej taka, ktdéra zachowuje dziatanie grupy G, to znaczy f(g(¢'Gz)) = 9(f(9'G.))
dla kazdego g € G i kazdej warstwy w G/G,. W szczegblnosci moc orbity jest réwna
indeksowi [G : G,]. Zbiér X jest rozlaczna suma orbit, wiec moc skoficzonego G-
zbioru X jest réwna sumie dlugosci orbit rozpatrywanego dzialania. Uwzgledniajac
wzOr na dlugo$é¢ orbity podany we Wniosku 3.7 mozemy to stwierdzenie zapisaé w
postaci nastepujacego wzoru.
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3.8. Stwierdzenie. Jezeli X jest skonczonym niepustym G-zbiorem, to
(3.9) I X|=[G:Gu]+[G: Gy +--+[G: Gy, ],

gdzie G(z1), G(22),...,G(xy) sa wszystkimi orbitami dziatania G na X.
Zanotujmy jeszcze wniosek wyplywajacy z powyzszego stwierdzenia:

3.10. Wniosek. Jezeli X jest skoriczonym G-zbiorem i |G| = pF, gdzie p jest
liczbg pierwszq, to
X =|X| (mod p).

Dowdd. Suma dlugosci orbit jednoelementowych jest oczywiscie réwna mocy zbio-
ru punktow statych. 7 twierdzenia Lagrange’a i Wniosku 3.7 wynika zatem, ze
suma mocy pozostatych orbit jest podzielna przez p. O

Stwierdzenie 3.8 i Wniosek 3.10 sa czesto uzywane w taki sposob, ze dowodzi
sie iz grupa G nie moze dziata¢ na zbiorze mocy n bez punktéw statych, bo liczba
n nie daje sie przedstawi¢ w postaci sumy, takiej jak we wzorze (3.9), chyba ze co
najmniej jednym ze skladnikow jest jedynka. Oczywiscie dopuszczalne skladniki
musza nie tylko byé dzielnikami liczby |G| ale musza to by¢ liczby wyrazajace
indeksy podgrup grupy G (wkrétce bedziemy potrafili pokazaé, ze np. w grupie X5,
ktéra jest rzedu 120, nie ma podgrupy indeksu 8, chociaz 120 = 8 - 15).

Whiosek 3.10 pozwala takze na udowodnienie waznego, a wcale nie oczywistego
twierdzenia:

3.11. Twierdzenie Cauchy’ego. Jezeli G jest grupa skoriczong i liczba pierwsza
p jest dzielnikiem rzedu grupy G, to w G istnieje element rzedu p.

Dowdéd. Niech X = {(g1,92,.--,9p) EGXGx---xXG: g1-g2-...-gp = 1}. Zbidr
X ma |G]P~! elementéw, w szczegdlnoscei

| X|=0 (mod p).

Niech f € ¥x, f(g91,92,---.9p) = (9p,91,92,--.,9p—1). Latwo sprawdzi¢, ze
o(f) =p, a wiec (f) 2 Z,. Zauwazmy, ze

x40 ={(9,9,.-.,9) EGXxGx---xG: g’ =1}.
Zgodnie z Wnioskiem 3.10
X =|X|=0 (mod p).

Moc zbioru X{f) jest na pewno rézna od zera, bo na pewno (1,1,...,1) € X2,
Wobec faktu, ze p| \X<f>|, zbiér X (/) musi zawieraé¢ jeszcze co najmniej p — 1
innych ciagéw (g,9,...,9) € X, teraz juz takich, ze g # 1. Oczywiscie z tego, ze
g #11gP =1, gdzie p jest liczba pierwsza, wynika ze o(g) = p. ]
Wréémy do przykladu, od ktérego rozpoczelismy ten rozdzial.
3.12. Przyklad. Niech grupa G dziala na zbiorze jej elementéw przez automor-
fizmy wewnetrzne, ¢ : G — Aut(G). O automorfizmie wewnetrznym ¢, méwimy
takze, ze jest sprzezeniem wyznaczonym przez element g. Jak sie przekonamy, ana-
liza tego dzialania odgrywa wazng role w badaniu struktury grupy i dlatego jego
orbity i grupy izotropii maja odrebne nazwy:
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orbite {gzg~!: g € G} elementu = nazywamy klasa sprzezonosci elementu x;
grupe izotropii elementu x nazywamy centralizatorem elementu x w G i oznaczamy
symbolem Cg(z). Zatem

Ca(z) ={g € G: gug™' =z},
a moc klasy sprzezonosci elementu z jest réwna [G : Cg(z)].
Zbiér punktow statych dzialania przez automorfizmy wewnetrzne ma juz swoja
nazwe — jest to centrum Z(G) grupy G.

Jezeli G jest grupa skoriczona, to réwnosé (3.9) wystepujaca w Stwierdzeniu 3.8
nazywa sie rownaniem klas i przybiera postac:

(313) |G =1Z2(G)|+[G: Calg)] + [G : Calg2) + -+ + [G : Calgr)l;
gdzie g1, g2, - - -, gk jest lista wszystkich nie jednoelementowych klas sprzezonosci.
Zanotujmy wazny wniosek z rownosci 3.13.

3.14. Wniosek. Jezeli |G| = p*, gdzie p jest liczbg pierwszq, k > 0, to centrum
Z(Q) grupy G jest nietrywialne.

Dowdéd. Z réwnosci 3.13 wynika, ze |G| = |Z(G)| =0 (mod p). Poniewaz
1Z(G)| = 11ip||Z(G)|, to | Z(G)| > p, a wiec centrum jest nietrywialne. O

3.15. Whniosek. Jezeli p jest liczbg pierwsza, to kaida grupa G rzedu p* jest
przemienna.

Dowdéd. Mamy udowodnié, ze G = Z(G). Z poprzedniego wniosku wiemy, ze w
Z(@) jest jakis element nietrywialny x.

Jezeli {x) = G, to grupa G jest cykliczna, a wiec przemienna.

Jezeli (x) jest podgrupa wlasciwa, to istnieje jakis element y € G, taki ze y ¢ (x ).
Oczywisdcie xy = yx. Zatem (x,y) jest grupa przemienna. Ale (z,y), to juz na
pewno jest cala grupa G. O

Na zakonczenie tych rozwazan zobaczymy jak mozna skorzysta¢ z wprowadzo-
nych poje¢ odpowiadajac na pytanie: Czy istnieje grupa, ktéra ma doktadnie osiem
elementéw rzedu 57

Pokazemy, ze nie. Przypusémy, ze jednak istnieje. Woéwcezas taka grupa G ma
dokladnie dwie podgrupy cykliczne rzedu 5, H = (z) < G i K = (y) < G.
Dzialanie grupy H na grupie G przez automorfizmy wewnetrzne wyznacza dzialanie
H na zbiorze podgrup grupy G. Dzialanie to zachowuje dwuelementowy zbiér pod-
grup 5-cio elementowych. Mamy wiec homomorfizm H — ¥,. Homomorfizm
ten jest trywialny (por. T2.6).Wynika stad, ze automorfizmy wewnetrzne wyznac-
zone przez elementy grupy H zachowuja podgrupe K, a wiec grupa H dziala na
grupie K i mamy homomorfizm H — Aut(K). Poniewaz |Aut(K)| = ¢(5) = 4,
to analogiczne rozumowanie jak poprzednio dowodzi, ze dzialanie to jest trywialne.
Oznacza to w szczegdlnodci, ze zyz~! = y. Spelnione sa zalozenia zadania 2.6, a
wiec (z, y) = Zs X Zs. Wobec tego w grupie G sa co najmniej 24 elementy rzedu
5. Dochodzimy do sprzecznoéci z zalozeniem, ze jest ich dokladnie 8.

Klasy sprzezonosci w grupach permutacji

Niech ¢ = (e¢1,...,¢s) bedzie pewnym cyklem, a v pewna permutacja w .
Woéwezas yoy~t = (y(c1),...,7(cs)) — latwo to sprawdzié w drodze bezposrednie-
go rachunku. Korzystajac (wielokrotnie) z réwnosci axya=! = (axa™')(aya=!)
otrzymujemy nastepujacy wniosek.
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3.16. Wniosek. Dwie permutacje sq sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy majq
podobne rozklady na iloczyn cykli roztacznych, tzn. w obydwu rozktadach wystepuje
po tyle samo cykli tej samej diugosci.

3.17. Przyklad. Permutacje (126)(347)(58)(9) i (6)(345)(29)(178) sa sprzezone w
Y9, bo maja po jednym cyklu dtugosci jeden, po jednej transpozycji i po dwa cykle
dlugodci trzy w rozkladzie na iloczyn cykli roztacznych.
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ZADANIA

7 3.1. Znalez¢ klasy sprzezonosci elementow grupy dihedralnej Da,,.
7. 3.2. Znalez¢ orbity dzialania podgrupy obrotow J < Ds, na Ds, przez automor-
fizmy wewnetrzne.

O 7 3.3. Korzystajac z twierdzenia Cauchy’ego pokazaé, ze kazda grupa rzedu 6 jest
izomorficzna z grupa cykliczna Zg lub z grupa dihedralng Dg.
73.4.Niech H < G bedzie podgrupa. Sprawdzié¢, ze wzér op,(g) = gh™! definiuje
homomorfizm ¢ : H — Y¢g, pn(g) = gh™!, a wiec dzialanie grupy H na grupie
G. Sprawdzi¢, ze dzialanie to jest wierne a jego orbitami sa warstwy lewostronne
G wzgledem H.

7 3.5. Udowodnié, ze nie istnieje grupa, w ktorej elementow rzedu 7 jest dokladnie
18.

7 3.6. Niech k(G) oznacza liczbe klas sprzezonosci elementéw grupy G. Udowodnid,
ze jezeli G jest skoniczong grupa nieprzemienng to k(G) > |Z(G)| + 1.

7.3.7. Udowodnié, ze jezeli G jest grupa skoriczona i k(G) jest liczba parzysta, to
|G| jest takze liczba parzysta,.

7 3.8.Niech G bedzie grupg skoriczong i niech H < G, |G : H| = 2. Pokazaé, ze
jezeli dla kazdego h € H, h # 1, Cg(h) < H, to elementy G \ H tworza jedna klase
sprzezonosci elementéw G.

0 Z3.9.Niech ¢ : G — X bedzie monomorfizmem okreslonym w Przyktadzie 3.4.
Niech g € G bedzie elementem rzedu n. Znalezé rozklad na cykle roztaczne permu-
tacii ¢(g).

7 3.10. Niech grupa skonczona G dziata na skoniczonym zbiorze X. Udowodni¢ wzor
Burnside’a:
X/61 = g 21X

geG

gdzie | X/G| oznacza liczbe orbit dzialania G na X, a |X9| liczbe punktéw stalych
przeksztalcenia wyznaczonego przez g € G.

* 7Z3.11.Dla kazdego elementu g € SO(3) zdefiniujmy zbiér biegunéw
B(g) = {x € §? : g(x) = x}. Niech G bedzie skoficzona podgrupa SO(3) i niech
B(G) = Uyeq g1 B(g). Sprawdzi¢, ze B(G) jest skoriczonym podzbiorem S?,
zachowywanym przez naturalne dzialanie G na S2. Korzystajac ze wzoru Burn-
side’a dla dzialania G na B(G) wykazaé, ze jedynymi skoriczonymi podgrupami
grupy SO(3) sa: grupy cykliczne Z,,, n € N, grupa symetrii czworoscianu, szescianu
i dwunastoscianu foremnego.

* 7.3.12. Pokazaé, ze jezeli H < G jest wlasciwa podgrupa skonczonego indeksu, to
zbiér e gHg™! jest wlasciwym podzbiorem zbioru elementéw grupy G.

. 1 2 3 45 6
. . < =
7.3.13.Niech ¢ € Y5 < Y7, 0 (642351

Cs- (0)]-

). Znalezé |Cs,(0)| oraz

TEST

T 3.1. Dzialanie grupy rzedu 27 na zbiorze 35 elementowym ma co najmniej jeden
punkt staly.
O T 3.2. W Klasie sprzezonosci elementu = € G jest dokladnie [G : Cg(z))] elementéw.
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O T3.3.Dla kazdego elementu x dowolnej grupy G zachodzi zawieranie
Z(G) < Cg(=).
T 3.4. Istnieje grupa rzedu 125 i tranzytywne dzialanie tej grupy na zbiorze mocy
30.
T 3.5.Dla kazdej grupy rzedu 125 istnieje dzialanie tej grupy na zbiorze mocy 30
bez punktu stalego.
T 3.6. Dla kazdej grupy rzedu 125 istnieje tranzytywne dzialanie tej grupy na zbiorze
mocy 30.
T 3.7. Istnieje dzialanie grupy X5 bez punktéw stalych na zbiorze 20—elementowym.
© T 3.8. Dla dowolnej grupy G i dowolnego x € G, x € Cg(x).
T 3.9. Istnieje dziatanie grupy Dj2 na zbiorze siedmioelementowym, ktére ma dok-
fadnie dwie orbity.
T 3.10. Istnieje dzialanie grupy D2 na zbiorze siedmioelementowym, ktére ma dok-
tadnie trzy orbity.
T 3.11. Istnieje co najmniej pie¢ dziatan grupy Di2 na zbiorze siedmioelementowym,
ktore maja doktadnie po trzy orbity i z ktérych zadne dwa nie sa Dyo— izomorficzne.
T3.12. W grupie GL(2,Z7) macierzy odwracalnych o wspélezynnikach z ciata Zr
istnieje podgrupa indeksu 2.
T3.13. W grupie GL(2,Z7) macierzy odwracalnych o wspélczynnikach z ciala Zr
istnieje podgrupa indeksu 3.
QO T 3.14. Grupa przemienna rzedu 15 jest cykliczna.
T 3.15. Grupa przemienna rzedu 20 jest cykliczna.
T 3.16. Grupa rzedu 10 jest cykliczna.
Q T 3.17. Grupa przemienna rzedu 2001 jest cykliczna.
T3.18. Jezeli f : G — H jest homomorfizmem i elementy z,y € G sa sprzezone w
grupie G, to elementy f(x), f(y) sa sprzezone w H.
T3.19.Jezeli z,y € H < G i elementy x i y sa sprzezone w grupie G, to sa tez
sprzezone w grupie H.
© T 3.20. Permutacje (12654)(235) 1 (1324)(56) sa sprzezone w Yg.
T 3.21. W grupie Xy istnieja dwa nie sprzezone ze soba elementy rzedu 12.
T 3.22. W grupie X1 istnieja dwa nie sprzezone ze soba elementy rzedu n = 9.
T 3.23.Niech 0,7 € ¥,, < ¥y 4k, gdzie ¥,, < X4 jest naturalnym wlozeniem grup
permutacji. Jezeli o i 7 sa sprzezone w X, 4, to o 1 T sa sprzezone w X,.
T 3.24. W grupie Y7 kazde dwa elementy rzedu 10 sa sprzezone.



24

4. Podgrupy normalne i grupy ilorazowe

Niech ¢ : G — H bedzie homomorfizmem. Rozpatrzmy zbiér warstw lewostron-
nych G/ ker ¢ grupy G wzgledem podgrupy ker ¢. Latwo zauwazyé, ze

o) =¢y) <= v 'yckerp <= xkerp =y keryp

— homomorfizm ¢ przeprowadza dwa elementy grupy G na ten sam element grupy
H wtedy i tylko wtedy, gdy te dwa elementy wyznaczaja te sama warstwe lewo-
stronna. Wynika stad nastepujacy wniosek:

4.1. Wniosek. Jezeli ¢ : G — H jest homomorfizmem, to

lim | = [G : ker ¢].

Zalézmy teraz, ze ¢ jest epimorfizmem. Woéwcezas ¢ : G — H wyznacza bi-
jekeje ¢ : G/ ker o — H (okreslona wzorem @(z ker ) = o(z)) zbioru G/ ker¢ i
zbioru elementéw grupy H. Na zbiorze warstw G/ ker ¢ mozna wiec w naturalny
sposé6b zdefiniowaé dziatania, tak by bijekcja @ stala sie izomorfizmem grup. Latwo
sprawdzi¢, ze dzialania te sa okreslone nastepujacymi wzorami:

(x kerp) - (y ker ) = xy ker ¢,

(z ker p)™! = 27! ker ¢,

a elementem neutralnym jest warstwa 1ker ¢ (czyli po prostu ker ¢).

Uwaga. Jezeli zalozymy tylko tyle, ze H jest podgrupa grupy G, to wzor cH -yH =
xyH na ogo6t nie ma sensu, bo warstwa wystepujaca po prawej stronie zalezy od
wyboru reprezentantéw warstw wystepujacych po lewej stronie. Mozna sie o tym
przekonaé rozpatrujac na przyklad zbiér warstw Dg/{1,e}.

Zdefiniujemy teraz taka klase podgrup, dla ktorych powyzszy wzér ma sens.

4.2. Definicja. Podgrupe H < G nazywamy podgrupa normalna (lub dzielnikiem nor-
malnym), co oznaczamy symbolem H < G, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
g€G, gHg ' ={ghg™': he H} = H, czyli dla kazdego automorfizmu wewnetrz-
nego ¢g grupy G zachodzi réwnosc ¢4(H) = H.

4.3. Uwaga. Warunek Vyeq gHg™!

Vyeq gHg ' C H.

= H, jest rownowazny warunkow:

Dowéd. Wystarczy przeprowadzié¢ tatwy rachunek. Niech h € H. Wéwczas
h= (99~ )h(gg™') = g(g  hg)g~ ' € gHg™ !, azatem H C gHg~! (a zawieranie w
druga strone jest bezposrednio zagwarantowane w zalozeniu). O

4.4. Uwaga. Warunek H < G jest réwnowazny warunkow: Veeq gH = Hg, czyli
rownosci warstw prawostronnych i lewostronnych.
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Przyklady podgrup normalnych.

4.5. Przyklad. 1 <G, GG

4.6. Przyklad. Jezeli ¢ : G — H jest homomorfizmem, to ker ¢ < G. Ten, jak
sie okaze uniwersalny, przyklad ma wiele waznych podprzyktadéw:

a) Z(G) 4G, gdzie Z(G) =ker ¢, ¢ : G — Aut(G)

b) SO(n) 4 0O(n), gdzie SO(n) = ker det, det : O(n) — Zs.

4.7. Przyklad. Kazda podgrupa grupy przemiennej jest normalna. (Ta wlasnosé
nie charakteryzuje grup przemiennych — maja ja rowniez niektére grupy nieprze-
mienne, na przyktad Qs.)

4.8. Przyklad. 1 x K< HxKiHx1<dH XK.

4.9. Stwierdzenie. Jezeli H< G i [G: H| =2, to HQG.

Dowdéd. Oczywiscie VyenyVhen ghg™' € H. Pozostaje przypadek, gdy g ¢ H.
Przypusémy, ze Inem ghg~' ¢ H. Skoro tak, to ghg™! € G\ H = gH. Jak widad,
elementy g i ghg™! naleza do tej samej warstwy (gH) wzgledem podgrupy H. Ale
to oznacza, ze g~ - ghg™! € H. Po redukcji otrzymujemy hg~' € H, skad g € H,
a to oznacza sprzecznosc. O

4.10. Wniosek. Podgrupa obrotéw J = {1,p,...,p" '} grupy dihedralnej D,
jest dzielnikiem normalnym.

Odnotujmy jeszcze nastepujace, tatwe do udowodnienia, wlasnosci podgrup nor-
malnych:
1) Jezeli ¢ : G — H jest homomorfizmem i N < H, to ¢ }(N) < G
2) Jezeli ¢ : G — H jest epimorfizmem i N < G, to p(N) < H.
Jezeli o przeksztalceniu ¢ zakladamy tylko tyle, ze jest homomorfizmem, to w
kazdym razie mozemy twierdzié, ze ¢(NN) < im ().
3) Jezeli N; <Gdlaielto (| N; QG.
i€l
4) Jezei NI GiK <G, to NNK <K.

4.11. Przyklad. Niech H < G bedzie dowolna podgrupa. Rozpatrzymy znany
nam homomorfizm ¢ : G — XYg,g zadany wzorem ¢,(xzH) = gxH, opisujacy
dzialanie G' na zbiorze warstw G/H. Wéwezas ker ¢ = (), ¢ gHg ' < H jest
podgrupa normalna grupy G — jest to najwieksza ze wzgledu na zawieranie pod-
grupa normalna grupy G, sposrdd tych, ktore sq zawarte w H. Oczywiscie jezeli
H <G, to H=ker ¢.

Informacja, ze otrzymana podgrupa jest jadrem homomorfizmu ¢ jest uzyteczna
w dowodzie nastepujacego wniosku.

4.12. Wniosek. Niech H bedzie podgrupq indeksu n w grupie skonczonej G.
Woéwczas istnieje podgrupa normalna N 4 G, N < H, taka zen|[G : N] i [G : N]|n!
(tzn. indeks N w G jest wielokrotnosciq n, a dzielnikiem n!).

Dowdéd. Szukana grupa jest wlasnie grupa IV = ker ¢ opisana w przykladzie 4.11.
Podzielnosé n‘[G : NJ jest oczywista — indeks mniejszej podgrupy jest wielokrot-
noscig indeksu wiekszej podgrupy. Natomiast podzielnosé |G : N]|n! wynika z
faktu, ze |img| = [G : ker¢] = [G : N] (Wniosek 4.1), z drugiej za$ strony
[im @] ’ |X¢/m| (Twierdzenie Lagrange’a). O
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4.13. Przyklad. Niech H < G. Zdefiniujmy podgrupe
Ne(H) ={g€G: gHg™' = H}.

Oczywidcie H < Ng(H) < G i H < Ng(H). Zauwazmy, ze Ng(H) jest najwickszq
takq podgrupa grupy G zawierajocq H, w ktorej H jest normalna. Jest jasne, ze
jezeli H 9 G, to Ng(H) = G. Podgrupe N¢(H) nazywamy normalizatorem H w G.

Jezeli rozpatrzymy dzialanie grupy G na zbiorze jej podgrup, zadane przez au-
tomorfizmy wewnetrzne, to Ng(H) jest grupa izotropii podgrupy H, a punktami
stalymi tego dzialania sa podgrupy normalne.

Jezeli H < G, to z taka para zwiazana jest wazna konstrukcja grupy ilorazowe;j.

4.14. Definicja. Niech H < G. Grupa ilorazowa grupy G przez podgrupe normalng
H nazywamy zbior warstw G/H z warstwg 1H jako elementem wyrdznionym i z
dziataniama:

zH  -yH =zyH
(zH) ' =z7'H.

Nalezy sprawdzi¢, ze dzialanie jest dobrze zdefiniowane, to znaczy nie zalezy od
wyboru reprezentantéw warstw. Niech zH = 2’H i yH = y'H. Nalezy pokazad,
ze zyH = x'y'H. Zalozylismy, ze z~'a’ € H i y~'y' € H, a chcemy wykazaé ze
(ry)~ta'y’ € H. Rozpatrzmy ciag réwnosci:

—1_./,7 1

(zy) 2’y =y~ !

ety =y~ reT Ty = (v e )y) (v Y.
Zalozyliémy, ze H < G. Zatem y~'(x~'2')y € H. Réwniez y~ 'y’ € H. Wobec
tego (xy)~l2'y’ € H. Analogicznie sprawdzamy, ze dzialanie jednoargumentowe
jest dobrze okreslone. Fakt, ze tak okreslone dziatania speiiaja aksjomaty grupy
jest oczywisty.

Odnotujmy takze stwierdzenie:

4.15. Stwierdzenie. Jezeli H < G, to odwzorowanie m : G — G/H, okreslone
wzorem w(g) = gH jest epimorfizmem i ker m = H.

Epimomorfizm 7 nazywamy rzutowaniem grupy G na grupe ilorazowa G/H.

4.16. Przyklad. Grupa ilorazowa grupy cyklicznej G = (g) przez podgrupe H
jest grupa cykliczna i oczywiscie G/H = (gH )
Przy pomocy grupy ilorazowej mozemy opisa¢ obraz dowolnego homomorfizmu.

4.17. Twierdzenie o homomorfizmie. Niech ¢ : G — H bedzie homomor-
fizmem, a ® : G — G/ker ¢ rzutowaniem. Wdwczas istnieje doktadnie je-
den monomorfizm ¢ : G/ker ¢ — H, taki ze ponm = p. W szczegdlnodci
@ : G/ ker ¢ — im jest izomorfizmem.

Dowdd. Szukanym monomorfizmem jest odwzorowanie 1, okreslone wzorem

P(gker ) = p(g). O
Zanotujmy jeszcze przydatny wniosek z powyzszego twierdzenia.
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4.18. Wniosek. Niech ¢ : G — H bedzie epimorfizmem i niech K < H. Wow-
czas

G/ N (K)~ H/K.

Dowéd. Zlozenie G % H ™ H/K (gdzie nx : H — H/K jest rzutowaniem)
jest epimorfizmem, a jego jadrem jest ¢ (K. O

Sprobujmy teraz znalezé wszystkie homomorfizmy G — H, dla danych grup G

i H lub przynajmniej obliczy¢ ile ich jest.
Umiemy to zadanie rozwigzaé, gdy G = (¢ ) jest grupa cykliczng — homomorfizm
¢ : (g) — H jest jednoznacznie wyznaczony przez wskazanie elementu ¢(g),
takiego ze o(p(g))|o(g). Homomorfizméw jest wiec dokladnie tyle ile elementéw
h € H, takich ze o(h)|o(g)-

W przypadku dowolnej grupy G zaczniemy od zbadania liczby epimorfizméw
G — K dla ustalonego K. Po pierwsze trzeba znalezé wszystkich kandydatéw
na jadro takiego epimorfizmu, czyli wszystkie normalne podgrupy N < G, takie
ze G/N =2 K. Nie ma tu zadnego algorytmu. Dwa epimorfizmy ¢,v¢ o tym
samym jadrze N réznia sie o automorfizm q@(@)-l grupy K — mamy bowiem
¢ = ¢y = d() Vpmn = G(¢)"14p. Zatem liczba epimorfizméw G — K jest
réwna ng - |Aut(K)|, gdzie nk jest liczba normalnych podgrup G, takich ze grupa
ilorazowa jest izomorficzna z K. Zanotujmy jeszcze, ze |Aut(Z,)| = ¢(n).

Na koniec przytoczymy wazny przyktad grupy ilorazowej. Niech A bedzie grupa
abelowa, a ¢ : G — A homomorfizmem. Wéwcezas YV, yeq 27y oy € ker .
Element 2z~ 'y~ l2zy nazywamy komutatorem elementéw x i y i oznaczamy symbolem
[, y]. Komutantem grupy G nazywamy podgrupe

(G, G = ({[z,y]: @,y € G}).

Komutant jest podgrupa normalna, a nawet ma pewna wlasnos$é¢ jeszcze lepsza
niz normalnosé. Niech mianowicie ¢ : G — G bedzie dowolnym automorfizmem
grupy G. Wéwezas ¢([z,y]) = [¢(z), ¢(y)]. Wobec tego ¢([G, G]) = [G, G]. Warunek
normalnosci podgrupy [G, G| w grupie G jest slabszy — to ten sam warunek, ale
tylko dla ¢ bedacych automorfizmami wewnetrznymi grupy G.

4.19. Definicja. Podgrupe H < G nazywamy podgrupa charakterystyczna, co oz-
naczamy symbolem H 4 G, wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego automorfizmu ¢
grupy G zachodzi réwnosé ¢(H) = H.

4.20. Przyklad. Dla dowolnej grupy G jej centrum Z(G) jest podgrupa charak-
terystyczna.

Jest jasne, ze grupa ilorazowa G/[G, G| jest przemienna i ze wsréd podgrup nor-
malnych grupy G podgrupa [G, G| jest najmniejsza taka, ze grupa ilorazowa jest
przemienna. Grupe G/|G,G] nazywamy abelianizacja grupy G. Jest to najwieksza
przemienna grupa ilorazowa grupy G. Precyzyjnie wyraza to nastepujace twierdze-
nie.

4.21. Twierdzenie. Dla kazdego homomorfizmu ¢ : G — A, gdzie A jest grupqg
przemiennq, istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : G/[G,G] — A, taki Ze
Yom=y (1:G— G/|G,G] jest rzutowaniem,).
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Permutacje parzyste

W kazdej grupie permutacji 3,, n > 2 istnieje podgrupa normalna indeksu
2, oznaczana symbolem A, — tak zwana grupa alternujaca (albo: grupa permutacji
parzystych). Okaze sie, ze dla n > 5 jest to jedyna nietrywialna wlasciwa podgrupa
normalna grupy >,.

Grupy, ktére maja mato podgrup normalnych sa z pewnych wzgledéw szczegdlnie
interesujace. Wobec tego odnotujmy w tym miejscu nastepujaca definicje.

4.22. Definicja. Niech G bedzie nietrywialng grupa. Jezeli jedynymi podgrupami
normalnymi grupy G sq G i podgrupa trywialna, to mowimy, Ze grupa G jest grupa
prosta.

Oczywistym przykladem grupy prostej jest dowolna grupa Z,, gdzie p jest liczba
pierwsza. Grupy Z, sa jedynymi przemiennymi grupami prostymi. Grupy A, (dla
n > 5) réwniez sa proste (to juz jest mniej oczywiste; pokazemy to dla n = 5).

Przechodzimy do opisu grup alternujacych.

Skonstruujemy najpierw monomorfizm ¥ : ¥,, — GL(n,R). Wybieramy baze
uporzadkowang ey, . .., e, w R™ i okreslamy ¥ (o) jako przeksztalcenie liniowe, ktére
permutuje elementy bazy tak jak kaze o, to jest W(o)(e;) = es(;y. Wyznacznik
macierzy takiego przeksztalcenia jest rowny +1. Zatem mamy homomorfizm detoW :
¥, — {-1,1} <R*

4.23. Definicja. Permutacje nazywamy permutacja parzysta, jezeli nalezy do jadra
homomorfizmu det oW. W przeciwnym przypadku permutacje nazywamy permutacja
nieparzysta. Podgrupe permutacji parzystych grupy %, oznaczamy symbolem A,.

Jako jadro pewnego homomorfizmu podgrupa A,, < ¥, jest oczywiscie normalna
w X,. Z twierdzenia o izomorfizmie wynika, ze dlan > 2, 3, /A, = Z,.
Ponadto zlozenie
v' dwéch permutacji parzystych jest permutacja parzysta,
v' dwéch permutacji nieparzystych jest permutacja parzysta,
v/ permutacji parzystej i permutacji nieparzystej jest permutacja nieparzysta.

Zbadamy parzystos¢ cykli. Jest jasne, ze cykl dlugosci 2, czyli transpozycja, jest
permutacja nieparzysta — wynika to z algorytmu liczenia wyznacznika. Aby ocenié¢
parzysto$¢ cyklu dowolnej dtugosci odnotujmy najpierw nastepujacy fakt.

4.24. Stwierdzenie. Zachodzi rownosé:

(a1,a2,...,a;) = (a1,ax)(ar,ax—1) ... (a1,a3)(a1,a2).
O

4.25. Wniosek. Cykl dtugosci k jest permutacija parzysta jezeli k jest liczbg niepa-
rzysta, a permutacja nieparzystg jezeli k jest liczbag parzysta. Jezeli permutacja jest
iloczynem cykli o dlugosciach ki, ..., ks, to jest ona parzysta wtedy i tylko wtedy,
gdy wsrod liczb ky, ..., ks jest parzyscie wiele parzystych. O

Na zakonczenie tego rozdzialu udowodnimy, ze As jest grupa prosta.
Zaczniemy od policzenia ile jest klas sprzezonosci elementéw As i ile elementéw
liczy kazda klasa. Przypomnijmy, ze w dowolnej grupie G moc klasy sprzezonosci
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elementu z jest réwna [G : Cg(z)]. W ponizszej tabeli przedstawiamy mozliwe
typy rozkladéw na cykle, rzedy centralizatoréw, moce klas sprzezonosci elementéw
kazdego typu (conj(z)), liczby elementéw o ustalonym typie rozkladu (sim(z)) i
liczby klas sprzezonosci elementéw o danym typie rozktadu.

Tabela

rozklad na cykle | |C 4, (2)| | conj(x) | sim(z) | liczba klas sprzezonosci

OOOO0) 60 1 1 1

()0 4 15 15 1
()00 3 20 20 1
(wr)) 5 12 24 2

4.26. Twierdzenie. Grupa As jest prosta.

Dowdéd. Podgrupa normalna (w kazdej grupie) jest zawsze suma mmnogosciowa
pewnych klas sprzezonosci — bo jezeli pewien element nalezy do tej podgrupy
normalnej, to juz cala jego klasa sprzezonosci musi by¢ w niej zawarta. Zatem
rzad podgrupy normalnej musi sie da¢ wyrazi¢ jako suma liczebnosci pewnych
klas sprzezonosci. W przypadku podgrupy normalnej N grupy As dochodzimy
do wniosku, ze [N| = 14+ b-154 ¢- 20+ d - 12, przy czym wspdlezynniki b i ¢
moga przyjmowaé wartosci 0 lub 1, a wspélczynnik d byé moze réwniez 2 (bo sa
dwie klasy sprzezonosci cykli dtugoséci 5 w grupie As i by¢ moze obie sa zawarte
w N). Z twierdzenia Lagrange’a wiemy, ze |N| | 60. Latwo sprawdzi¢, ze jedynymi
dzielnikami liczby 60, dajacymi sie przedstawi¢ w zadany sposéb sa 1 i 60. Zatem w
As nie ma podgrup normalnych innych niz sama grupa As i jej podgrupa trywialna.
O



30

ZADANIA

O Z4.1. Pokazaé, ze podgrupa H < G jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego elementu g € G, jego warstwa lewostronna wzgledem podgrupy H jest
réwna jego warstwie prawostronnej wzgledem podgrupy H, to jest gH = Hyg.

O Z 4.2. Pokazaé, ze jezeli H < G, to kazda podgrupa grupy G/H jest postaci K/H,
gdzie K < G jest podgrupa zawierajaca H. Ponadto udowodnié, ze K/H I G/H
wtedy 1 tylko wtedy, gdy K < G, i ze wéwczas

G/H/K/H ~ G/K.

O Z4.3.Niech H < G. Niech 7 : G — G/ H bedzie rzutowaniem, a K < G podgrupa.
Udowodni¢, ze
a) m i (m(K)=K-H=1{k-h: k€ K,h € H} < G.Ponadto K -H = H - K =

(KUH)
b) K/(KNH)~(K-H)/H.
¢) podaé przyklady podgrup H < G 1 K < G, takich ze K - H nie jest podgrupa
grupy G.
7.4.4. Znalez¢ abelianizacje grupy Da,.
Z.4.5.Niech H < G. Udowodni¢, ze VY, yeq 2y € H = yx € H. Poda¢ przyklad, ze
jezeli zaktadamy tylko H < GG, to wynikanie nie ma miejsca.
7.4.6. Pokazaé, ze kazda podgrupa w (s jest normalna, cho¢ Qg nie jest abelowa.
Z4.7.Niech K <G i|G/K |=n < co. Pokazaé, ze:
a) dla kazdego g € G, g™ € K.
b) jezelig € Gig™ € K oraz (n,m)=1,to g € K.
7 4.8. Zalézmy, 7¢e K <Gi| K |=m < co. Niechn € N i (n,m)=11iniech g € G.
Udowodnié, ze:
a) jezeli o(g) = n, to o(gK) = n.
b) jezeli w grupie ilorazowej G/K zachodzi o(gK) = n, to istnieje element ¢’ € G,
taki ze o(¢9’) = n oraz gK = ¢'K.
74.9.Niech H < G i K < G. Pokazaé, ze jezeli G/K, G/H sa grupami abelowymi,
to G/H N K jest grupa abelowa,.

0 Z4.10.Niech N < G bedzie podgrupa normalna, a 7 : G — G/N rzutowaniem.
Niech S C G bedzie zbiorem elementéw G, takim ze (7 (S)) = G/N. Udowodnié,
zejezei X CNi(X)=Nto(SUX)=G.

O Z4.11. Pokazaé, ze jezeli K 4« H i H < G to K < G. Podaé przyklad takich
podgrup K <HiH <G, ze K 4G.

7.4.12. Udowodni¢, ze jezeli n > 3, to J,, € Da,.

7,4.13. Udowodni¢, ze jezeli K < G to Z(K) < G.

7 4.14. Udowodnié, ze jezeli [G,G] < H < G, to H < G.

7 4.15. Niech n > 3. Udowodnié, ze jezeli n jest nieparzyste, to Z(Da,) = 1, a jezeli
n jest parzyste to Da,/Z(Day) = D,,.

7.4.16. Pokaza¢, ze podgrupa grupy obrotéw grupy dihedralnej jest normalna. Po-
kazaé, ze jezeli k -1 = n, to Da,/{ p¥) = Dyy.

7.4.17. Wykazaé, ze jezeli w grupie G istnieje podgrupa skonczonego indeksu, to
istnieje zawarta w niej podgrupa normalna skonczonego indeksu.

O Z4.18. Pokazad, ze jezeli p jest najmniejsza liczba pierwsza dzielaca |G| 1 H < G,
|G:H|=p,to HLG.
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74.19. (Holder) Niech H 4 G, gdzie G jest grupa skoriczona a H grupa prosta,.
Pokazaé, ze jezeli |[H|? nie dzieli |G|, to H jest jedyna podgrupa G izomorficzna z
H.

7 4.20. Udowodni¢, ze GL(2,Z3)/Z(GL(2,Z3)) jest izomorficzne z ¥4.

7.4.21. Jezeli G jest skoriczona grupa przemienna i n | |G|, to w grupie G istnieje
podgrupa rzedu n i podgrupa indeksu n.

7.4.22. Niech G bedzie grupa skonczona. Pokazac, ze G zawiera podgrupe normalna
indeksu p, gdzie p jest liczba pierwsza, wtedy i tylko wtedy, gdy p | |G/[G, G

7 4.23. Udowodnié, ze jezeli |G| = 2r, r > 11 =(2|r), to G nie jest grupa prosta
(wskazéwka: patrz zadanie 3.9).

4.24. Definicja. Grupe G nazywamy doskonata, jezeli [G,G] = G.

7.4.25. Niech G bedzie grupa doskonata, a K < G podgrupa cykliczna normalna,.
Pokazaé, ze K < Z(G).
74.26. Ktére z nastepujacych permutacji w Xg sa parzyste: (123456), (12345),
(123)(45), (23)(46)?
7.4.27.Niech H < ¥,, n > 1. Udowodni¢, ze jezeli H zawiera permutacje niepa-
rzysta, to H zawiera podgrupe indeksu 2.
7.4.28. W A,,, n > 3 znalez¢ podgrupe generowana, przez 3-cykle.
0 Z4.29. Udowodnié, ze dla n > 3, Z(2,) = 1.
* 7.4.30. Udowodnié¢, ze dla n # 6 kazdy automorfizm grupy >,, n > 2 jest wew-
netrzny.
7.4.31. Rozpatrzmy grupy X4 oraz Ay.
a) Wyznaczy¢ klasy sprzezonosci elementéw X4 oraz Ay .
b) Wskazaé¢ dwa elementy A4, ktére sa sprzezone w X4, a nie sa sprzezone w Ay.
c) Znalezé Z(Ay).
d) Wykazaé, ze w A4 istnieje tylko jedna podgrupa rzedu 4, wiec jest ona charak-
terystyczna.
e) Udowodnié, ze w Ay nie istnieje podgrupa rzedu 6.
f) Zmalezé [A4,A4].
Z4.32.Niech H < ,,. Pokazaé, ze jezeli H € A,,, to H-A,, = 3, 1 |H| = 2|HNA,|.
0 Z4.33.Niech o € A,,. Pokazaé, ze klasa sprzezonoéci w X, elementu o jest réwna
jego klasie sprzezonosci w A,, jezeli Cx, (o) € A, lub jest suma dwéch réznych
réwnolicznych klas sprzezonosci w A,, jezeli Cx, (o) C A,.

Z4.34.Niech o bedzie elementem rzedu 5 w grupie As. Wowczas [C, (o) zl:l
(gdzie Cg(z) oznacza zbidr elementéw przemiennych z x w grupie G).

7.4.35. Udowodnié, ze grupa zachowujacych orientacje R3 izometrii szescianu jest
izomorficzna z grupa ¥4 (patrz P.C.Aleksandrow: Wwiedienije w teoriu grup).

x 7.4.36. Udowodni¢, ze grupa zachowujacych orientacje R? izometrii dwudziestoscia-
nu foremnego jest izomorficzna z grupa As (patrz P.C.Aleksandrow: Wwiedienije
w teoriu grup).

0 Z4.37.Niech @ : G — Aut(G) bedzie dzialaniem przez automorfizmy wewnetrzne.
Niech R bedzie zbiorem podgrup grupy G i rozpatrzmy na nim dzialanie grupy G
wyznaczone przez . Wéwczas:

a) Podgrupa H € R jest punktem stalym rozpatrywanego dziatania wtedy i tylko
wtedy, gdy H < G.
b) Grupa izotropii podgrupy H € R jest jej normalizator

Ng(H)={g€G:gHg~' = H} <G.
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¢) Liczba podgrup G sprzezonych z H, czyli moc orbity H, jest réwna indeksowi
[G: No(H)] i dzieli indeks [G : H].

0 Z4.38.Niech H < G. Rozpatrzmy dzialanie G na zbiorze warstw G/H opisane
w Przyktadzie 3.4 i ograniczmy je do podgrupy K < G. Pokazaé, ze warstwa gH
jest punktem stalym dzialania grupy K wtedy i tylko wtedy, gdy K < gHg™'. W
szczegélnodci, jezeli K = H, to (G/H)! = Ng(H)/H

TEST

O T4.1. Jezeli f: G — H jest izomorfizmem i N <4 G, to G/N = H/f(N)).
T4.2.Cykle (1,2,3,4,5) i (1,3,5,2,4) sa sprzezone w As.
T4.3.Cykle (1,2,3,4,5) i (1,3,5,2,4) sa sprzezone w Xs.
T 4.4. Podgrupa rzedu 2 w Qg jest charakterystyczna.
T 4.5. Podgrupa indeksu 2 w Qg jest charakterystyczna.
T4.6.Jezeli (X)=H < G idlakazdego g € G, gXg~ ' =X, to H<G.

)
T4.7. Jezeli (X )= H < G idlakazdego g € G, gXg ' C X, to H<G.
T 4.8. Jezeli (X ) = H < G i dla kazdego ¢ € Aut(G), ¢(X) =X, to H 4 G.
T4.9.Jezeli (X ) = H < G i dla kazdego ¢ € Aut(G), #(X) C X, to H 4 G.

T4.10.Jezeli H QK i K <G, to H<LG.

T4.11.Jezeli H<I K i K 4G, to H<G.

T4.12.Jezeli H 4« K1 K 4 G, to H < G.

T4.13.Jezeli H « K1 K 4 G, to H €4 G.

T4.14. Jezeli K < G, to Z(K) = KN Z(G).

T4.15.Dla  dowolnej grupy G i jej elementéw g¢1,92,...,9x iloczyn
G192 g9y 93 gyt € (GG

T 4.16. Niech H bedzie podgrupa normalna w grupie G. Jezeli H ¢ Z(G), to istnieje
nietrywialny homomorfizm G — Aut(H).

T 4.17. Grupa G moze zawiera¢ podgrupe wlasciwa normalna z nia izomorficzna,
T 4.18. Jezeli x € H < G, to klasa sprzezonosci elementu z w grupie H jest zawarta
w klasie sprzezonosci elementu x w grupie G.

T 4.19. Jezeli grupa rzedu 2000 zawiera dokladnie 4 elementy rzedu 5, to posiada
wladciwg nietrywialng podgrupe normalna (czyli nie jest prosta).

T 4.20. Jezeli w dowolnej grupie podgrupa rzedu trzy jest normalna, to jest zawarta
w centrum grupy.

T 4.21. Jezeli w grupie rzedu nieparzystego podgrupa rzedu trzy jest normalna, to
jest zawarta w centrum grupy.

T 4.22. Jezeli A 9 G jest abelowa podgrupa normalna, to Z(G) < A.

T 4.23. Istnieje n, takie ze [Day,, Day] = Day,

T4.24.Niech H < G, K < G beda podgrupami. Jezeli zbiéor HK = {hk : h €
H,k € K} jest podgrupa G to HK = KH.

T4.25.Niech H < G, K < G beda podgrupami.Jezeli HK = KH to HK jest
podgrupa G

T 4.26. Jezeli zbior HK = {hk : h € H,k € K} jest podgrupa G to H < G lub
K 4G.

T 4.27. Jezeli HK jest podgrupa G to |HK| = |K||H].

T4.28. Jezeli [G: H|=21 K < H, to K <G.

T 4.29. Podgrupa grupy obrotow grupy Ds,, jest normalna w Da,,.

T 4.30. Podgrupa indeksu 2 jest zawsze podgrupa charakterystyczna,.
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T 4.31. Niech o bedzie elementem rzedu 5 w grupie As. Wéwezas o i 02 sa sprzezone
w A5.
T 4.32. Niech o bedzie elementem rzedu 5 w grupie As. Wéwczas o1 0! s, sprzezo-
ne w As.
T 4.33. W grupie A5 kazde dwa elementy rzedu 5 sa sprzezone.
T 4.34. W grupie A5 kazde dwa elementy rzedu 2 sa sprzezone.
T 4.35. Jezeli G jest grupa skoriczona i [G : [G, G]] = 10 to istnieje podgrupa K < G
izomorficzna z Z1g.

© T4.36. Jezeli G jest grupa skoniczong i [G : [G, G]] = 10 to istnieje podgrupa nor-
malna K < G indeksu 5.

O T4.37. Jezeli H < G, to [H,H] < G.
T 4.38. Jezeli G jest nieprzemienna grupa rzedu 125, to G/Z(G) jest izomorficzne z

T 4.39. Jezeli G jest nieprzemienng grupa rzedu 125, to [G, G| = Z(G).
T 4.40. A,, < X, jest podgrupa charakterystyczna,.
T 4.41. W grupie X7 kazde dwa elementy rzedu 10 sa sprzezone.
T 4.42. Istnieje dziatanie grupy X5 bez punktow stalych na zbiorze 20-elementowym.
. 1 2 3 4 5 6).
T 4.43. Permutacja (3 29 6 5 4 1) jest parzysta.
. (1 2 3 4 5 6 7 8 , 4 - .
T 4.44. Niech ¢ = 35 1 8 2 4 7 6) . Wowczas ¢* jest permutacja pa-
rzysta,.
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5. Rozszerzenia. Produkt i produkt poétprosty

W rozdziale czwartym zdefiniowali$my pojecie podgrupy normalnej. Jezeli
N < G, to zdefiniowana jest grupa ilorazowa i rzutowanie 7 : G — G/N. Powstaje
pytanie, do jakiego stopnia struktura grupy G jest zdeterminowana przez grupy N
i G/N. Czy klasa izomorfizmu grupy G jest wyznaczona jednoznacznie przez N i
G/N? Czy moze jest tak przy jakich$ jeszcze dodatkowych zalozeniach o polozeniu
podgrupy N w grupie G? A moze przy jeszcze jakich$ dodatkowych informacjach?

W zwigzku z tym bedziemy obecnie rozwazaé rézne sytuacje zwiazane z istnie-
niem w grupie G podgrupy normalnej. Przypomnijmy definicje grupy prostej.

5.1. Definicja. Niech G bedzie nietrywialng grupg. JeZeli jedynymi podgrupami
normalnymi grupy G sq sama grupa G i podgrupa trywialna, to mowimy, Ze grupa
G jest grupa prosta.

W rozdziale czwartym pokazalisémy, ze As jest grupa prosta i wspomnieliSmy, ze
wszystkie grupy alternujace A,,, n > 5, sa proste. Jedynymi przemiennymi grupami
prostymi sa grupy cykliczne Z,, gdzie p jest liczba pierwsza. Grupy proste sa jakby
"nierozkladalnymi cegietkami, z ktérych zbudowane sa inne grupy”. Skoriczone
grupy proste zostaly sklasyfikowane. Dowdd twierdzenia o klasyfikacji grup prostych
byt jednym z najwiekszych przedsiewzie¢ w historii matematyki i zostal zakonczony
w kwietniu 1981 roku. Jednym z najwazniejszych jego krokéw bylo twierdzenie
Feita i Thompsona, z ktérego wynika, ze rzad skoniczonej nieabelowej grupy prostej
jest liczba parzysta. Dowdd tego twierdzenia, opublikowany w 1963 roku w pracy
Solvability of groups of odd order, zajmuje 225 stron.

Przejdziemy do sytuacji, gdy grupa G posiada podgrupe normalna N, o ktorej
na razie nic wiecej nie zaktadamy. Woéwczas N jest oczywiscie jadrem rzutowania
7 grupy G na iloraz G/N. Mozemy to zapisa¢ w nastepujacej postaci:

N — G = G/N.

Bardziej ogdlnie:

5.2. Definicja. Mowimy, Ze grupa G jest rozszerzeniem grupy N za poSrednictwem
grupy H, jezeli istnieja: monomorfizm i oraz epimorfizm m, N — G = H, takie ze
ker m = im 3.

Jak mozna sie spodziewaé, informacja ze G jest rozszerzeniem grupy N za
posrednictwem grupy H nie wystarczy do zidentyfikowania typu izomorficznego
grupy G.

5.3. Przyklad. Niech G bedzie rozszerzeniem Zo — G — Zo. Woéwczas grupa G
moze rownie dobrze by¢ izomorficzna z Zg, jak i z Zo X Zs.

Definicja dopuszcza mozliwosci N = 11 N = G. Rozszerzenia G LR
1—G-“4q sg jednak matlo interesujace.

Czasami podgrupa normalna jest polozona w rozpatrywanej grupie w szczegélnie
dobry sposéb, opisany w nastepujacej definicji.

5.4. Definicja. Niech N Q G. Podgrupe D < G nazywamy dopetnieniem normal-
nym podgrupy N wtedy i tylko wtedy, gdy NN D =1iN-D =G,
gdzie N-D ={ax:a € N, z € D}.
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Grupe G nazywamy wowczas produktem pétprostym wewnetrznym podgrupy normalnej
N i jej dopetnienia normalnego D.

Produkt pdtprosty wewnetrzny ma wazna wlasno$é jednoznacznosci przedsta-
wienia elementu w postaci illoczynu. Jest to zreszta prawda nawet w sytuacji nieco
ogolniejszej, opisanej ponizej.

5.5. Stwierdzenie. Jeieli HK <G, HNK=1iax=0by, a,b€ H, z,y € K,
toa=bix=y. Zatem |HK|=|H| |K]|.
Uwaga: Zauwazmy, ze zbiér HK to tylko podzbiér grupy G, a niekoniecznie pod-

grupa.
Dowéd. ax =by < b la=yzr ' Skoro b la € H,ayz ' € K, to b~ ta, yz~! €
HNK=1,czylia=biz=y. O

Odnotujmy jeszcze przydatny wniosek dla grup skonczonych.

5.6. Wniosek. Jezeli N <G, D < G, NND =11i|N|-|D|] =]|G| < o0, to
ND = G, czyli G jest produktem pdlprostym wewnetrznym N i D.

Dowdéd. Na mocy Stwierdzenia 5.5 zbiér ND ma |N|- |D| = |G| elementéw, czyli
rzeczywiscie ND = G. O

Zwroémy uwage na to, ze wbrew nazwie, dopelnienie normalne nie musi by¢
podgrupa normalna. Jezeli jednak jest podgrupa normalna, to jest to sytuacja juz
nam znana:

5.7. Definicja. Jezeli M,N G, NNM =1iN-M = G, to grupe G nazywamy
produktem prostym wewnetrznym podgrup N i M.

Pojecie produktu prostego wewnetrznego jest bardzo zblizone do pojecia pro-
duktu grup, zdefiniowanego w rozdziale 1.

5.8. Twierdzenie. Jezeli grupa G jest produktem prostym wewnetrznym podgrup
M,N < G, to G jest izomorficzna z produktem M x N. Odwzorowanie
f: M x N — G zadane wzorem f(m,n) = mn jest izomorfizmem.

Dowéd. Zaczniemy od wykazania, ze VycnVyen 2y = yx. Oczywiscie zy = yz &
zyx~ly~! = 1. Zauwazmy, ze

1 —1

ayz~lyh = (zyz )y

Ale zyz~! € N, bo N jest podgrupa normalna. Réwniez y~! € N. Zatem
(1) ryzty~t € N.

Analogicznie, wykorzystujac normalno$é M, pokazujemy, ze

(2) zyzly~! € M.

Zestawiajac fakty (1) i (2) wnioskujemy, ze zyz~ly~1 € M NN = 1, czyli
zyz~ly~! =1, a wiec istotnie zy = yx. Teraz juz latwo sprawdzié, ze
f((m1,n1)(ma,n2)) = f(mimz,ning) = mimaning = (ming)(meng) =
flmi,n1) f(ma,ns), co dowodzi, ze f jest homomorfizmem. Zatem jest tez izomor-
fizmem, bo oczywiscie jest bijekcja (réznowartosciowo$é wynika ze Stwierdze-
nia 5.5). O

Zauwazmy, ze dla grup skoniczonych mamy nastepujace uzyteczne kryterium:
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5.9. Wniosek. Jezeli N G, D <G, NND=1i|N|-|D|=|G| < 0, to G
jest produktem prostym wewnetrznym N i D.

Wréémy do sytuacji ogdlniejszej. Pokazemy, ze jezeli N I G i D < G, to zbidr
ND jest podgrupa grupy G (patrz tez zadanie 4.3). Przypomnijmy nastepujace

oznaczenie: @, jest automorfizmem wewnetrznym grupy G zadany wzorem

¢.(a) = zaz™1.

5.10. Stwierdzenie. Jezeli N A G i D < G, to zbior ND jest podgrupa grupy
G. W szczegolnosci

v ax - by = ap.(b) - vy,
vV (a-2) ' =g, a(at) 27t

Dowdéd. Mamy dowiesé, ze zbiér N D jest zamkniety ze wzgledu na dziatania gru-
powe. Oczywiscie wystarczy udowodni¢ prawdziwos¢ wzordéw v i v'v'. W tym celu
wykonujemy nastepujace rachunki.

az - by = axb(z ™ 2)y = a(xbr™H)ry = ap,(b) - zy,
(a-x)t=zta = ta o) =@ e )2 = ppa(a”t) 27t O

7 powyzszych wzorow natychmiast wynika nastepujacy wniosek.

5.11. Wniosek. Jezeli grupa G jest produktem pdlprostym podgrup N < G i
D < G, to odwzorowanie p : G — D zadane wzorem p(ax) = x jest epimor-
fizmem grupy G na grupe D. Oczywiscie ker f = N. Tak wiec produkt potprosty jest

szezegblnym praypadkiem rozszerzenia: N «— G 2 D

Opiszemy teraz bardzo uzyteczna konstrukcje produktu pélprostego zewnetrz-
nego.

5.12. Definicja. Niech N i D bedq grupami, a ¢ : D — Aut(N) homomor-
fizmem. Wowczas na iloczynie kartezjariskim N X D mozna okresli¢ struktrure
grupy, definiujgc dziatania w nastepujgcy sposdb.

1=(1y,1p)
v (a,2)(b,y) = (aps(b),zy)
LL (aax)_l = (‘Pm*l(a’_l)’x_l)'

Tak skonstruowang grupe nazywamy produktem pétprostym grup N i D i oznaczamy
N x4, D lub po prostu N x D.

5.13. Uwaga. Jezeli ¢ : D — Aut(N) jest homorfizmem trywialnym, to zdefi-
niowane dziatania sq identyczne z dziataniami

(a,z)(b,y) = (ab, xy)

(a’x)_l = (a_17x_1)7



37

czyli produkt polprosty jest w tej sytuacyi tozsamy z produktem prostym.
5.14. Uwaga. W produkcie polprostym N x D sq spelnione rownosci

(a,1)(b,1) = (ad,1)
(Lx)(1,y) = (1, zy)
)7 = (pala), 1)

(3) (L )(a, 1)(1, 2
(

Oznacza to, ze elementy postaci (a, 1) stanowiq podgrupe normalng N izomorficzng
z grupa N, elementy postaci (1,z) stanowiq podgrupe D izomorficzna z grupag D,
a cata grupa N x D jest produktem potprostym wewnetrznym podgrup N i D.

Podobnie jak w przypadku produktu, pojecie produktu pdlprostego wewnetrz-
nego jest bardzo zblizone do pojecia produktu pdtprostego grup.

5.15. Twierdzenie. Jezeli grupa G jest produktem potprostym wewnetrznym pod-
grup N 1 G 1 D < G, to G jest izomorficzna z produktem polprostym N X, D,
gdzie o : D — Aut(N) jest zadane wzorem @, (a) = axa™'. Odwzorowanie
fi:Nx, D — G zadane wzorem f(a,x) = ax jest izomorfizmem.

Dowdéd. Latwo sprawdzié, ze

F(a,2)(b,y)) = f(aps(b), 2y) = ape(b)zy = azbe ™ zy = axby = f(a,2)f(b,y),

co dowodzi, ze f jest homomorfizmem. Zatem f jest izomorfizmem, bo oczywiscie

jest bijekcja (réznowartosciowosé wynika ze Stwierdzenia 5.5). O

5.16. Przyklady.

1) Grupa O(n) jest produktem pétprostym wewnetrznym SO(n) < O(n) i Zz. Dla
nieparzystej liczby n jest to produkt prosty (bo wéwczas —I ¢ SO(n), a przy
tym —I € Z(O(n))).

2) Grupa Af f(n) izomorfizméw afinicznych przestrzeni R" jest produktem pélpro-
stym wewnetrznym grupy przesunieé¢ przestrzeni R" i grupy GL(n,R"™).

3) Grupa Iso(n) izometrii przestrzeni R"™ (wyposazonej w iloczyn skalarny) jest
produktem pélprostym wewnetrznym grupy przesunie¢ R™ i O(n).

4) Grupa permutacji 3, jest produktem pélprostym wewnetrznym grupy A,, i grupy
Zs.

W powyzszych przyktadach obserwowali$my istnienie struktury produktu pétpro-
stego w znanych nam skadinad grupach. Dzieki produktowi pdlprostemu mozemy
takze konstruowacé rézne nowe przyktady grup — jezeli mamy jakas wiedze na temat
automorfizméw znanych juz grup. Dlatego najpierw udowodnimy nastepujace
stwierdzenie.

5.17. Stwierdzenie. Jezeli p jest liczba pierwsza, to Aut(Zy) = Zp—_1.
Dowdéd. Latwo sie przekonaé, ze kazdy automorfizm f grupy

Ly = {e, s '727 S ,Vp_l} jest postaci

f(z) = =%,
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gdzie s = 1,2, ..., p—1. Oznaczmy taki automorfizm symbolem . Latwo zauwazy¢,
7€ Qs © Pr = Par(modp)- L tego natychmiast widaé, ze Aut(Z,) jest izomorficzna z
grupa niezerowych reszt z dzielenia przez p z mnozeniem modulo p jako dzialaniem
dwuargumentowym. Ale to jest po prostu grupa multiplikatywna ciala F,. W ciele
F,, jest nie wiecej niz k elementéw x spelniajacych réwnanie 2% =1 (bo wielomian
stopnia k nie moze mie¢ wiecej niz k pierwiastkéw). Elementy dowolnej podgrupy
rzedu k grupy multiplikatywnej ciala F), spelniaja powyzsze réwnanie, a zatem o
ile istnieje podgrupa rzedu k, to tylko jedna. Z Uwagi 2.18 wynika zatem, ze grupa
Aut(Z,) jest cykliczna. O

5.18. Stwierdzenie. Jezeli p jest liczba pierwszq i (q,p — 1) > 1, to istnieje
nieprzemienna grupa rzedu p - q.

Oczywiscie istnieje nietrywialny homomorfizm ¢ : Z, — Aut(Z,) = Zp_1.
Wobec tego produkt pélprosty Z, X, Z4 jest grupg nieprzemienna, na mocy poniz-
szego lematu.

5.19. Lemat.  Produkt polprosty N x, D jest grupg przemienng wtedy ¢ tylko
wtedy, gdy grupy N i D sq przemienne, a homomorfizm ¢ jest trywialny.

Dowéd. = Wiemy, ze grupa N x, D zawiera podgrupe izomorficzng z N i podgrupe

izomorficzng z D. Skoro wiec grupa N X, D jest przemienna, to N i D musza by¢

przemienne. Pozostaje pokazanie, ze ¢ jest homomorfizmem trywialnym. Zalézmy,

ze nie. Oznacza to, ze JzepJuen wz(a) # a. Wéwezas (1,z)(a,1)(1,2)"1 =

(pz(a),1) # (a,1), co przeczy zalozeniu o przemiennosci grupy N X, D.

< Skoro ¢ jest homomorfizmem trywialnym, to zgodnie z Uwaga 5.13 mamy do

czynienia z produktem prostym, a produkt prosty grup przemiennych jest grupa

przemienna,. O
Zilustrujemy to dokladniej na bardziej konkretnym przykladzie.

5.20. Przyklad. Istnieje nieprzemienna grupa rzedu 21 :

Niech Z7 = (a), Zs = ().

Rozpatrzmy homomorfizm ¢ : Zs — Aut(Z;) zadany wzorami ¢g(x) = 22,

pp2(x) = x* i oczywiscie 1 = id. Latwo sprawdzi¢, ze jest to rzeczywidcie ho-

momorfizm. Na przyklad ¢g2 = g 0 ¢g, bo va(pa(z)) = @g(z?) = (2?)? = 2t =

g2 (x). Homomorfizm ¢ mozna tez opisaé¢ jednym wzorem:

7, (a%) = a®*

Niech a = (a,1), b = (1,3). Wéwczas w grupie Zy X, Zs zachodza nastepujace
réwnosci (przytadowe).
Przede wszystkim, zgodnie ze wzorem (3) w Uwadze 5.14 mamy

Vakp=7 = q¥'*

Stad konkretne wyliczenia:
abab = a(bab=1)(bb) = aa?b? = ab?,
a*b?a?b = a*(b%ab=2)(b%b) = a*a®b® = a'?b® = dd.
I ogodlnie: ‘ A
At akbt = ot (b "o (W) = ala? Pt = o TP Ry,

(a'b) "' =a® Iy
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5.21. Przyklad. Istnieje nieprzemienna grupa rzedu 27.

Latwo sprawdzié, ze odwzorowanie f : Zs X Z3z — Z3 X Z3 zadane wzorem
flz,y) = (z,zy) jest automorfizmem grupy Zs x Zs. Jest to oczywiscie automor-
fizm nietrywialny. f o f(z,y) = (z,2%y), a fo fo f(z,y) = f(fo f(z,y) =
flx,2%y) = (z,23y) = (z,y), czyli fo fo f=id. Zatem f jest elementem stopnia
3w Aut(Zs x Zs). W takim razie istnieje nietrywialny homomorfizm

w Ly — (f) < Aut(Zs x Z3), taki ze ¢, = f (gdzie v jest generatorem Zj).
Wiynika stad, ze grupa G zdefiniowana jako produkt pdlprosty G = (Zs x Z3) X,
Zs jest grupa nieprzemienna. Grupa ta ma nastepujaca interesujaca wilasnosé:
Veea g = 1. Przypomnijmy, ze jezeli w grupie G jest spelniony warunek Veeaq g =
1, to grupa G jest przemienna.

5.22. Przyklad. Jezeli p jest liczba pierwsza, to istnieje grupa nieprzemienna
rzedu p>.

Wiemy, ze |Aut(Zy, x Zy,)| = (p* —1)(p? —p). Liczba ta jest podzielna przez p, zatem
na mocy Twierdzenia Cauchy’ego w grupie Aut(Z, x Z,) istnieje element rzedu p.
Skoro tak, to istnieje nietrywialny homomorfizm ¢ : Z, — Aut(Z, x Z,). Wobec
tego produkt pélprosty (Z, % Z,) X, Zy jest nieprzemienny.
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ZADANIA

7.5.1. Pokazaé, ze Ay jest produktem pdtprostym wewnetrznym podgrupy normalnej
izomorficznej z Zo X Zs i jej dopelhienia normalnego izomorficznego z Zs.
7.5.2.Niech n > 3. Udowodni¢, ze jezeli n = 2m i m jest liczba nieparzysta to
Dy, = D, X Zs. Pokazaé, ze we wszystkich pozostalych przypadkach Ds,, nie jest
izomorficzne z produktem swoich podgrup wilasciwych.

7.5.3. Podaé przyktad grupy G i jej podgrup K < G, H < G takich, ze K = H ale
G/K #G/H.

7 5.4. Podaé przyktad grupy G i jej podgrup K < G, H < G takich, ze G/K 2 G/H
ale K ¢ H.

7.5.5. Pokazaé, ze jezeli H < G ma w G dokladnie jedno dopemhienie normalne, to
H jest sktadnikiem prostym w G. Podaé przyklad H < G bedacego sktadnikiem
prostym i posiadajacego wiecej niz jedno dopelnienie normalne.

Definicja. Grupe G nazywamy grupqg metacykliczng jezeli posiada cykliczng pod-
grupe normalng L, takq ze G/L jest cykliczna.

7.5.6. Podaé przyklad grupy metacyklicznej, ktéra nie jest cykliczna. Udowodnié,

ze kazda podgrupa i kazda grupa ilorazowa grupy metacyklicznej jest metacykliczna
* 75.7. Podaé przyktad nietrywialnej grupy doskonalej, ktéra nie jest grupa prosta.

7.5.8. Wskazaé cztery nie izomorficzne produkty pélproste Z; x Zg.

7.5.9. Jezeli H, K € G sa podgrupami skoniczonego indeksu w grupie G

i([G:H|,|[G:K])=1,to HK =G.

TEST

QO Tb5.1.Jezeli N i H sa grupami skonczenie generowanymi, a N — G — H jest
rozszerzeniem, to G jest grupa skoriczenie generowana.
T 5.2.Istnieje grupa przemienna G, taka ze grupa |Aut(G)| = 15.
T 5.3. Aut(Z,,) jest grupa przemienng,.
T 5.4. Istnieje taka grupa skoiczona G, ze G/Z(G) = Zs x Zs.
T 5.5. Istnieje taka grupa skoriczona G, ze G/Z(G) = Dyy.
T 5.6. Istnieje taka grupa skoriczona G, ze |G/Z(G)| = 35.
T 5.7. Produkt grup prostych jest grupa prosta.
T 5.8. Produkt grup doskonalych jest grupa doskonals,.
T59D8 = D4 X Zg.
T5.10. D36 = Dlg X Zg.
T5.11. Jezeli H, K < Gi HK = @, to co najmniej jedna z grup H i K jest podgrupa
normalna,.
T5.12. Jezeli H, K < G i kazdy element g w grupie G ma jednoznaczne przedstaw-
ienie w postaci ¢ = zy, * € H, y € K, to co najmniej jedna z grup H i K jest
podgrupa normalna,.
T5.13.Jezeli HHK < G, HNK =11 HK = (G, to co najmniej jedna z podgrup
H, K jest podgrupa normalna w G.
T 5.14. Jezeli H jest grupa prosta nieprzemienna, to istnieje grupa G 2 H taka ze
G/Z(G) = H.
T5.15. Jezeli G jest grupa skoniczona, to G/Z(G) jest grupa prosta,.
T5.16.Zlo X Zl5 = Zlg,o.
T 5.17. Niech p bedzie liczba, pierwsza. Jezeli N <G i [G: N]=p, (p,|N|) =1, to
w grupie G istnieje dopelienie normalne podgrupy V.
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6. p—grupy. Twierdzenie Sylowa

6.1. Definicja. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Grupe, ktorej rzqd jest réwny p™
nazywamy p—grupa.

6.2. Uwaga. Nie bedziemy juz powtarza¢ zalozenia, ze p jest liczba pierwsza.
Zawsze wtedy, gdy jest mowa o p—grupie, zalozenie takie jest automatycznie przyj-
mowane.

6.3. Uwaga. Sformulowanie p—grupa bedziemy czasem rozumie¢ w nastepujacy
sposéb: grupa, ktorej rzad jest potega jakiejs liczby pierwszej. Znak p nie musi
wiec koniecznie wskazywac o jaka konkretnie liczbe pierwsza, chodzi. Potrzeba taka
powstaje niekiedy, gdy musimy rozpatrywac rézne liczby pierwsze jednoczesnie.

Przypominamy kilka juz dowiedzionych faktéw:
1. Nietrywialna p—grupa ma nietrywialne centrum.
2. Kazda grupa rzedu p? jest przemienna.
3. Istnieje grupa nieprzemienna rzedu p>.

7Z nietrywialnosci centrum p-grupy wynikaja nastepujace mocne twierdzenia o
p-grupach.
6.4. Twierdzenie. Jezeli G jest p-grupa i |G| = p™, to istnieje ciag podgrup

1=Gy <G < <Gp1 <Gy, =G,

taki ze G; < G i |G| = p.
Dowéd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na m. Teza jest oczywista dla m = 0.
Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla m — 1, gdzie m > 0. Niech z bedzie nietry-
wialnym elementem rzedu p w centrum grupy G (istnienie takiego elementu wynika
z nietrywialnosci Z(G) i z twierdzenia Cauchy’ego (3.11)). Niech G; = (=z).
Oczywiscie G; < G, bo G1 < Z(G). Grupa G/G; jest rzedu p™~!, zatem na
mocy zalozenia indukcyjnego istnieje ciag podgrup normalnych Hy < H; < -+ <
H, < H, 1= G/G1 Przyjmujac Go=1,adlai>1,G; = 7'1'71(1{1‘_1)7 gdzie
m: G — G/Gq, otrzymujemy szukany ciag podgrup grupy G. O

6.5. Twierdzenie. Jezeli G jest p—grupg i [G: H| = p, to H 1 G.

Dowdd. Stosujemy podobne rozumowanie indukcyjne, jak w dowodzie poprzed-
niego twierdzenia. W centrum grupy G wybieramy element z rzedu p i jak poprzed-
nio mamy (z) < G.

Jezeli z € H, to H/{z) < G/{z) jest podgrupa indeksu p, a wiec z zalozenia
indukcyjnego normalng w G/(z). Zatem H jest podgrupa normalng w G, jako
przeciwobraz podgrupy normalnej.

Jezeli natomiast z ¢ H, to zauwazamy, ze H < Ng(H), z € Ng(H), zatem
(HU{z}) < Ng(H). Ale G = (HU{z}) < Ng(H). Zatem Ng(H) = G, czyli
H <G O

Twierdzenie Sylowa

Udowodnimy teraz twierdzenie Sylowa, na ktore mozna patrze¢ jak na odwréce-
nie twierdzenia Lagrange’a dla pewnych dzielnikéw rzedu grupy. Jezeli G jest grupa
rzedunin = p* ... psP jest przedstawieniem n w postaci iloczynu poteg réznych
liczb pierwszych, to twierdzenie Sylowa moéwi, ze dla kazdego p; istnieje w G pod-
grupa rzedu p;¥ i podaje ograniczenia na liczbe takich podgrup.
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6.6. Definicja. Niech |G| = p*-r, gdzie p jest liczbq pierwszq i (p,7) = 1. Podgrupe
H < G nazywamy p-podgrupa Sylowa grupy G jezeli |[H| = p*.

6.7. Twierdzenie Sylowa. Niech |G| = pF - r, gdzie p jest liczbq pierwszq i

(p,7) = 1. Wowczas:

a) Istnieje p—podgrupa Sylowa w G.

b) Jezeli H jest p—podgrupa Sylowa w G, a K < G dowolnag p-podgrupa, to istnieje
element g € G dla ktérego K < gHg™'. W szczegdlnosci, kazda p—podgrupa grupy
G jest zawarta w pewnej p—podgrupie Sylowa.

¢) Kazde dwie p—podgrupy Sylowa sq sprzezone.

d) Jezeli s, oznacza liczbe p—podgrup Sylowa grupy G, to s, |r i sp =1 (mod p).

Dowdéd.

a) Niech P bedzie rodzina wszystkich p*-elementowych podzbioréw grupy G. Na
rodzinie P okreslamy dziatanie grupy G przez domnazanie z lewej strony, to znaczy
dla X € P (czyli dla p*—elementowego podzbioru grupy G) g(X) = {g-z:2 € X}.
Pokazemy, ze istnieje w rodzinie P taki element X, ktérego podgrupa izotropii ma
p* element6éw, czyli jest szukana, p—podgrupa, Sylowa .

Moc rodziny P wynosi (;2), co nie jest podzielne przez p. Istnieje wiec orbita, ktorej
liczba elementow nie jest podzielna przez p. Okazuje sie, ze za X wystarczy przyjaé
dowolny element tej orbity. Niech mianowicie X nalezy do rozpatrywanej orbity i
niech H = Gx < G bedzie jego grupa izotropii. Liczba elementéw w rozpatrywanej
orbicie jest réwna [G : H], a poniewaz moc orbity nie jest podzielna przez p, to i
liczba [G : H| = % nie jest podzielna przez p. W takim razie p* | |H|. Mogloby sie
jeszcze zdarzyé, ze |H| > p*. Wykluczamy te ewentualno$é w nastepujacy sposéb:
Niech zg € X. Jezeli Gx = H, to w szczegdlnosci Vg hxg € X. Jednak elementy
postaci hrg € X sa parami rézne, wiec |H| < |X| = p*.

Mamy zatem p* | [H| i |H| < p* czyli |H| = p*.

b) Niech H bedzie p-podgrupa Sylowa w G, a K < G, |K| = p' pewna
p-podgrupa. Rozwazmy dzialanie K na zbiorze warstw lewostronnych G/H przez
domnazanie z lewej strony. Podgrupa K jest p-grupa, zatem na mocy Wniosku 3.10

(G/H)¥| =|G/H]| (mod p).

Ponadto |G/H| =[G : H| =, (p,r) = 1, wiec istnieje warstwa gH bedaca punktem
stalym rozpatrywanego dziatania. Oznacza to, ze dla kazdego elementu k € K,
kgH = gH, czyli dla kazdego elementu k € K, g~'kg € H. Zatem ¢~ *Kg < H lub
réwnowaznie K < gHg~!. Oczywiscie gHg™! tez jest p-—podgrupa Sylowa.

¢) Wynika natychmiast z b).

d) Rozpatrzmy dzialanie grupy G na s,— elementowym zbiorze p—podgrup Sy-

lowa, wyznaczone przez automorfizmy wewnetrzne. Z punktu b) wynika, Ze jest ono
tranzytywne. Niech H bedzie jedna z podgrup Sylowa — jej grupa izotropii jest
Ng(H), a jej orbita zbiér wszystkich p—podgrup Sylowa. Zatem s, = [G : Ng(H)]
isp|r(boH< Ng(H)<G,a|G:H|=r).
Ograniczmy teraz rozpatrywane dzialanie (na s,—elementowym zbiorze p—podgrup
Sylowa) do ustalonej p—podgrupy Sylowa H. Podgrupa H jest oczywiscie punktem
stalym tego dzialania. Pokazemy, ze jest to jedyny punkt staly. Z tego bedzie juz
tatwo wywnioskowaé, ze s, =1 (mod p) — wystarczy skorzysta¢ z Wniosku 3.10.
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Pozostaje dowie$é¢, ze H jest jedynym punktem stalym. Zalézmy, ze podgrupa
Sylowa K jest takze punktem stalym. Chcemy udowodnié, ze

H=K.

Skoro K jest punktem statym rozpatrywanego dzialania, to H < Ng(K). Wéwczas
K i H sa p—podgrupami Sylowa grupy Ng(K) i zgodnie z punktem c) sa w niej
sprzezone — istnieje element g € Ng(K), taki ze gKg~' = H. Ale gKg~! = K,
wiec istotnie K = H. O

Odnotujmy oczywisty, ale bardzo przydatny, wniosek z twierdzenia Sylowa.

6.8. Wniosek. Niech H < G bedzie p—podgrupq Sylowa w G. Podgrupa H jest
normalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest jedyna p—podgrupq Sylowa grupy G.

7 twierdzenia Sylowa i Twierdzenia 6.4 wynika takze natychmiast:

6.9. Wniosek. Jezeli p jest liczbg pierwszq i p* ’ |G|, to w G istnieje podgrupa
rzedu p*.

Zastosowania twierdzenia Sylowa

6.10. Stwierdzenie. Jezeli p i q sq liczbami pierwszymi, (p—1,q) =1 7 |G| = pq,
to q—podgrupa Sylowa grupy G jest normalna.

Dowdéd. Wiemy, ze sq | p, czyli s = 1 lub s4 = p. Ale mamy takze warunek s, =1
(mod ¢) (réwnowaznie: ¢|s, — 1), ktérego nie spelnia liczba p. Pozostaje tylko
mozliwosé s, = 1. W takim razie g-podgrupa Sylowa jest normalna. O

6.11. Wniosek. Jezelip i q sq réznymi liczbami pierwszymi i |G| = pq, (p—1,q) =
(p,g—1)=1, to G =Zy,.

Dowdéd. Na mocy Stwierdzenia 6.10 zaréwno p—podgrupa jak i g—podgrupa Sylowa
sa normalne. Sa one ponadto izomorficzne, odpowiednio, z Z, i Z,, a ich czeéé
wspélna jest podgrupa trywialna (bo p # ¢). Zatem G = Z,, X Zg = Zy,. O

6.12. Stwierdzenie. Jezeli p i q sq réznymi liczbami pierwszymi i |G| = p3q, to
p-podgrupa lub q—podgrupa Sylowa grupy G jest normalna.

Dowdéd (nie wprost). Przypusémy, ze s, > 1is, > 1. Wéwezas s, = qip| (sp—1),
a zatem p | ¢ — 1, wiec ¢ > p.

Z kolei s, | p?, co wobec zalozenia s, > 1 pozostawia mozliwosci s, = p i s, = p2.
Jednak mozliwos¢ s, = p jest wykluczona przez obserwacje, ze ¢ > p i warunek z
twierdzenia Sylowa ¢ | (s, — 1). Pozostaje wigc tylko mozliwoéé¢ s, = p>.

Dla dokonczenia dowodu zastosujemy teraz charakterystyczny chwyt, tzw. zliczanie
elementéw. W grupie G mamy p?-(¢—1) elementéw rzedu ¢ (bo ¢-podgrup Sylowa
jest p? i sa one izomorficzne z Z, — a wiec kazde dwie maja w czesci wspélnej tylko
element neutralny). Postaje p? elementéw rzedu réznego od ¢, a zatem wszystkie
one musza wchodzi¢ w sklad p?—elementowej p-podgrupy Sylowa. Wobec tego p—
podgrupa Sylowa jest tylko jedna, wbrew zalozeniu, ze s,, s, > 1. (]

Uwaga. Mozna na pierwszy rzut oka odnie$¢ wrazenie, ze udowodnilidmy iz w
grupie rzedu p?q to wlasnie p-podgrupa Sylowa musi byé normalna. Tak jednak
nie jest — samo zalozenie s, > 1 nie wystarczato do dojscia do sprzecznosci. Ko-
rzystaliSmy z obydwu czedci zalozenia sp, s, > 1. Na przyklad grupa Dgg jest rzedu
22 .5, a 2-podgrupa Sylowa nie jest w niej normalna.
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6.13. Stwierdzenie. Jezeli |G| = pqr, gdzie p,q,r sq réinymi liczbami pierwszy-
mi, to p—podgrupa lub g—podgrupa lub r—podgrupa Sylowa jest normalna.

Dowéd. Zalézmy, ze p > q > r. Mamy
Gl =pgr = sp(p—1) +s9(q = 1) + s (r —1) + L.
Przypus$émy, ze zadna z rozpatrywanych podgrup Sylowa nie jest normalna. Mamy

zatem s, > 1, s; > 11is, > 1. Wykorzystujac punkt 4) twierdzenia Sylowa (i
zalozone uporzadkowanie liczb p, g, r) wnioskujemy, ze

Sp = qr,
sq = p lub s4 = pr, a wiec w kazdym razie s, > p,
Sr 2 q.

Zatem pqr > sp(p—1)+s,(¢q—1)+s,(r—1)+1 > gr(p—1)+p(¢g—1)+q(r—1)+1 =
pqr + (p — 1)(g — 1), czyli ostatecznie

pgr > pqr + (p—1)(¢—1)

To oczywiscie jest niemozliwe, zatem zalozenie s,,sq,s, > 1 doprowadzilo do
Sprzecznosci. O

6.14. Wniosek. Jezeli p,q,r sq réznymi liczbami pierwszymi i Zadna z nich nie
jest dzielnikiem Zadnej innej pomniejszonej o 1 (tzn. —(p|q — 1), i.t.d.), to kazda
grupa rzedu pqr jest cykliczna.

Dowéd. Niech N, K, L beda (odpowiednio) p, g, r—podgrupami Sylowa (nie zakla-
damy zadnego ich uporzadkowania). Wiemy, ze Stwierdzenia 6.13, Ze co najmniej
jedna z tych podgrup jest normalna. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze N < G.
Woéwcezas N K jest grupa rzedu pg. Na mocy Wniosku 6.11 grupa ta jest izomorficzna
z Zpq.- W szczegblnosci, NK < Ng(K), zatem |Ng(K)| > pg. Wobec tego s, <
% = 7. Pozostawia to juz tylko dwie mozliwosci: s; = 11ub s, = 7. Ale 54 = r jest
wykluczone przez warunek z twierdzenia Sylowa: ¢| s, —1. Wobec tego s, = 1, czyli
K < @G. Analogicznie dowodzimy, ze L < G. UstaliliSmy zatem, ze N, K, L < G.
Oczywiscie przeciecia kazdych dwdéch z tych podgrup sa trywialne (bo rzedy sa
wzglednie pierwsze). Zatem G 2 N X K X L =2 Zy, X Zy X Ly = Zpgr- O

Jak pokazuja powyzsze przyklady, wiele algebraicznych wlasnosci grupy skonczo-
nej wynika wytacznie z tego ile ta grupa ma elementéw, a twierdzenie Sylowa jest
bardzo pomocnym narzedziem w dowodzeniu tego typu stwierdzen. Jest ono takze
przydatne przy rozstrzyganiu, czy grupa danego rzedu moze by¢ prosta. Przyktad
poprzedzimy uzytecznymi uwagami o grupach prostych.

6.15. Uwaga. Grupa X4 nie zawiera podgrupy prostej nieprzemienne;.

Dowdd. Oczywiscie sama grupa 4 nie jest prosta. Jej podgrupy wlasciwe moga
by¢ rzedu 1,2,3,4,6,8,12. Nie wnikajac w to jakie to sa podgrupy (a nie jest to
trudne) widzimy od razu, ze Stwierdzenia 6.10 i 6.12 wykluczaja prostote grup rzedu
6 1 12. Grupy rzedu 1,2, 3,4, 8 nie moga by¢ nieprzemiennymi grupami prostymi,
bo sa p—grupami. O

Zauwazmy, ze z powyzszego latwego faktu wynika ciekawe spostrzezenie, ze grupy
proste nie moga mie¢ ”duzych” podgrup.
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6.16. Wniosek. Jezeli G jest nieprzemienng grupq prosta, a H < G podgrupaq, to
|G:H| > 5.

Dowdéd. Homomorfizm, ktérego dziedzina jest grupa prosta, musi by¢ albo mono-
morfizmem albo homomorfizmem trywialnym. Ale dobrze nam znany homomor-
fizm ¢ : G — ¥q.pg) nie jest trywialny. Zatem ¢(G) jest nieprzemienna prosta
podgrupa w Y .5]. Wobec tego [G: H] > 5. O

I jeszcze jedna, podobna obserwacja:

6.17. Stwierdzenie. Jezeli nieprzemienna grupa G prosta zawiera podgrupe H, to
|G| jest dzielnikiem liczby |G : H]! .

Dowdd. Tak jak w poprzednim dowodzie stwierdzamy, ze istnieje monomorfizm
¢ : G — Yg.g). Wobec tego grupa Xg.m) zawiera podgrupe rzedu |G, i teza
wynika z twierdzenia Lagrange’a. O

6.18. Przyklad. Nie istnieje grupa prosta rzedu 144.

Dowdéd. Przypusémy, ze istnieje grupa prosta G rzedu 144 = 2432, 7 zalozenia, ze
G jest grupa prosta wynika, ze s3 # 1. Twierdzenie Sylowa dopuszcza mozliwosci
s3 = 4, s3 = 16. Mozemy wykluczy¢ s3 = 4, bo s3 = [G : Ng(Hs)], a jako
grupa prosta, grupa G nie moze mie¢ podgrupy indeksu 4 (Wniosek 6.16). Wobec
tego s3 = 16. Niech U i V' beda dwiema réznymi 3—podgrupami Sylowa grupy G.
Zbadamy, jaki moze by¢ rzad podgrupy M = (U UV ). Z Twierdzenia Lagrange’a
oraz zawieran U < M < G wynika, ze |M| = 18,36, 72 lub 144. Wartosci 36 i 72
musimy odrzucié, bo jako grupa prosta nieprzemienna G nie ma podgrup indeksu 2
ani 4. Warto$¢ 18 réwniez odrzucamy, bo z twierdzenia Sylowa latwo wywnioskowad,
ze w grupie rzedu 18 jest tylko jedna 3—podgrupa Sylowa (a w M co najmniej dwie).
Zatem M = G. Zauwazmy, ze oczywiscie U NV < M, a nawet UNV < Z(M),
bo grupy U i V sa przemienne. Zatem U NV =1 — w przeciwnym razie U NV
byloby nietrywialna podgrupa normalna w grupie prostej M = G. Wobec tego
mamy 16 3—podgrup Sylowa i kazde dwie maja trywialna cze$¢ wspolna. W takim
razie 3—podgrupy Sylowa zawieraja lacznie 16 - 8 = 128 elementéw nietrywialnych.
Pozostaje 16 elementéw i wszystkie one skladaja sie na jedyna mozliwa 2—podgrupe
Sylowa. 2—-podgrupa Sylowa jest wiec normalna, whrew zalozeniu o prostocie grupy
G. O
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ZADANIA

O Z6.1.Niech G bedzie p — grupa. Pokazaé, ze dowolna wtasciwa podgrupa H < G
jest wlasciwa podgrupa swojego normalizatora Ng(H). Zauwazy¢, ze z tego faktu
natychmiast wynika Twierdzenie 6.5.

7.6.2. Pokazaé, ze jezeli G jest nieabelowa grupa rzedu p?® to k(G) = p? +p — 1,
gdzie k(G) oznacza liczbe klas sprzezonosci elementéw grupy G.
0 Z6.3. Pokazaé, ze jezeli G jest p-grupa skonczona a H < G nietrywialnym dziel-
nikiem normalnym, to H N Z(G) # 1.
7.6.4. Znalez¢ podgrupy Sylowa w Ds,. Wyznaczy¢ ich liczbe.
7.6.5. Znalez¢ 2-podgrupe Sylowa w 4. Udowodnié, Ze jest ona izomorficzna z Dsg.
Tle réznych 2-podgrup Sylowa zawiera Y47
7.6.6. Udowodni¢, ze kazda grupa rzedu 85 jest cykliczna.
O Z6.7. Niech G bedzie grupa prosta rzedu 60.
a) znalezé liczbe podgrup rzedu 5 i pokazaé, ze G ma 24 elementy rzedu 5.
b) wykazaé, ze G nie ma podgrupy rzedu 15.
¢) wykazaé, ze G ma dokladnie 20 elementéw rzedu 3.

* 7.6.8. Udowodnié¢, ze grupa prosta rzedu 60 jest izomorficzna z As.

7.6.9. Udowodnié, ze jezeli |G| = p%q, gdzie p, q sa réznymi liczbami pierwszymi
oraz p> # 1 (mod q) i ¢ Z 1 (mod p) to G jest grupa abelowa.

7.6.10. Udowodnié¢, ze nie ma grupy prostej rzedu 56.

76.11. Udowodnié, ze nie ma grupy prostej rzedu 132.

7.6.12. Udowodnié, ze nie ma grupy prostej rzedu 300.

7.6.13. Udowodni¢, ze nie ma grupy prostej rzedu 90.

7.6.14. Udowodnié, ze nie istnieje grupa prosta rzedu 351 = 27 - 13.

7.6.15. Udowodnié, ze nie istnieje grupa prosta rzedu 992 = 32 - 31.

0 Z6.16. Niech n = p™r, gdzie m i r sa liczbami naturalnymi, p jest liczba pierwsza,
r > 1, =(p | r). Pokazaé, ze jezeli istnieje grupa prosta rzedu n = p™r, to
p™|(r — 1)!. Wywnioskowaé, ze dla m > 4 nie istnieje grupa prosta rzedu 2™5 .
7.6.17. Udowodni¢, ze nie ma grupy prostej rzedu 80.

* 76.18.Zbada¢, czy kazda grupa rzedu 17 -5 -7 jest cykliczna.

7.6.19. Zalézmy, ze grupa G jest produktem prostym wewnetrznym swoich podgrup
Sylowa. Udowodnié¢, ze dowolna wtasciwa podgrupa H < G jest wlasciwa podgrupa
swojego normalizatora Ng(H) (poréwnaj z zadaniem 6.1).
O Z6.20. Niech G bedzie grupa skonczona, a H < G jej p—podgrupa Sylowa. Niech
K < G bedzie podgrupa normalng i niech 7 : G — G/K bedzie epimorfizmem na
grupe ilorazowa. Udowodnié, ze
a) H N K jest p-podgrupa Sylowa grupy K i kazda p—podgrupa Sylowa grupy K
jest postaci H' N K, gdzie H' jest pewna p—podgrupa Sylowa grupy G.

b) grupa w(H) jest p—podgrupa Sylowa grupy ilorazowej G/K i kazda p—podgrupa
Sylowa grupy G/K jest postaci w(H') gdzie H' jest p-podgrupa Sylowa grupy
G.

TEST

T 6.1. Dla kazdej nietrywialnej skoiiczonej p—grupy G istnieje epimorfizm G — Z,,.
QO T6.2. Jezeli H 9 G jest normalna p—podgrupa, to H jest zawarte w kazdej p—pod-
grupie Sylowa grupy G.
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T6.3.Niech H < G bedzie podgrupa Sylowa grupy skonczonej G. Zalézmy, ze
istnieje podgrupa normalna K < G, taka ze H I K. Woéwczas H I G jest
normalna, podgrupa, grupy G.
T 6.4. Istnieje tylko jedna (z dokladnoscia do izomorfizmu) grupa rzedu 55.
T 6.5. Jezeli grupa G rzedu 55 ma podgrupe normalng rzedu 5, to G jest cykliczna.
T 6.6. Kazda grupa rzedu 5272 jest przemienna.
T 6.7. Kazda grupa rzedu 3252 jest przemienna.
T 6.8. Kazda grupa rzedu 35 jest cykliczna.
T6.9. Kazda grupa rzedu 105 jest cykliczna.
T 6.10. Kazda grupa rzedu 5 - 7 - 13 jest cykliczna.
T6.11.Jezeli G = K x H i S jest p—podgrupa Sylowa grupy G, to S jest postaci
H, x H,, gdzie Hy i Hy sa podgrupami Sylowa odpowiednio podgrup K i H.
T6.12. Jezeli G = K x H i M jest podgrupa grupy G, to M jest postaci H; x Ho,
gdzie Hy i Hs sa p—podgrupami odpowiednio podgrup K i H.

Q T6.13. Kazde dzialanie grupy As na zbiorze 7—elementowym ma punkt staty.
T 6.14. Czes¢ wspolna wszystkich 2—podgrup Sylowa grupy Ds,, n > 3 jest zawarta
w podgrupie obrotow.
T 6.15. Kazda grupa rzedu 32 - 13 ma nietrywialne centrum.
T 6.16. Kazda grupa rzedu 32 - 19 ma nietrywialne centrum.
T 6.17. W grupie 35, 2-podgrupa Sylowa jest izomorficzna z
T 6.18. Czes¢ wspolna wszystkich 2—podgrup Sylowa grupy X4 jest 1zom0rﬁczna zZ

T 6.19. Cze$¢ wspdlna wszystkich 2—podgrup Sylowa grupy X5 jest izomorficzna z

T 6.20. Czesé¢ wspdlna wszystkich p—podgrup Sylowa grupy prostej jest trywialna.
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1. Klasyfikacja skonczenie generowanych grup przemiennych

W tym rozdziale zajmiemy sie skoriczenie generowanymi grupami przemien-

nymi. Zgodnie z tradycja bedziemy sie postugiwaé¢ zapisem addytywnym. Dzialanie
dwuargumentowe oznaczamy przez + (z+y zamiast z-y), dzialanie jednoargumen-
towe przez — (—x zamiast x71), element neutralny przez 0 (zamiast 1), a podgrupe
trywialna przez 0 (zamiast 1). Piszemy takze na zamiast z™.
Przypomnijmy, ze grupe nazywamy grupa skonczenie generowana, jezeli posiada
skoniczony zbiér generatoréw. Oczywiscie skoniczenie generowane sa wszystkie grupy
skoriczone, grupy cykliczne (w tym Z — grupa cykliczna nieskoriczona) i skoniczone
produkty grup skoriczenie generowanych. Nie sa grupami skonczenie generowanymi
na przyklad grupy Q, R, C.

Zacznijmy od przypomnienia pewnych faktéw dotyczacych grup cyklicznych.

7.1. Stwierdzenie. Grupa cykliczna nieskoriczona Z jest nierozkladalna, to znaczy
nie jest izomorficzna z produktem swoich podgrup wtasciwych nietrywialnych. Kazda
podgrupa grupy 7 jest postaci mZ, gdzie m € NU {0}.

7.2. Stwierdzenie. Jezeli n = pi*' ... p,,*m, jest rozkladem liczby n na czynniki
pierwsze (p; # p; dlai#j), to

Zn = Zplkl X Zp2k2 X X mekm,

a zatem Z,, rozktada sic na produkt p—grup® cyklicznych.
Jezeli p jest liczbg pierwsza, to grupa Zyk jest nierozktadalna.

Oznaczenie: Produkt [ egzemplarzy tej samej grupy H bedziemy dla skrécenia
zapisu oznaczaé symbolem H'. Przyjmujemy konwencje, ze dla I = 0, H' jest grupa
trywialna,.

Naszym celem jest nastepujace twierdzenie, ktére rozstrzyga calkowicie problem
klasyfikacji skonczenie generowanych grup przemiennych.

7.3. Twierdzenie (o klasyfikacji grup przemiennych skonczenie genero-
wanych). Kaida skorczenie generowana grupa przemienna jest izomorficzna ze
skoriczonym produktem (nierozktadalnych) p—grup cyklicznych i grup izomorficznych
z (nierozkladalng) grupa cykliczng nieskoriczong 7

(%) (Zoy,#1 )" X (Zpyra ) X+ X (L, 1) X 7,

gdzie p1* pok2 . pFr sq parami réinymi potegami liczb pierwszych (niekoniecz-
nie réznych), | € NU{0}, za$ k1, ka, ..., kn,v1,02,...,v, € N\ {0}.
Ponadto, czynniki produktu sq wyznaczone jednoznacznie, z doktadnoscig do kolej-
n0Sci.

Na sformulowane powyzej Twierdzenie o klasyfikacji skladaja sie dwie dosé
odrebne rzeczy:
1. mozliwo$é przedstawienia grupy w postaci (%),

t sformulowanie p-grupa oznacza tutaj grupe, ktdrej rzad jest potegq liczby pier-
wszej i tylko tyle; por. Uwaga 6.3.
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2. jednoznaczno$¢ zapisu w postaci ().

Zaczniemy od udowodnienia jednoznacznosci zapisu (¥ ). Dowdd rozbijemy na
kilka prostych krokéw. Najpierw pokazemy, ze w dowodzie jednoznacznosci mozna
rozdzieli¢ przypadek produktu p—grup cyklicznych skonczonych od przypadku pro-
duktu grup cyklicznych izomorficznych z Z. Ponizsze twierdzenie wyjasnia dokladnie
sens tego sformulowania.

7.4. Twierdzenie. Jezeli
(Zp,12)t X e X (L k)™ X A (Zigyma )t X oo X (Lgyms ) X 2,
to
zh=7!
oraz

(Z )vl X e X (ankn)v" = (quml )wl X e X (qu'm.s )ws

p1F1

Dowdéd. Niech S(G) bedzie podgrupa grupy przemiennej G ztozona ze wszystkich
elementéw skoriczonego rzedu (dla grupy przemiennej jest to istotnie podgrupa).
Jezeli G1 = G4, to oczywiscie

v S(Gy) 2 S(Ga),
vV Gl/S(Gl)gGQ/S(Gz)

Stad natychmiast wynika, ze

v (Zpy 1) X oo X (L i ) == (Lgyma )™ X o X (Lggms )™,
s 7t =7t

1%

O
Przypadek produktu grup cyklicznych izomorficznych z Z jest bardzo prosty:

7.5. Twierdzenie. Grupy Z!' i Z sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy | = t.

Dowdéd. Zauwazmy, ze dla dowolnej grupy przemiennej G, zbiér 2G = {2¢g: g € G}
jest podgrupa. Ponadto, jezeli ¢ : G — H jest izomorfizmem, to ¢lag : 2G — 2H
i¢:G/2G — H/2H sy izomorfizmami.

Oczywidcie Z' /27" = (Zy)'. Zatem, jezeli Z' = 7, to (Za)! = (Z2)*, a wobec tego
I =t (bo juz sam warunek réwnolicznoéci grup (Zs)! i (Zo)? implikuje [ =¢). O

Przypadek produktu p-grup cyklicznych skonczonych redukujemy do sytuacji,
gdy rzedy rozpatrywanych p—grup sa potegami jednej ustalonej liczby pierwszej p.
Jest to mozliwe dzieki nastepujacemu wnioskowi z twierdzenia Sylowa.

7.6. Wniosek z twierdzenia Sylowa. Skoriczona grupa przemienna jest izomor-
ficzna z produktem swoich podgrup Sylowa. Zatem dwie grupy skoriczone przemien-
ne sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy izomorficzne sq ich podgrupy Sylowa.

O

Dla zakoriczenia dowodu jednoznacznosci zapisu (%) pozostaje pogrupowaé w

rozpatrywanym zapisie czynniki odpowiadajace poszczegdlnym liczbom pierwszym

i rozpatrywac je osobno. Sprowadza sie to do rozpatrzenia przypadku, gdy w zapisie

tym wystepuja tylko skonczone p—grupy cykliczne, przy ustalonej liczbie pierwszej
.
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7.7. Twierdzenie. JezZeli p jest liczbg pierwsza, to grupy

n n

G, = H (Zpi)wi oraz Goy = H (Zyyi)

i=1 =1

v

sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy

Vi<i<n Wi = U;

Uwaga: w tym zapisie, dla uproszczenia, dopuszczamy zerowe wykladniki, by miec¢

te sama indeksacje obydwu produktow.

Dowad.

< Przy jednakowych wykladnikach grupy G; i G sa po prostu identyczne.

= Dowdd indukeyjny ze wzgledu na n.

Dla n =1 teza jest oczywiscie prawdziwa.

Zalézmy, ze jest prawdziwa dla n—1, wykazemy ze jest prawdziwa dla n. Niech

P(G) = {z € G : pxr = 0}. Latwo sprawdzié, ze jezeli G; = Gs, to G1/P(G;) =

G2/P(G2) i P(G1) = P(G2).

Ale G1/P(G1) = [ (Z,)"™" 1 G2/P(Gs) = [ (Z,:)"". Na mocy zasady in-
i=1 1=1

dukcji izomorficznosé tych dwéch grup oznacza, ze wo = va,. .., w, = v,. Pozostaje
n

pokazaé, ze wy; = v;. W tym celu zauwazmy, ze |P(G1)| = p®, gdzie s = > w; i
i=1
n
analogicznie |P(G2)| = p', gdzie t = Y v;. Skoro wiec P(G1) = P(Gs), to te dwie
i=1
sumy musza by¢ réwne. Mamy wiec w1 = vy, bo juz stwierdziliémy, ze wyrazy o
wyzszych numerach sa, odpowiednio, takie same. O
Koniczy to dowdd jednoznacznosci zapisu w postaci (% ).

Przechodzimy do dowodu mozliwosci przedstawienia grupy w postaci ().
Zauwazmy, ze na mocy Twierdzenia 7.2 wystarczy udowodnié¢, ze prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie.

7.8. Twierdzenie. KaZda skoriczenie generowana grupa abelowa jest izomorficzna
z produktem skoniczonej liczby grup cyklicznych.

Dowdéd Twierdzenia 7.8 poprzedzimy dluzszymi przygotowaniami.
7.9. Lemat. Jezeli H < Z", to H jest grupq skoriczenie generowang.

Dowdéd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na n.
Dla n = 1 podgrupa H musi by¢ cykliczna (a wiec skoriczenie generowana).
Przypusémy, ze teza jest prawdziwa dla n — 1.

Niech H < Z"™.
Niech N = (Z x --- x Z x 0) N H. Na mocy zalozenia indukcyjnego grupa N jest
skoriczenie generowana. Oczywiscie N < H i K = H/N jest grupa cykliczng. W
takim razie H jest rozszerzeniem postaci N — H — K, gdzie N i K sa grupami
skoriczenie generowanymi. Zatem H jest grupa skoriczenie generowana (por. zada-
nia Z.4.10 1 T.5.1). O

Oznaczenie. Wyréznijmy w Z™ wygodny uklad generatoréow xq, ..., x, gdzie x; =
0,...,0,1,0,...,0) (wszystkie wspélrzedne z wyjatkiem i—tej réwne 0).
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7.10. Stwierdzenie. Niech ai,...,a, bedq dowolnymi elementami przemiennej
grupy H. Wowczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm f : Z" — H, taki Ze
fl@j)=a; dlai=1,...,n.

Dowdéd. Bezposrednie sprawdzenie. O

Zauwazmy, ze ukladu generatoréow o tak dobrych wlasnosciach nie da sie znalezé
juz na przyklad w nietrywialnej skonczonej grupie cyklicznej. Z Twierdzenia 7.3
wyniknie latwo, ze kazda skonczenie generowana grupa abelowa, ktéra posiada zbiér
generatoré6w speliajacy teze Stwierdzenia 7.10 jest izomorficzna z grupa ZF, dla
pewnego k € NU {0}.

7.11. Przyklad. Dla dowolnych 1 <4i,j <mn, i # j, ¢ € Z istnieje automorfizm
f grupy Z", zadany wzorem

T) k#j
cxi+x; k=3

f(ﬂﬂk){

Stwierdzenie 7.10 gwarantuje istnienie homomorfizmu zadanego na generatorach w
taki wlasnie sposéb. O tym, ze jest to automorfizm przekonujemy sie sprawdzajac,
ze istnieje homomorfizm odwrotny f~!, zadany wzorem

Tp k#j
—cxi+x; k=3

F ) = {

7.12. Wniosek. Kazda grupa przemienna skonczenie generowana jest obrazem ho-
momorficznym pewnej grupy Z™.

Zatem kazda grupa przemienna skonczenie generowana da sie przedstawic¢ w postaci
Z"™/N, gdzie N < Z™. O

Na mocy Lematu 7.9 podgrupa N grupy Z" jest zadana przez podanie skonczo-
nego ukladu generatoréw. Kazdy z tych generatoréw mozna zapisaé w postaci wek-
tora (a1, ...,an). Zapisujac je jeden nad drugim otrzymamy macierz A. Bedziemy
uzywaé naturalnego i wygodnego zapisu Z"™ /A na oznaczenie ilorazu grupy Z" przez
podgrupe generowana przez wiersze macierzy A.

3 00
7.13. Przyklad. Niech 4 = [0 2 0| Wéwcezas Z3/A = Z3 x Zy x 0 =
0 0 1
73 X Zo.

Powyzszy przyklad jest oczywiscie bardzo szczegdlny — rozpatrujemy macierz
diagonalna, co pozwala na latwe zidentyfikowanie grupy ilorazowej, w postaci takiej,
jakiej oczekujemy (tzn. w postaci produktu grup cyklicznych). Odnotujmy oczy-
wiste stwierdzenie ogdlne.

7.14. Stwierdzenie. Jezeli A jest macierzq diagonalng o wyrazach aq,...,an
na przekatnej, to Z™ /A jest izomorficzne z produktem grup Z,, (stosujemy tu kon-
wencje, ze 7y =0, Zo = 7).

Przystepujemy do dowodu Twierdzenia 7.5. UstaliliSmy, ze rozpatrywana grupa
przemienna skoriczenie generowana jest postaci Z"/A. Chcemy teraz pokazaé, ze
macierz A moze by¢ zastapiona macierza diagonalna. Jest to mozliwe dzieki naste-
pujacemu lematowi.
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7.15. Lemat. Nastepujace operacje na macierzy A nie zmieniajg klasy izomor-
fizmu grupy ilorazowej:
(a) Zamiana dwdch wierszy (albo kolumn) miejscami
(b) Pomnozenie wiersza (lub kolumny) przez —1
(¢) Dodanie do i—tego wiersza (kolumny) wielokrotnosci j—tego wiersza (kolumny),
dla i # j.

(d) Usuniecie/dodanie wiersza zerowego.

Dowéd. Dopuszczalnosé operacji na wierszach jest we wszystkich czterech przy-
padkach oczywista — wiersze zmodyfikowanej macierzy opisuja dokladnie te sama
podgrupe. W przypadku operacji kolumnowych ((a),(b),(c)) wyjasnienie jest nieco
bardziej skomplikowane. Na przyktad dla operacji typu (c): w Przykladzie 7.11
rozpatrywali$my automorfizm f grupy Z", zadany wzorem

T k#j
cri+x; k=7

f(l“k):{

Jest jasne, ze Z"/N = 7"/ f(N). Latwo sprawdzi¢, ze macierz opisujaca podgrupe
f(N) to wlasnie zmodyfikowana macierz A (do i—tej kolumny dodano j—ta kolumne
pomnozong, przez stala c). U

Pozostaje pokazac¢, ze dopuszczalne na mocy Lematu 7.15 operacje pozwalaja
od dowolnej macierzy przej$¢ do macierzy diagonalne;j.

7.16. Lemat. Kazdq macierz calkowitoliczbowq mozna za pomocq operacji (a)—(d)
sprowadzi¢ do postaci diagonalney.

Dowdéd (a zarazem opis algorytmu).

Szukamy w macierzy A niezerowego wyrazu ¢ o najmniejszej wartoséci bezwzgledne;j.
Jezeli sie da, to dodajemy odpowiednio dobrana wielokrotnos¢ jego wiersza lub
kolumny do innego odpowiednio dobranego wiersza (kolumny), tak aby uzyskaé
wyraz niezerowy o mniejszej wartoéci bezwzglednej.

Jezeli sie nie da, to oznacza to, ze wszystkie wyrazy w kolumnie i wierszu wyrazu
c s podzielne przez c. Wéwcezas dodajac wielokrotnosci wiersza i kolumny wyrazu
¢ do pozostalych wierszy i kolumn doprowadzamy do takiej sytuacji, ze w wierszu
i kolumnie wyrazu ¢ sa same zera (poza wyrazem c.)

Przestawiajac wiersze i kolumny doprowadzamy do tego, zeby wyraz c znalazt sie
w lewym gérnym rogu.

Powtarzamy cala procedura dla mniejszej macierzy, powstalej przez skreslenie pier-
wszego wiersza i kolumny. Tak naprawde pracujemy dalej z ta duza macierza, tylko
ze pierwszy wierszy i kolumna nie podlegaja juz zadnym modyfikacjom. Ostate-
cznie otrzymujemy macierz diagonalna (by¢ moze konieczne bedzie dopisanie lub
usuniecie pewnej liczby wierszy zerowych), co koriczy dowéd Lematu 7.16. (|
Koriczy to dowdéd mozliwosci przedstawienia grupy w postaci (% ). Tym samym,
zakoniczony jest dowéd Twierdzenia 7.3 o klasyfikacji grup przemiennych skoiczenie
generowanych. O

1 3 0
1 15 0
grupy Z3/A. Przeksztalcamy macierz A w podany ponizej sposéb:

1 30 0 1 0 0 1 0 0 1 0 O
— — — —
1 15 0 1 =15 0 0 =15 0 0 15 0

7.17. Przyklad. Niech A = ( > . Zbadamy, jaka jest klasa izomorfizmu
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1 0 O
— 10 15 0
0 0 O

Jakw1daéZ3/A%Z1 XZ15 XZ():OXZL5XZ:ZgXZ5XZ.

Warto jeszcze wspomnie¢ o czesto stosowanej notacji dotyczacej grup przemien-
nych skonczenie generowanych.
7.18. Przyklad. Zapis: grupa przemienna G zadana przez generatory i relacje

(x,y,zlx+2y—2=0, 22 — 5y =0, 3z =0)

lub krécej
<x,y,z|x—|—2y—z, 2.’1)—51(], 3$>

jest réwnowazny naszemu zapisowi G = Z3 /A, gdzie A= [ 2 -5 0
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ZADANIA

7Z7.1.Niech G i H beda skonczonymi grupami przemiennymi. Pokazaé, ze jezeli dla
kazdej liczby naturalnej n grupa G ma tyle samo elementéw rzedu n, co grupa H, to
G i H sa izomorficzne. (Zalozenie przemiennosci jest istotne, por. Przyklad 5.21).
7.7.2. Zbadac, czy Q x Q =2 Q.

7.7.3. Niech Z ERN ZXLXxLLZXZ beda homomorfizmami zadanymi wzorami
f(x) = (4z, 6z, 2x), g(x,y, z) = (5x — by + 5z, 10x — 10y 4+ 102). Sprawdzié, ze go f
jest homomorfizmem trywialnym i znalezé¢ ker g/im f.

TEST

T 7.1. W grupie addytywnej liczb wymiernych Q istnieje podgrupa wtasciwa H < Q,
taka ze H = Q.

T 7.2. Jezeli w skonczonej grupie przemiennej G kazda podgrupa wilasciwa jest cyk-
liczna, to G jest grupa cykliczna,.

T7.3.Jezeli w grupie przemiennej G rzedu 9 kazda podgrupa wiasciwa jest cyk-
liczna, to G jest grupa cykliczna,

T 7.4.Jezeli w grupie przemiennej G rzedu 8 kazda podgrupa wilasciwa jest cyk-
liczna, to G jest grupa cykliczna,.

T 7.5.Niech H bedzie podgrupa grupy Z X Z generowana, przez elementy (4,3) i
(0,7). Wéwczas grupa Z x Z/H jest skoniczona i jest izomorficzna z

T7.6. Z21 X Z40 = ng X Z5

T 7.7. Grupa przemienna, ktéra zawiera wiecej niz 20 elementéw rzedu 25 musi
zawiera¢ podgrupe izomorficzng, z Zos X Zos.

T7.8. Zgl X Zg X Z5 = Z42 X ZQO

T7.9.Jezeli G i H sa grupami przemiennymi rzedu 81 i zadna z tych grup nie
zawiera elementéw rzedu 9, to grupy te sa izomorficzne.

T7.10.Zg X Z3 X Z5 X Z7 = Zg X Z105.

T711Z3 X Zg X Z5 X Z7 = Z315.

T7.12.(Q/Z) x Z = Q.

T 7.13.Niech G, H beda skonczenie generowanymi grupami przemiennymi. Jezeli
GXxQ=HxQ,toGXH.

T 7.14.Niech G, H beda skoriczenie generowanymi grupami przemiennymi. Jezeli
Gx(Q/Z)= H % (Q/Z), to G = H.
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8. Pierscienie

Ostatnie dwa rozdzialy poswiecamy teorii pierscieni. Ograniczamy sie w zasadzie
do teorii pierécieni przemiennych z jedynka.

8.1. Definicja. Pierscieniem nazywamy zbior R wyposazony' w cztery dziatania:
dwa dwuargumentowe — dodawanie ((x,y) — T+ y) i mnozenie ((x,y) — - y)7
jedno jednoargumentowe — branie elementu przeciwnego (x — —x),
i jedno zeroargumentowe — element wyrdzniony 0,
takie ze (R,+,—,0) jest grupq przemienng, i sq spelnione nastepujgce warunki:
Vapecr a-(b-c)=(a-b)-c
Vapeer - (b+c)=a-b+a-corazVepcer (b+c)-a=b-a+c-a

Piericieniem z jedynka nazywamy pierscier wyposazony'’ w jeszcze jedno dziatanie
zeroargumentowe — element wyrdzniony 1, taki zZe

Vecr l-a=a-1=a.
JezeliVgper a-b=0b-a, to mowimy Ze pierscient jest przemienny.

8.2. Definicja. Podpierscieniem pierscienia z jedynka R nazywamy podzbidr
P C R, taki Ze

P jest podgrupa grupy addytywnej pierscienia R,

leP,

va,bGP a-beP.

W definicji pierscienia z jedynka nie zaktadali$émy, ze 0 # 1. Jednak istnieje tylko
jeden pierscien, w ktérym 0 = 1, tak zwany pierscien zerowy.
8.3. Przyklad. Pierscieniem zerowym nazywamy piericien zawierajacy tylko je-
den element 0 = 1.
Uwaga. Jezeli 0 = 1, to w rozpatrywanym pierécieniu R nie ma zadnych innych ele-
mentow.

Dowdéd. Niech x € R. Wéwezas x =z -1 =2-0=0. O

8.4. Przyklad. Jezeli R jest niezerowym pierécieniem przemiennym z jedynka, to
zbiér macierzy n x n, oznaczany symbolem M, «,(R), ze zwyklymi dzialaniami na
macierzach, jest pierscieniem z jedynka. Dlan > 1 pierscien ten jest nieprzemienny.
8.5. Przyklad. Jezeli R jest pierscieniem, a X jest dowolnym niepustym zbiorem,
to zbiér R, z dzialaniami okreslonymi w oczywisty sposéb (np. f-g = h, gdzie
h(z) = f(x) - g(x)), jest pierscieniem.

Podajemy jeszcze jeden przyktad, dla zilustrowania tego, jak wazne jest pre-
cyzyjne okreslenie rodzaju rozpatrywanych obiektow.
8.6. Przyklad. Rozpatrujemy pierscien przemienny z jedynka Zio. Dzialania do-
dawania i mnozenia sa wykonywane modulo 10, jedynka jest oczywiscie liczba 1,
a zerem liczba 0. Rozpatrzmy podzbiér P = {0,5}. Podzbidr ten nie zawiera je-
dynki pierscienia z jedynka Z1¢, wiec nie jest podpierscieniem pierscienia z jedynka,
Z1o- Zauwazmy jednak, ze zbior P jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie, do-
dawanie, branie elementu odwrotnego i zawiera element zerowy. Przyjety sposéb

t 7 formalnego punktu widzenia nalezaloby napisaé: piatke uporzadkowana
(Ra +,5 O)
1z formalnego punktu widzenia nalezaloby napisaé: széstke uporzadkowana,
(Ra +a Ty T Oa 1)
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wyrazenia tej sytuacji, to stwierdzenie, ze P jest podpierscieniem Zio w kate-
gorii pierscieni, ale nie w kategorii pierscieni przemiennych z jedynka. Zauwazmy
jeszcze, ze w zbiorze P jest element neutralny ze wzgledu na mnozenie — liczba
5(B-5 =25 =25 5-0=0). Ale to nie wystarcza, zeby P uznaé¢ za pod-
pierscien pierécienia Z,o w kategorii pierécieni przemiennych z jedynka. Definicja
wymaga, zeby do podpierscienia pierécienia przemiennego z jedynka nalezala je-
dynka wyjsciowego pierscienia.

W dalszym ciagu wykladu ograniczamy sie do rozpatrywania pierscieni
przemiennych z jedynka.

8.7. Przyklad. Cialo jest pierscieniem przemiennym z jedynka,.

8.8. Przyklad. Pierscien Z,, liczb catkowitych modulo n z dodawaniem i mnoze-
niem modulo n.

8.9. Przyklad. Pierscie wielomianéw: Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z
jedynka,.

Pierécieniem wielomianéw jednej zmiennej nad R nazywamy zbior ciagéw

{(ap,a1,...): a; € R, a; =0 dla prawie wszystkich i}

7 dzialaniami

(ao,al,...)+(b0,b17...):(a0+b0,a1+b1,...)
i
(ao,al,...) . (bo,bl,...) = (C(),Cl,...)7 gdzie C; :Zajbi_j
7=0

7((107(11,...) = (7(10,70,1,...)

oraz elementami: (0,0,0,...) jako zerem i (1,0,0,...) jako jedynka.
Oznaczymy przez X ciag (0,1,0,0,...). Ciag (a,0,0,...) bedziemy w skrécie oz-
naczaé litera a. Wéwcezas X™ = (0,0,...,0,1,0,...) — ciag z jedynka na n—tym
miejscu. Ponadto (ag, a1, ...,a,,0,0,...) = agta1 X+ - -+a, X" W tej konwencji
mnozenie wielomianéw wyraza sie znanym wzorem.
Pierdcienn wielomianéw nad R oznaczamy symbolem R[X].
Konstrukcje pierscienia wielomianéw mozna iterowaé: (R[X])[Y] oznaczamy sym-
bolem R[X,Y] i nazywamy pierécieniem wielomianéw dwdch zmiennych.

W podobny sposéb definiujemy tez pierscien wielomiandéw dowolnej skonczonej
liczby zmiennych.
8.10. Przyklad. Pierscien szeregéw formalnych: Jezeli w Przykladzie 8.9 opusci-
my zalozenie, ze prawie wszystkie wspdlczynniki a; sa réwne 0, to z analogicznie
okreslonymi dzialaniami otrzymamy pierscient szeregéw formalnych, ktory oznacza-
my symbolem R[[X]]. Tak, jak w przypadku wielomianéw, zamiast ciagu

o0
(a1,aq,...) piszemy > a;X". Dzialania wyrazaja sie znanymi wzorami:

=0
00 00 )
ZaiXi + Zlel = Z(ai + bl)Xl
=0 =0 =0

o) 00 o) 4
(Z aiXi) . (Z lel) = ZCiXi, gdzie C; = Zajbi_j
i=0 i=0 i=0 Jj=0
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Podobnie jak w przypadku wielomianéw konstrukcje pierscienia szeregdéw formal-
nych mozna iterowaé: (R[[X]])[[Y]] oznaczamy R[[X,Y]] i nazywamy pierscieniem
szeregdéw formalnych dwdéch zmiennych, itd.

8.11. Przyklad. Produkt pierscieni: Tak jak w teorii grup, na iloczynie kartezjan-
skim P x R pierscieni przemiennych z jedynka mozna okresli¢ dzialania wzorami
('ra y)(l‘/, y/) = (xxlv yy,)v (Z‘, y) +(1’Ja y/) = (Z‘—l—.]?/, y+yl)7 —(1}, y) = (_J"v _y)a 1=
(1p,1g)10 = (0p,0R). Zbidér P x R z tak okreslonymi dzialaniami jest pierscieniem
przemiennym z jedynka. Nazywamy go produktem pierécieni P i R.

Wiasnosci elementéw pierScienia

8.12. Definicja. Element x € R nazywamy dzielnikiem zera wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje element niezerowy y € R, dla ktorego xy = 0.

Element x € R nazywamy odwracalnym wtedy @ tylko wtedy, gdy istnieje element
y € R, zwany odwrotnoscia elementu x, dla ktérego ry = 1.

Element x € R nazywamy nilpotentnym jeZeli istnieje liczba catkowita dodatnia n,
dla ktorej ™ = 0.

8.13. Uwaga. W pierdcieniu niezerowym 0 jest dzielnikiem zera. W kazdym
pierscieniu 0 jest elementem nilpotentnym.

8.14. Uwaga. Mozna skracaé¢ przez elementy, ktére nie sa dzielnikami zera, to
znaczy: jezeli x nie jest dzielnikiem zera i zy = xz to y = 2.

8.15. Uwaga. Element odwracalny nie jest dzielnikiem zera. Jego odwrotnosé
jest wyznaczona jednoznacznie. Zbiér elementéow odwracalnych, z jedynka jako
elementem neutralnym, jest grupa ze wzgledu na mnozenie.

8.16. Przyklad. W pierscieniu Z,, dzielnikami zera sa te liczby k, dla ktérych
(k,n) > 1. Pozostale elementy sa odwracalne.

Ten ostatni przyktad tatwo uogélni¢ do nastepujacego stwierdzenia.

8.17. Stwierdzenie. W pierscieniu skornczonym, element nie bedacy dzielnikiem
zera jest odwracalny.

Dowéd. Niech 0,z1,...,z, bedzie lista elementéw rozpatrywanego pierscienia.
Rozpatrzmy element z, ktory nie jest dzielnikiem zera. Z zalozenia o elemencie
x i Uwagi 8.14 wynika, ze iloczyny zx1,...,xx, sa parami rézne i ze zaden z nich
nie jest zerem. Zatem rozpatrywane iloczyny, to wszystkie niezerowe elementy
pierscienia. Wobec tego ktory$ z nich jest jedynka,. U

8.18. Definicja. Niezerowy pierscieni przemienny z jedynka, ktory nie ma nieze-
rowych dzielnikow zera, nazywamy dziedzing catkowitosci.
Ze Stwierdzenia 8.16 natychmiast wynikaja nastepujace fakty.

8.19. Stwierdzenie. W dziedzinie caltkowitosci obowigzuje prawo skracania (przez
elementy niezerowe) dla mnoZenia.

8.20. Stwierdzenie. Skoriczona dziedzina catkowitosci jest ciatem.
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ZADANIA

Wszystkie ponizsze zadania dotycza pierscieni przemiennych z jedynkq. W zwiazku
z tym podpierscien musi zawieraé¢ jedynke wyjsciowego pierscienia.

7.8.1. Znalez¢ dzielniki zera, elementy odwracalne i elementy nilpotentne w pierscie-
niach Z24 i Zl6-
7 8.2. W pierscieniach Zg[X] i Z15[X] wskaza¢ elementy odwracalne, dzielniki zera,
elementy nilpotentne.
7.8.3. Czy Zoy4 zawiera podpierscien izomorficzny z Zg?
7 8.4. Znalez¢é podpierscienie pierécienia Zo X Zo X Zio.
O Z8.5. Wykazaé, ze jezeli R jest dziedzing catkowitosci, to R[X] oraz R[[X]] takze
sa dziedzinami catkowitodci.
Z8.6.Niech f =ag+ a1z + -+ + apz™ € R[X]. Pokazaé, ze:
a) f jest elementem odwracalnym <= ag jest elementem odwracalnym, a wspél-
czynniki ay, ..., a, sa elementami nilpotentymi.
b) f jest nilpotentny <= ag, a1, ..., a, sa nilpotentne.
c¢) f jest dzielnikiem zera <= istnieje a € R, taki ze af = 0.

> .
Z8.7.W pierscieniu szeregéw formalnych R[[X]] szereg > a; X" jest odwracalny
i=0

wtedy i tylko wtedy, gdy ag jest elementem odwracalnym pierscienia R.
© Z8.8. Niech x bedzie elementem odwracalnym, a y elementem nilpotentnym. Poka-
zaé, ze x + y jest elementem odwracalnym.

TEST

QO T8.1.Vyer 0x = 20 = 0.
O T82.Vyer (1) = —u.
T 8.3. Kazdy pierécieni czteroelementowy jest cialem.
T 8.4. Kazdy pierscien piecioelementowy jest ciatem.
T 8.5. Produkt dziedzin catkowitosci jest dziedzing catkowitosci.
T 8.6. Element nieodwracalny jest dzielnikiem zera.
T 8.7.W niezerowym pierscieniu skoniczonym element nieodwracalny jest dzielni-
kiem zera.
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9. Homomorfizmy i ideaty.

9.1. Definicja. Przeksztatcenie ¢ : R — P pierscieni przemiennych z jedynkq
nazywamy homomorfizmem, jezeli sq spetnione nastepujgce warunksi.

a) ¢ jest homomorfizmem grup addytywnych,

b) Vaper ¢(a-b) =p(a)-p(b),

c) p(1)=1.

Okreslenia izomorfizm, monomorfizm, epimorfizm, automorfizm, endomorfizm
sa uzywane w sposob analogiczny, jak w teorii grup. Prawdziwa jest takze uwaga
analogiczna do Uwagi 1.7.

9.2. Uwaga. Homomorfizm pierécieni jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
jest homomorfizmem i bijekcja zbiordw.

9.3. Przyklad. Jedynym homomorfizmem Z — Z jest identycznosc.

9.4. Przyklad. Istnieje dokladnie jeden homomorfizm f : Z — Z, — okreslony
wzorem f(z) =z (mod n).

9.5. Przyklad. Istnieje dokladnie jeden homomorfizm z dowolnego pierscienia w
pierscien zerowy.

9.6. Przyklad. Dla kazdego elementu a pierscienia R wzdr

Go(an X"+ -+ a1 X +ag) =ana”™ +---+a1a+ag

okresla pewien homomorfizm ¢, : R[X] — R.

9.7. Przyklad. Okreslimy pewien homomorfizm ® : R[X] — R. Niech

w = a, X" + -+ + a1 X + ag. Obraz wielomianu w oznaczamy symbolem ®,, i
zadajemy wzorem:

Dy(a) = ana”™ + -+ ara + ap.

Tak wiec @, (a) to po prostu w(a) — wartosé wielomianu w w punkcie a. Elementy
zbioru ®(R[X]) nazywamy funkcjami wielomianowymi.

Dobrze wiadomo, ze dla cial R, Q, C homomorfizm ® jest monomorfizmem — rézne
wielomiany wyznaczaja rézne funkcje. Spéjrzmy jednak na nastepujacy przykiad:
R =75, w1 = X? + X, we = X® + X. Latwo sprawdzi¢, ze ®,,, = ®,, — jest to
w obydwu przypadkach funkcja zerowa.

Podobnie jak w przypadku teorii grup, do badania homomorfizméw postuzy nam
pojecie jadra i pierscienia ilorazowego.

9.8. Definicja. Jadrem homomorfizmu ¢ : R — P nazywamy zbior

ker o = {x € R: p(z) =0}.

Jadro homomorfizmu ma nastepujace wlasnosci:
a) jest podgrupa grupy addytywnej pierscienia R
b) VZERVCLEICE’I‘LP a-x € ker P-
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9.9. Definicja. Ideatem pierscienia R nazywamy taka podgrupe I grupy addytywnej
tego pierscienia, ktora spelnia warunek:

VeeR acr a-x € 1.
Uzywamy oznaczenia I 1 R.

9.10. Przyklady.

1) Jadro dowolnego homomorfizmu jest idealem.

2) {0} < R jest idealem, ktéry nazywamy idealem zerowym.

3) Przypomnijmy, ze w pierscieniu liczb calkowitych Z, podgrupy grupy addytywnej
sa, postaci, nZ, dla pewnego n € N. Kazda z nich jest idealem, gdyz jest jadrem
homomorfizmu f : Z — Z,, f(x) =z (mod n).

4) R < R — ten ideal nazywamy niewtasciwym.

Ideal nazywamy wiasciwym, jezeli jest rézny od catego pierécienia. Zanotujmy
przydatne, cho¢ oczywiste, stwierdzenie:

9.11. Stwierdzenie. Ideat jest wlasciwy wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera 1.

Dowdéd. Jezeli ideal zawiera 1, to Vyoeg z-1=ax € I, czyli I = R. O
Wobec powyzszego, ideal wlasciwy nie jest podpierscieniem pierscienia przemien-
nego z jedynka,.

Odnotujmy jeszcze nastepujace, tatwe do udowodnienia, wtasnosci ideatéw (ana-
logiczne do odpowiednich wlasnosci podgrup normalnych):
1) Jezeli p : R — P jest homomorfizmem i J < P, to ¢~1(J) < R.
2) Jezeli ¢ : R — P jest epimorfizmem i I < R, to ¢(I) < P.

Jezeli o przeksztalceniu ¢ zakladamy tylko tyle, ze jest homomorfizmem, to w

kazdym razie mozemy twierdzi¢, ze ¢(I) < im ().
3) Jezeli Iy, <Rdlak e K to (| I <R.

kEK

7 tej ostatniej wlasnosci wynika, ze dla kazdego podzbioru A C R istnieje naj-
mniejszy ze wzgledu na zawieranie ideal pierécienia R zawierajacy zbiér A — oz-
nacza sie go przez (A) i nazywa ideatem generowanym przez A. Nietrudno znalezé
postaé elementéw ideatu (A).

9.12. Stwierdzenie. Jeieli AC R, A# 0, to

(A):{alxl+~~~+ajxj:j€N, aiEA,xiER}.

Dowdéd. Latwo sprawdzi¢, ze kazdy ideal zawierajacy zbiér A zawiera powyzszy
zbidr i ze zbidr ten jest ideatem. O

9.13. Definicja. Ideat I < R nazywamy ideatem gtdwnym wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje element a € R, taki ze I = (a) = {azx: x € R}.

9.14. Stwierdzenie. W pierscieniu Z i w pierscieniv k[X] (wielomiandw nad
ciatem k) kazdy ideal jest gldwny.

Dowdéd. Dla niezerowego idealu w pierécieniu Z generatorem jest liczba calkowita
o najmniejszym module sposréd liczb réznych od zera nalezacych do idealu. W
przypadku pierécienia wielomianéw nalezy wziaé wielomian najmniejszego stopnia
sposrod niezerowych wielomianéw nalezacych do ideatu. O

Uzywajac pojecia idealu mozna poda¢ wygodna charakteryzacje tych pierscieni,
ktére sa, cialami.
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9.15. Stwierdzenie. Pierscien jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy jest niezerowy
i jedynymsi jego ideatami sq ideal zerowy i caly pierscien.

Dowdéd. = Jezeli {0} # I < R, to istnieje 2 # 0, z € [. Wowcezas v-2 ' =1¢€ I,
zatem I = R.

< Jezeli x # 0, to {0} # (z), wiec () = Ri1 € (x) — co oznacza, ze istnieje y,
dla ktorego xy = 1. O

Pierscienie ilorazowe

9.16. Definicja. Niech I < R bedzie ideatem. Wodwczas piercieniem ilorazowym
nazywamy zbiér warstw R/1 z dziataniami:

(z+D+y+D=(x+y) +1
(z+D) -+ =z-y+1
—(z+D)=—-a+1

1 warstwami: 1+ I jako jedynka, I jako zerem.
Przeksztatcenie m : R — R/I zadane wzorem 7(x) = x + I jest epimorfizmem,
kerm =1.

Udowodnimy twierdzenie o homomorfizmie, analogiczne do Twierdzenia 4.17 w
teorii grup.

9.17. Twierdzenie o homomorfizmie. Jezeli ¢ : R — P jest homomorfizmem,
to istnieje doktadnie jeden homomorfizm @ : R/ker o — P, taki e ¢ = g om,
gdzie 7 : R — R/ker . Homomorfizm @ : R/ker ¢ — @(R) jest izomorfizmem i
istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy ideatami pierscienia ¢(R) a
ideatami R zawierajgcymi ker .

Dowéd. Szukanym homomorfizmem jest ¢(zker ¢) = (x). Uzasadnienie jest ana-
logiczne jak w przypadku grup. (]

W zaleznoéci od wlasnosci pierscienia ilorazowego bedziemy wyrédzniaé pewne
idealy.

9.18. Definicja. Ideat I < R nazywamy ideatem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy
R/ jest dziedzing catkowitosci.

Ideat I 9 R nazywamy ideatem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy R/I jest
ciatem.

Oczywidcie, kazdy ideal maksymalny jest pierwszy. Podamy warunki réwnowaz-
ne tym z definicji i wéwczas bedzie widaé¢ dlaczego uzywa sie nazw — pierwszy i
maksymalny.

9.19. Stwierdzenie. Ideal I < R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy I # R
oraz dla dowolnych x, y € R, jezelixy € I, tox € I luby € 1.

Ideat I < R jest maksymalny wtedy @ tylko wtedy, gdy jest elementem maksymal-
nym, ze wzgledu na zawieranie, w zbiorze wlasciwych ideatéw R (oznacza to, Ze
I#R orazjezeli JIRiICJ tol=JlubJ=R).

Dowdéd. W obydwu wypadkach mozemy ograniczy¢ rozwazania do sytuacji, gdy I
jest idealem wiasciwym. W przeciwnym razie iloraz jest pierscieniem zerowym, a
wiec nie jest ani dziedzing calkowitosci, ani cialem. Zakladamy zatem, ze I # R.
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Pierdcien R/I jest dziedzina calkowitodci wtedy i tylko wtedy, gdy z réwnosci
(x+1)-(y+I)=ay+1=0+1wynika,ze (x+I=04+1V y+1=0+1),

a zatem wtedy 1 tylko wtedy, gdy z zy € I wynika, ze (x € I V y € I).

Pierscien R/I jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy jego jedynymi ideatami sa
ideal zerowy oraz caly piersciern R/I, a zatem (wobec wzajemnie jednoznacznej
odpowiedniosci miedzy ideatami pierécienia ilorazowego R/I a idealami pierScienia
R zawierajacymi I) wtedy i tylko wtedy, gdy z I C J < R wynika (I = J V J = R).
O

9.20. Twierdzenie. Kazdy ideat wlasciwy I jest zawarty w pewnym ideale maksy-
malnym.

Dowdéd. Rozpatrzmy zbidr ideatdow wlasciwych zawierajacych I, z czeSciowym
porzadkiem wyznaczonym przez zawieranie. Laricuchamil sa wéwczas wstepujace
rodziny idealéw. Kazdy laricuch ma zatem ograniczenie gérne, bo suma wstepujacej
rodziny idealéw wlasciwych jest ideatem wlasciwym (nie zawiera jedynki, bo nie za-
wiera jej zaden z sumowanych sktadnikéw). Na mocy lematu Zorna w zbiorze tym
istnieje wiec element maksymalny. O

9.21. Wniosek. Kaidy niezerowy pierscienn mozna odwzorowac epimorficznie na
pewne ciato. O

9.22. Przyklady.

1) Z/(n) & Z,, jest pierécieniem skoriczonym. Zatem ideal gléwny (n) jest maksy-
malny wtedy i tylko wtedy, gdy jest pierwszy, a wiec wtedy i tylko wtedy, gdy n
jest liczba pierwsza,.

2) Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, a C'(X) pierscieniem funkcji ciaglych
o wartosciach rzeczywistych. Niech xg € X. Ideal {f: f(xg) = 0} jest jadrem
epimorfizmu ¢ : C(X) — R, okre§lonego wzorem ¢¢(xg) = f(xo), a wiec jest
maksymalny.

Nastepne dwa przyklady ilustruja wazna metode otrzymywania interesujacych ciat

jako pierscieni ilorazowych pierécienia wielomianéw nad ciatem.

3) Ideat (2% + 1) < R[X] jest maksymalny, i R[X]/(z? + 1) = C. Izomorfizm jest
wyznaczony przez przyporzadkowanie warstwie x + (22 + 1) liczby i.

4) Latwo sprawdzié, ze Zs[X]/(X?+ X +1) jest cialem o czterech elementach, wiec
ideal (X2 + X + 1) jest maksymalny.

Ciato utamkéw

Na koniec opiszemy jeszcze jedna czesto stosowana konstrukcje cial. Zalézmy,
ze R jest dziedzina calkowito$ci. Obowiazuje wowczas, tak jak w ciele, prawo
skracania (przez elementy niezerowe) dla mnozenia:

VartoVy,. TY = 22 & Y = 2.

Jednak, inaczej niz w ciele, niektore niezerowe elementy moga nie mie¢ odwrotnosci.
Okazuje sie, ze dziedzina R, cho¢ sama nie musi by¢ cialem, jest zawsze zawarta w
pewnym ciele. Istnieje prosta konstrukcja, ktora to gwarantuje, tzw. konstrukcja
ciala utamkéw Q(R) dziedziny R. W szczegdlnym przypadku, gdy R = Z otrzymu-
jemy dobrze znane cialo liczb wymiernych: Q(Z) = Q.

t tzn. podzbiorami liniowo uporzadkowanymi.
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Niech R bedzie dziedzina calkowito$ci. Na zbiorze par uporzadkowanych
R x (R\ {0}) okreslamy relacje réwnowaznosci ~ wzorem
(z,y) ~ (2z,v) & zv = yz. Klase réwnowaznosci tej relacji nazywamy utamkiem i
oznaczamy symbolem % (tak wiec % = 2 & xv = yz). Zbiér wszystkich utamkow

oznaczamy symbolem Q(R).

9.23. Definicja. Ciatem utamkéw dziedziny calkowitosci R nazywamy zbiér Q(R) z
utamkiem % jako zerem, utamkiem % jako jedynkq i dziataniami okreslonymi wzo-
ramL:

x xq +
TP _watry
Yy q yq
r p_2xp
Yy q yq
_pb_ =P
q q

Latwo sprawdzié¢, ze takie dzialania sa dobrze okre$lone i ze definiuja cialo.
Odwzorownanie i : R — Q(R) zadane wzorem i(x) = 7 jest monomorfizmem
pierscieni. Zatem istotnie, kazda dziedzina catkowitosci jest podpierécieniem pewne-
go ciala.

9.24. Przyklad. Niech R = k[X] bedzie piericieniem wielomianéw ciala k. Cialo
utamkéw Q(k[X]) oznaczamy symbolem k(X)) i nazywamy ciatem funkcji wymiernych
nad k. Dla k = Z, konstrukcja ta dostarcza przyktadu ciata nieskonczonego charak-
terystyki 2.

Konstrukcje ciata utamkéw rozumiemy jako operacje dodania do dziedziny catko-
witosci pewnych brakujacych elementéw. Zauwazmy, ze oczywiscie
9.25. Uwaga. Jezeli dziedzina caltkowitosci R jest ciatem, to Q(R) = R.
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ZADANIA

7.9.1. Pokazaé, ze pierscien R jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy homomor-
fizm okreslony na R, o warto$ciach w pierscieniu niezerowym, jest monomorfizmem.
7.9.2. Znalez¢ wszystkie idealy pierscieni Zi5 1 Z16. Wskazaé wérdd nich pierwsze i
maksymalne. ZnaleZé pierscienie ilorazowe.
7.9.3. Pokazaé, ze ideal pierscienia skoriczonego jest pierwszy wtedy i tylko wtedy,
gdy jest maksymalny.
7.9.4. Pokazaé, ze jezeli p|n, to nie istnieje homomorfizm pierscienia Z[%] — Zyp,
gdzie Z[%} jest podpierscieniem Q generowanym przez Z i %
7.9.5. Znalez¢ wszystkie homomorfizmy pierscieni Z[X]/(10X? — 6X — 3) — Z1;.
7.9.6.Niech I oraz I, beda idealami pierécienia R. Wykazaé, ze podzbiér R
{x1 + 22 : 21 € I, 229 € I3} jest idealem generowanym przez I; U I.
7.9.7. Niech R bedzie pierscieniem lokalnym, to znaczy takim, ze ma on dokladnie
jeden ideal maksymalny. Udowodnié, ze jezeli € R oraz 22 = x to = = 0 lub
=1
Z9.8. Czy pierécienn Z[X]/(X™ — 1) jest dziedzing catkowitosci?
79.9. Zbadaé, czy ideal gléwny (2i) pierscienia Z[i] jest pierwszy.
7.9.10. Zbadaé, czy w pierécieniu Z[X] ideat (X2, X3 + 6) jest gtéwny.
7.9.11. Pokazaé, ze Z[i]/(3 + i) = Z10.
7.9.12. Pokazaé, ze R[X]/(X? —2X +2) 2 C.
7.9.13. Udowodnié, ze jezeli R jest nieskoiniczona dziedzing calkowitosci, to homo-
morfizm @ : R[X] — R dany wzorem ®(a) = f(a) jest monomorfizmem.
79.14. Udowodnié, ze pierscien R[X] jest dziedzing idealéw gtéwnych wtedy i tylko
wtedy, gdy R jest cialem. Podaé przyklad ideatu w Z[X], ktéry nie jest gléwny.

© Z9.15. Udowodnié, ze w pierdcieniu wielomianéw K[X], gdzie K jest cialem, kazdy
niezerowy ideal pierwszy jest maksymalny.
7.9.16. Znalez¢ wszystkie homomorfizmy pierscieni:

a) Z[X]/(X?) — Lo

b) Z[X,Y]/(X2 - Y3) — 7
) Z[X]/(X"=1) — Q

d) Z[X]/(X"-1) — C

7.9.17. Znalez¢é wszystkie homomorfizmy pierécieni Z[X]/(15X2% 4+ 10X —2) — Zs.

TEST

T 9.1. Pierscien Zg jest obrazem homomorficznym pierscienia Zoy.

T9.2. Kazdy ideal pierécienia Z,, jest gléwny.

T9.3. Kazdy ideal pierwszy pierécienia Z jest maksymalny.

T 9.4. Jezeli skoniczony niezerowy pierscien nie zawiera podpierscienia wlasciwego,
to jest izomorficzny z ktoryms z pierécieni Z,,.

T 9.5. W produkcie pierscieni R x P podzbiér R x {0} jest podpierécieniem.

T 9.6. W produkcie pierscieni R x P podzbiér R x {0} jest idealem.

T 9.7. Podpierscien dziedziny catkowitosci jest dziedzing catkowitosci.

T 9.8. W pierscieniu Z,, kazdy ideal jest gtowny.

T9.9. W pierscieniu Z,, kazdy ideal pierwszy jest maksymalny.

T 9.10. Jezeli pierscien ilorazowy pierscienia K[X], gdzie K jest cialem, jest dzie-
dzina catkowitosci, to jest ciatem.

TI.11L. RX]/(X —1)(X +1)) = RX]/(X —2)X)
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T9.12.C[X,Y]/(X? - Y?) 2 C[X,Y]/(XY)

T9.13. Z[X]/(2X (X — 1)) = Z[X]/(X(X —1)).

T9.14.Q[X]/(2X (X — 1)) = Q[X]/(X(X —1)).

T9.15. Z[X]/(X (X — 1)) = Z[X]/(X) x Z[X] /(X - 1).
T9.16.Z[X]/(X? + X + ) jest izomorficzny z podpierscieniem R.
T9.17. Z[i] /(1 + 21) =

T9.18.Z[]/(1 + 27) =

T9.19.Z[i]/(2 + 2¢) ma skonczeme wiele elementéw.

T9.20. Z[i]/(2 4 2i) jest dziedzina catkowitosci.

T9.21. Z[i]/(2 + 2i) jest cialem.

T 9.22. Pierdcien Z15[X]| ma nieskoriczenie wiele dzielnikéw zera.

T 9.23. W pierscieniu Z[X] ideat (X2, X% — 3) jest gléwny.

T9.24.1deal ((3,5)) jest ideatem pierwszym w Z X Z.

T9.25.1deat ((3,5)) jest idealem maksymalnym w Z X Z.

T 9.26. Niech K bedzie cialem. Cialo funkcji wymiernych dwéch zmiennych K (X,Y)
zawiera podciato izomorficzne z cialem K (X).

T9.27. Niech R bedzie dziedzina catkowitosci. Wéwezas Q(R)(X) = Q(R[X]).



