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Istnieje bardzo dużo podre↪czników algebry o różnym stopniu zaawansowania.
Poniższy tekst powstaÃl dla bardzo prostej przyczyny: chcielísmy dostarczyć studen-
tom WMIM opracowanie dokÃladnie dopasowane do obecnego programu przedmiotu
ALGEBRA I. Sta↪d znaczna przewaga teorii grup nad teoria↪ pierścieni. Sta↪d też
silne zaakcentowanie teorii dziaÃlań grup w teorii grup (i jeszcze sta↪d, że takie aku-
rat uje↪cie podoba sie↪ autorom skryptu). Skrypt ten zawiera też dużo zadań i pytań
testowych. Cze↪́sć z nich oznaczylísmy symbolem ♥. Te zadania maja↪ szczególne
znaczenie, czasem odwoÃlujemy sie↪ do nich w dalszym tekście; cze↪sto przydaja↪ sie↪
przy rozwia↪zywaniu innych zadań. Wśród zadań testowych (w których problem
polega na ocenie prawdziwości podanego stwierdzenia) jest sporo zdań faÃlszywych,
ilustruja↪cych typowe bÃle↪dne wyobrażenia.
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0. Wste↪p

Wiele teorii matematycznych dostarcza naturalnych przykÃladów zbiorów wyposażo-
nych w różne dziaÃlania. Najciekawsze sa↪ zwykle dziaÃlania dwuargumentowe. W
wielu typowych sytuacjach dziaÃlania te sa↪ Ãla↪czne (tzn. x(yz) = (xy)z). Wyróżnijmy
jeden przykÃlad, a wÃlaściwie typ przykÃladów.

PrzykÃlad. SkÃladanie przeksztaÃlceń (dowolnych przeksztaÃlceń, dowolnych zbio-
rów) jest Ãla↪czne.

Szczególnie interesuja↪ca jest sytuacja, gdy rozpatrywane odwzorowania sa↪ bijekc-
jami pewnego zbioru. Na przykÃlad

zbiór izometrii pÃlaszczyzny,
zbiór przesunie↪ć pÃlaszczyzny,
zbiór obrotów pÃlaszczyzny o ustalonym środku obrotu,
zbiór obrotów przestrzeni R3 wokóÃl prostych przechodza↪cych przez pocza↪tek
ukÃladu wspóÃlrze↪dnych,
zbiór izomorfizmów liniowych przestrzeni Rn,
zbiór izomorfizmów afinicznych przestrzeni Rn,
zbiór podobieństw pÃlaszczyzny,
zbiór premutacji zbioru skończonego,

sa↪ zbiorami w których skÃladanie przeksztaÃlceń jest nie tylko Ãla↪czne, ale ponadto
ma element neutralny (odwzorowanie identycznościowe) i dla każdego elementu
element odwrotny.
Wszystkie wyliczone powyżej przykÃlady, to tak zwane grupy przeksztaÃlceń. Wymie-
nione trzy wÃlasności (Ãla↪czność, istnienie elementu neutralnego i istnienie elementu
odwrotnego) sa↪ podstawa↪ teorii grup. Jest to bardzo obszerna i ważna dziedzina
algebry. Jej podstawom poświe↪camy pierwszych siedem rozdziaÃlów skryptu. Dwa
pozostaÃle zawieraja↪ elementarz teorii pierścieni (przemiennych z jedynka↪).
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1. Grupa, podgrupa grupy, homomorfizm grup

1.1. Definicja. Grupa↪ nazywamy zbiór G, wyposażony† w trzy dziaÃlania:
dwuargumentowe — mnożenie

(
(x, y) 7→ x · y)

,

jednoargumentowe — branie elementu odwrotnego
(
x 7→ x−1

)
i zeroargumentowe — element wyróżniony 1,
takie że speÃlnione sa↪ naste↪puja↪ce aksjomaty:

1. ∀x,y,z∈G (x · y) · z = x · (y · z),
2. ∀g∈G g · 1 = 1 · g = g,
3. ∀g∈G g · g−1 = g−1 · g = 1.

DziaÃlanie dwuargumentowe grupy nazywamy zwykle mnożeniem, a element od-
wrotny odwrotnościa↪. Aksjomaty grupy gwarantuja↪ trzy rzeczy:
1. Ãla↪czność mnożenia,
2. istnienie elementu neutralnego dla mnożenia,
3. istnienie elementu odwrotnego dla mnożenia.

1.2. Definicja. Jeżeli ∀x,y∈G x · y = y · x, to grupe↪ nazywamy przemienna↪ lub
abelowa↪.

1.3. Definicja. Moc zbioru G nazywamy rze↪dem grupy G i oznaczamy symbolem
|G|.

Z definicji Ãlatwo wynika, że jest tylko jeden element neutralny mnożenia i że dla
dowolnego elementu istnieje dokÃladnie jeden element odwrotny.

Zamiast x·y piszemy cze↪sto xy. Zwykle mówimy grupa G, pomijaja↪c wyszczegól-
nianie pozostaÃlych elementów struktury.

W przypadku grup abelowych cze↪sto dziaÃlanie dwuargumentowe oznacza sie↪
znakiem + (x + y zamiast x · y), element odwrotny przez − (−x zamiast x−1),
a element neutralny przez 0. Zapis (G, ·, ·−1, 1) nazywamy zapisem multiplikaty-
wnym, a zapis (G, +,−, 0) zapisem addytywnym. W zapisie multiplikatywnym
przyje↪te jest odczytywać symbol g−1 jako odwrotność elementu g; w zapisie addy-
tywnym symbol −g odczytujemy jako element przeciwny do elementu g.

1.4. Definicja. Podgrupa↪ grupy G nazywamy podzbiór H ⊆ G, taki że
∀x,y∈H x · y ∈ H
∀x∈H x−1 ∈ H
1 ∈ H.

Zapis H 6 G be↪dzie oznaczać, że H jest podgrupa↪ grupy G.
Jest jasne, że 1 = {1} 6 G jest podgrupa↪. Taka↪ podgrupe↪ be↪dziemy nazywać

podgrupa↪ trywialna↪. Oczywíscie caÃla grupa G też jest swoja↪ podgrupa↪: G 6 G.

PrzykÃlady, od których rozpocze↪lísmy, to oczywíscie przykÃlady grup, w których
operacja↪ grupowa↪ jest skÃladanie przeksztaÃlceń, jedynka↪ przeksztaÃlcenie identycz-
nościowe, a elementem odwrotnym przeksztaÃlcenie odwrotne. Rozpatrzmy dalsze
przykÃlady.
1.5. PrzykÃlady.

† z formalnego punktu widzenia należaÃloby napisać: czwórke↪ uporza↪dkowana↪
(G, ·,−1 , 1)
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0) Grupa cykliczna Z liczb caÃlkowitych z dodawaniem.
1) Niech K be↪dzie ciaÃlem. Symbolem K+ oznaczamy grupe↪ addytywna↪ tego ciaÃla,

symbolem K∗ grupe↪ multyplikatywna↪ ciaÃla (zbiorem jej elementów jest K \{0}).
2) Niech K be↪dzie ciaÃlem. Symbolem GL(n, K) oznaczamy grupe↪ macierzy odwra-

calnych n× n o wspóÃlczynnikach z K. Macierze o wyznaczniku 1 stanowia↪ pod-
grupe↪, oznaczana↪ symbolem SL(n,K) 6 GL(n,K).

3) W grupie GL(n,R) zawarte sa↪ dwie szczególnie interesuja↪ce grupy:
O(n) 6 GL(n,R) — podgrupa zÃlożona z macierzy ortogonalnych i
SO(n) 6 O(n) 6 GL(n,R) — podgrupa zÃlożona z macierzy ortogonalnych o
wyznaczniku 1.

4) Grupa dihedralna — podgrupa D2n 6 O(2) przeksztaÃlceń zachowuja↪cych n–ka↪t
foremny o środku symetrii w pocza↪tku ukÃladu wspóÃlrze↪dnych.

D2n = {1, ρ, ρ2, . . . , ρn−1, ε, ρε, ρ2ε, . . . , ρn−1ε},

gdzie ρ jest obrotem o 1
n ka↪ta peÃlnego, a ε symetria↪ osiowa↪.

Odnotujmy ważny fakt, że ε2 = 1, ρn = 1 i ερε = ερε−1 = ρ−1. Zauważmy, że
powyższe tożsamości wystarczaja↪ do skonstruowania tabeli dziaÃlania dwuargumen-
towego dla D2n.

Zauważmy, że Jn = {1, ρ, ρ2, . . . , ρn−1} 6 D2n jest podgrupa↪. Nazywamy ja↪
podgrupa↪ obrotów grupy dihedralnej.
5) Grupa cykliczna Zn = {1, exp( 2πi

n ), . . . , exp(2πi(n−1)
n )} pierwiastków z jedynki

stopnia n, z mnożeniem jako dziaÃlaniem dwuargumentowym.
Jeżeli k |n, n = km, to {1, exp(2πim

n ), . . . , exp(2πi(k−1)m
n )} 6 Zn jest podgrupa↪

cykliczna↪ rze↪du k.
6) Niech X be↪dzie zbiorem. Symbolem ΣX oznaczamy grupe↪ bijekcji zbioru X z

dziaÃlaniem skÃladania jako mnożeniem i identycznościa↪ jako elementem neutral-
nym. Nazywamy ja↪ grupa↪ permutacji zbioru X. Jeżeli X jest zbiorem
n – elementowym, to grupe↪ taka↪ oznaczamy symbolem Σn.

1.6. Definicja. PrzeksztaÃlcenie ϕ : G −→ H nazywamy homomorfizmem grup wte-
dy i tylko wtedy, gdy ∀g1,g2∈G ϕ(g1 · g2) = ϕ(g1) · ϕ(g2).

ÃLatwo sprawdzić, że homomorfizm ϕ przeprowadza element neutralny na element
neutralny, a element odwrotny do g na element odwrotny do ϕ(g).

Istnieja↪ różne szczególne typy homomorfizmów. Poniżej wymieniamy ich nazwy,
stosowane bardzo szeroko w matematyce, również poza teoria↪ grup, czy nawet al-
gebra↪:
Izomorfizm: taki homomorfizm ϕ : G −→ H, dla którego istnieje homomorfizm
ψ : H −→ G, taki że ϕψ = idH i ψϕ = idG.

1.7. Uwaga. Homomorfizm grup jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest
homomorfizmem i bijekcja↪ zbiorów.

Grupy izomorficzne be↪dziemy uważać za takie same. Jest jasne, że dla każdego
n ∈ N istnieje co najmniej jedna grupa rze↪du n (np. grupa Zn) i tylko skończenie
wiele klas izomorfizmu grup rze↪du n.
Automorfizm: Izomorfizm z grupy G w te↪ sama↪ grupe↪ G.

Zauważmy, że zbiór wszystkich automorfizmów grupy G tworzy grupe↪ ze skÃlada-
niem przeksztaÃlceń jako dziaÃlaniem dwuargumentowym. Grupe↪ te↪ oznaczamy sym-
bolem Aut(G).
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Monomorfizm: homomorfizm różnowartościowy.
Epimorfizm: homomorfizm, który jest na.
Endomorfizm: homomorfizm, którego dziedzina i przeciwdziedzina sa↪ identyczne (ale
nie ża↪damy, żeby byÃl na).

Produkt grup. Jeżeli G i H sa↪ grupami, to iloczyn kartezjański G×H z dziaÃlaniami
(g, h) · (g′, h′) = (g · g′, h · h′), (g, h)−1 = (g−1, h−1) oraz elementem neutralnym
(1G, 1H) jest grupa↪. Zbiory G × 1H = {(g, 1H) : g ∈ G} 6 G × H i 1G × H =
{(1G, h) : h ∈ H} 6 G ×H sa↪ podgrupami — oczywíscie pierwsza podgrupa jest
izomorficzna z G, a druga z H.

1.8. Uwaga. Jeżeli ϕ : G −→ H jest homomorfizmem, to ϕ(G) 6 H jest podgrupa↪
grupy H. Także dla każdej podgrupy H ′ 6 H, ϕ−1(H ′) 6 G jest podgrupa↪ grupy
G. Szczególnie ważna jest podgrupa ϕ−1(1) = {g ∈ G: ϕ(g) = 1} 6 G. Oznaczamy
ja↪ symbolem kerϕ i nazywamy ja↪drem homomorfizmu ϕ.

1.9. Uwaga. Homomorfizm ϕ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
kerϕ = 1.

Jeżeli homomorfizm ϕ : G −→ H jest monomorfizmem, to ϕ : G −→ im (ϕ) jest
izomorfizmem (im (ϕ) = ϕ(G)).

1.10. PrzykÃlady homomorfizmów.
1) ϕ : Z −→ Zn, ϕ(k) = exp( 2πik

n )
2) det : GL(n,K) −→ K∗

3) iG : G −→ G × H, iG(g) = (g, 1H) oraz πG : G × H −→ G, πG(g, h) = g sa↪
homomorfizmami; iG jest monomorfizmem, πG jest epimorfizmem. Analogicznie
określamy homomorfizmy iH i πH .

4) Każdy element g ∈ G wyznacza pewien automorfizm φg : G −→ G, zadany
wzorem φg(x) = gxg−1. Nazywamy go automorfizmem wewne↪trznym grupy G
wyznaczonym przez element g.

Otrzymujemy homomorfizm φ : G −→ Aut(G), φ(g) = φg. Jest to ważny przykÃlad
homomorfizmu. W przyszÃlości, po wprowadzeniu pewnych dodatkowych poje↪ć,
homomorfizm ten be↪dziemy nazywać dziaÃlaniem grupy G na zbiorze jej elementów,
poprzez automorfizmy wewne↪trzne. Zauważmy, że

ker φ = {g ∈ G : ∀x∈G gx = xg}.
Tak określona podgrupa ma swoja↪ nazwe↪:

1.11. Definicja. Podgrupe↪
Z(G) = {g ∈ G : ∀x∈G gx = xg} 6 G

nazywamy centrum grupy.

5) Dla dowolnej grupy G, niech ψg : G −→ G be↪dzie zadane wzorem ψg(x) = gx
(poza przypadkiem g = 1, ψg nie jest automorfizmem G lecz tylko bijekcja↪
zbioru elementów). PrzeksztaÃlcenie ψ : G −→ ΣG, ψ(g) = ψg jest oczywíscie
monomorfizmem grup. Wobec tego prawdziwe jest naste↪puja↪ce twierdzenie.

1.12. Twierdzenie Cayleya. Każda grupa G jest izomorficzna z pewna↪ podgrupa↪
grupy bijekcji zbioru G. W szczególności każda grupa rze↪du n jest izomorficzna z
pewna↪ podgrupa↪ grupy Σn.

¤
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1.13. Stwierdzenie. Jeżeli {Hi}i∈I jest rodzina↪ podgrup grupy G, to zbiór⋂
i∈I Hi 6 G jest podgrupa↪ grupy G.

Wobec tego, dla dowolnego podzbioru X ⊆ G istnieje najmniejsza podgrupa
grupy G zawieraja↪ca X. Nazywamy ja↪ podgrupa↪ generowana↪ przez X i oznaczamy
symbolem 〈X 〉.

Oczywíscie 〈 ∅ 〉 = 1.

1.14. Stwierdzenie. Jeżeli X 6= ∅, to

〈X 〉 = {gε1
1 gε2

2 · · · gεk

k : k ∈ N, εi = ±1, gi ∈ X}.
Dowód. Jest jasne, że zbiór elementów tej postaci tworzy podgrupe↪ grupy G i jest
zawarty w każdej podgrupie grupy G zawieraja↪cej X. ¤

Jeżeli 〈X 〉 = G, to X nazywamy zbiorem generatorów G. Mówimy, że grupa
jest skończenie generowana jeżeli posiada skończony zbiór generatorów.
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ZADANIA

Z1.1. Znaleźć wszystkie możliwe tabelki dziaÃlań grupowych na zbiorze czteroele-
mentowym.
Z 1.2. Udowodnić, że jeżeli dwa spośród elementów x, y, xy grupy G należa↪ do pod-
grupy H 6 G, to również trzeci należy do H.
Z1.3. Udowodnić, że jeżeli ∀g∈G g2 = 1, to G jest grupa↪ abelowa↪. Udowodnić, że
jeżeli ponadto grupa G jest skończona, to |G| = 2m.
Z 1.4. Udowodnić, że jeżeli G jest grupa↪, w której ∀x, y∈G (xy)2 = x2y2, to G jest
grupa↪ abelowa↪.
Z 1.5. Na zbiorze {0, 1, . . . , n−1} określamy dziaÃlanie dwuargumentowe
k +

n
l = k + l (mod n). Pokazać, że dziaÃlanie to zadaje strukture↪ grupy, izomor-

ficznej z Zn (w przyszÃlości be↪dziemy również te↪ grupe↪ oznaczać symbolem Zn).
Z 1.6. Udowodnić, że wśród grup: Z,R+,Q+ żadne dwie nie sa↪ izomorficzne†.
Z 1.7. Udowodnić, że jeżeli G ∼= H to Aut (G) ∼= Aut (H).
Z 1.8. Udowodnić, że SO(2) ∼= {z ∈ C∗ : |z| = 1}, gdzie C oznacza ciaÃlo liczb
zespolonych.
Z 1.9. Niech φ : G −→ G be↪dzie dane wzorem φ(g) = g−1. Udowodnić, że φ jest
automorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy G jest abelowa.
Z 1.10. Znaleźć |GL(n,Zp)| i |SL(n,Zp)|.

♥ Z1.11. Skonstruować monomorfizm Σn −→ GL(n,K).
Z1.12. Skonstruować monomorfizm D2n −→ Σn (dla n ≥ 3).

♥ Z1.13. Niech Q8 := 〈 j, k 〉 6 GL(2,C) , gdzie j, k sa↪ macierzami:

j =
(

i 0
0 −i

)
k =

(
0 1
−1 0

)

Udowodnić, że |Q8| = 8 i sporza↪dzić tabelke↪ dziaÃlania dwuargumentowego (grupe↪
Q8 nazywamy grupa↪ kwaternionowa↪).

♥ Z1.14. Niech G = 〈X 〉. Niech f : G −→ H, j : G −→ H be↪da↪ homomorfizmami,
takimi że dla każdego x ∈ X, f(x) = j(x). Udowodnić, że f = j.

♥ Z1.15. Niech K be↪dzie ciaÃlem. Znaleźć centrum grupy GL(n,K).
♥ Z1.16. Niech GL(n,Z) oznacza grupe↪ odwracalnych macierzy n × n o wyrazach

caÃlkowitych. Znaleźć jej centrum.

TEST

♥ T1.1. (xy)−1 = y−1x−1

T1.2. Elementy x i y grupy G sa↪ przemienne wtedy i tylko wtedy, gdy x−1y−1xy =
1.
T1.3. Elementy x i y grupy G sa↪ przemienne wtedy i tylko wtedy, gdy xyx−1y−1 =
1.
T1.4. Jeżeli elementy x i y grupy G sa↪ przemienne, to dowolne ich pote↪gi też sa↪
przemienne.
T 1.5. Jeżeli g ∈ G, to 〈 g 〉 jest grupa↪ przemienna↪.
T 1.6. Z(D20) = 1

♥ T1.7. D4
∼= Z2 × Z2.

† chodzi o grupy addytywne ciaÃl R i Q, a nie o liczby rzeczywiste i wymierne
dodatnie
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♥ T1.8. D6
∼= Σ3

T1.9. D12
∼= Σ6

♥ T1.10. W grupie dihedralnej D2n zachodzi równość ρiε = ερ−i.
T1.11. W grupie dihedralnej D10 zachodzi równość ρ3ερ = ρ2ε.
T1.12. W grupie dihedralnej D10 zachodzi równość (ρε)5 = 1.
T1.13. W grupie dihedralnej D2m zachodzi równość ρkε · ρnε = ρk−n.
T1.14. Grupa Q+ jest skończenie generowana.
T 1.15. Grupa Z125 × Z5 zawiera podgrupe↪ izomorficzna↪ z grupa↪ Z5 × Z5.

♥ T1.16. Jeżeli G jest grupa↪ przemienna↪, to Z(G) = G.
T1.17. Jeżeli G jest grupa↪ nieprzemienna↪, to Z(G) = 1.

♥ T1.18. Jeżeli w zbiorze X, X ⊆ G każde dwa elementy sa↪ ze soba↪ przemienne, to
〈X 〉 jest grupa↪ przemienna↪.
T 1.19. Niech f, h : G −→ H be↪da↪ homomorfizmami. Jeżeli ker f = ker h, to f = h.
T1.20. Obraz epimorficzny grupy nieprzemiennej jest grupa↪ nieprzemienna↪.
T 1.21. Obraz epimorficzny grupy przemiennej jest grupa↪ przemienna↪.
T 1.22. Istnieje epimorfizm grupy Z140 na grupe↪ D70.
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2. Grupa cykliczna, rza↪d elementu

2.1. Definicja. Grupe↪ G nazywamy cykliczna↪ jeżeli istnieje element g ∈ G, taki że
〈 g 〉 = G.

2.2. Twierdzenie. Grupy Zn i Z sa↪ cykliczne. Każda grupa cykliczna jest izo-
morficzna z jedna↪ z nich.

Dowód. Z = 〈 1 〉, Zn = 〈 exp( 2πi
n ) 〉, zatem grupy te sa↪ cykliczne.

Niech G = 〈 g 〉, czyli G = {gi, i ∈ Z}.
Przypuśćmy, że istnieje n ∈ N, takie że gn = 1 i zaÃlóżmy, że n jest najmniejsza↪

liczba↪ naturalna↪ o tej wÃlasności. Każda liczba caÃlkowita k ∈ Z może być przed-
stawiona w postaci k = ln + r, gdzie r ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, a zatem gk = gr.
Wynika sta↪d, że G = {1, g, . . . , gn−1}. Wszystkie te elementy sa↪ różne (z równości
gi = gj wynika bowiem gi−j = 1). Zatem |G| = n i przeksztaÃlcenie ϕ : Zn −→ G,
ϕ(exp(2πim

n )) = gm jest izomorfizmem.
Jeżeli nie istnieje n ∈ N, takie że gn = 1, to wszystkie elementy {gi, i ∈ Z} sa↪

różne, |G| = ∞, a odwzorowanie ϕ : Z −→ G, zadane wzorem ϕ(m) = gm jest
izomorfizmem. ¤
2.3. Twierdzenie. Niech G be↪dzie grupa↪ cykliczna↪. Wówczas:
1) Jeżeli H 6 G, to H jest grupa↪ cykliczna↪.
2) Jeżeli H 6 G i |G| < ∞, to |H| ∣∣ |G|.
3) Jeżeli |G| < ∞, to dla każdego l

∣∣ |G| istnieje dokÃladnie jedna podgrupa H 6 G,
taka że |H| = l.

Dowód. Niech G = 〈 g 〉. Niech k be↪dzie najmniejsza↪ liczba↪ caÃlkowita↪ i dodatnia↪,
taka↪ że gk ∈ H. Jest jasne, że 〈 gk 〉 6 H. Jeżeli gm ∈ H, m = ks + r, 0 ≤ r < k,
to gm = (gk)sgr, wie↪c gr ∈ H. Z minimalności k wynika, że r = 0, wobec czego
gm = (gk)s ∈ 〈 gk 〉. Zatem H = 〈 gk 〉, co kończy dowód 1).

ZakÃladamy teraz, że |G| < ∞. Niech wie↪c |G| = n, i n = kl + r, r < k. Ponieważ
gn = 1 ∈ H, zatem, tak jak poprzednio, z minimalności k wynika, że k |n. Wówczas
H = {1, gk, g2k, . . . , g(l−1)k} i |H| = n

k , co kończy dowód punktu 2). Punkt 3)
wynika już z tych rozważań – jedyna↪ taka↪ podgrupa↪ jest H = 〈 gk 〉, gdzie k = n

l .¤
2.4. Definicja. Rze↪dem elementu g ∈ G nazywamy liczbe↪ |〈 g 〉|, czyli rza↪d podgrupy
generowanej przez element g. Rza↪d elementu g oznaczamy symbolem o(g).

Z poprzednich rozważań wynika jasno, że jeżeli o(g) < ∞, to :
1. o(g) jest najmniejsza↪ liczba↪ naturalna↪ n, taka↪ że gn = 1
2. o(g) = n wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby caÃlkowitej k, takiej że gk = 1,

ma miejsce podzielność: n | k.
3. Jeżeli ϕ : G −→ H jest homomorfizmem, to dla każdego elementu g ∈ G

o(ϕ(g)) | o(g).

2.5. Stwierdzenie. Jeżeli o(g) = n, to o(gk) = n
(n,k) .

Dowód. Mamy n = (n, k)m i k = (n, k) · l, gdzie (m, l) = 1. Wynika sta↪d, że
(gk)m = g(n,k)lm = gnl = 1, a zatem o(gk) |m. Przypuśćmy, że (gk)r = 1. Wynika
sta↪d, że n | kr, a zatem m | lr. Wobec (m, l) = 1, m | r, co dowodzi, że o(gk) = m.¤

Z poprzedniego stwierdzenia wynika, że jeżeli G = 〈 g 〉 i |G| = n, to genera-
torami G, czyli elementami rze↪du n sa↪ elementy gk, gdzie (k, n) = 1. Liczbe↪ tych
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generatorów, to jest ilość takich liczb naturalnych nie wie↪kszych od n, które sa↪
wzgle↪dnie pierwsze z n, oznaczamy symbolem ϕ(n). Funkcje↪ ϕ nazywamy funkcja↪
Eulera.

2.6. Uwaga. Jeżeli k |n, to w grupie cyklicznej rze↪du n jest ϕ(k) elementów rze↪du
k. Mamy wie↪c ∑

k |n
ϕ(k) = n.

2.7. Wniosek. Jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪, to grupa Zp nie posiada nietrywial-
nych podgrup wÃlaściwych, każdy element różny od neutralnego jest rze↪du p i ϕ(p) =
p− 1.

2.8. Stwierdzenie. Jeżeli (k, n) = 1, to Zk×Zn
∼= Zkn. W przeciwnym przypadku

ten produkt nie jest grupa↪ cykliczna↪.

Dowód. Niech g ∈ Zk i h ∈ Zn be↪da↪ generatorami. Element (g, h)l = (gl, hl) jest
elementem neutralnym wtedy i tylko wtedy, gdy n | l oraz k | l. Jeżeli (k, n) = 1,
jest to równoważne kn | l, a zatem o((g, h)) = kn = |Zk×Zn| i grupa jest cykliczna.
Jeżeli (k, n) > 1, to z tych rozważań wynika, że w Zk × Zn nie ma elementu rze↪du
kn. ¤
2.9. Wniosek. Jeżeli (k, n) = 1, to ϕ(kn) = ϕ(k)ϕ(n)

2.10. Wniosek. Jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪, to w grupie Z
pn jest dokÃladnie

ϕ(pn) = pn − pn−1 elementów rze↪du pn.

Rze↪dy elementów w grupach permutacji

Znamy już grupy permutacji. Wiemy, że każda grupa jest, z dokÃladnościa↪ do
izomorfizmu, podgrupa↪ pewnej grupy permutacji. Teraz przyjrzymy sie↪ dokÃladniej
grupom permutacji zbiorów skończonych. Dla ustalenia uwagi, zaÃlóżmy, że n–ele-
mentowy zbiór skÃlada sie↪ z liczb {1, 2, . . . , n}. Permutacje↪ σ ∈ Σn możemy zapisać
w postaci macierzowej:

(
1 2 . . . n− 1 n

σ(1) σ(2) . . . σ(n− 1) σ(n)

)

W górnym wierszu macierzy piszemy permutowane elementy, a w dolnym ich obra-

zy. Na przykÃlad: γ =
(

1 2 3 4
3 1 4 2

)
oznacza permutacje↪ γ, taka↪ że γ(1) = 3,

γ(2) = 1, γ(3) = 4, γ(4) = 2.

2.11. Definicja. Permutacje↪ γ ∈ Σn nazywamy cyklem dÃlugości k, jeżeli istnieja↪
takie elementy c1, c2, . . . ck, że

γ(ci) =
{

ci+1 gdy i < k

c1 gdy i = k,

przy czym dla każdego elementu x spoza tej listy zachodzi γ(x) = x.

Cykl taki be↪dziemy oznaczać symbolem γ = (c1, . . . , ck). Oczywíscie zapis ten ma
sens tylko wtedy, gdy dobrze wiemy, na jakim zbiorze jest określona caÃla permu-
tacja. Na przykÃlad pytanie o to, czy permutacja σ = (1, 4, 3, 2) ma punkty staÃle
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jest bez sensu, jeżeli nie mamy zewne↪trznej informacji o tym, na jakim zbiorze ta
permutacja jest określona. Warto też zwrócić uwage↪ na fakt, że zapis ten nie jest
jednoznaczny — równie dobrze można by napisać na przykÃlad σ = (2, 1, 4, 3).
Cykl dÃlugości dwa, (a, b), nazywamy transpozycja↪ elementów a i b.

2.12. Definicja. Cykle σ = (b1, b2, . . . , br) ∈ Σn i τ = (c1, c2, . . . , cs) ∈ Σn sa↪
rozÃla↪czne jeżeli {b1, b2, . . . , br} ∩ {c1, c2, . . . , cs} = ∅.
Jest jasne, że dwa cykle rozÃla↪czne sa↪ przemienne.

2.13. Twierdzenie. Każda↪ permutacje↪ można przedstawić jako iloczyn rozÃla↪cz-
nych cykli. Przedstawienie to jest jednoznaczne z dokÃladnościa↪ do kolejności cykli.

Dowód tego faktu przeprowadza sie↪ przez indukcje↪ ze wzgle↪du na moc permu-
towanego zbioru — jest on bardzo Ãlatwy i pomijamy go. Idee↪ dowodu można Ãlatwo
zrozumieć analizuja↪c przykÃlad.

RozkÃlad na cykle rozÃla↪czne permutacji:

(
1 2 3 4 5 6 7
1 5 7 4 6 2 3

)
= (1) (2 5 6) (3 7) (4) = (2 5 6) (3 7)

W rozkÃladzie permutacji na cykle rozÃla↪czne cze↪sto opuszcza sie↪ cykle dÃlugości jeden.

2.14. Stwierdzenie. Jeżeli permutacja σ jest iloczynem cykli rozÃla↪cznych dÃlugości
n1, n2, . . . , nk, to o(σ) = NWW (n1, n2, . . . , nk)

Dowód. Cykle rozÃla↪czne sa↪ przemienne, zatem o(σ) |NWW (n1, n2, . . . , nk). Z
drugiej strony, skoro σl = id, to l− ta pote↪ga każdego cyklu jest identycznościa↪
(korzystamy tu z rozÃla↪czności cykli). Zatem dla każdego 1 ≤ i ≤ k mamy ni | l,
wie↪c NWW (n1, n2, . . . , nk) | o(σ). ¤

Warstwy grupy wzgle↪dem podgrupy, twierdzenie Lagrange’a

Stwierdzenie, że rza↪d podgrupy jest dzielnikiem rze↪du grupy, które już udowod-
nilísmy dla grup cyklicznych, jest prawdziwe dla wszystkich grup skończonych i nosi
nazwe↪ twierdzenia Lagrange’a.

Niech G be↪dzie dowolna↪ (niekoniecznie skończona↪) grupa↪, a H 6 G jej podgrupa↪.
Dla dowolnego g ∈ G rozpatrzmy podzbiór gH = {gh; h ∈ H} ⊆ G. ÃLatwo
zauważyć, że:
1) zbiór gH jest klasa↪ abstrakcji zawieraja↪ca↪ g naste↪puja↪cej relacji równoważności

w zbiorze elementów G: x ∼ y ⇐⇒ x−1y ∈ H. Zbiór gH nazywamy warstwa↪
lewostronna↪ elementu g wzgle↪dem podgrupy H.

2) 1H = H
3) Dowolne dwie warstwy lewostronne sa↪ równoliczne, w szczególności każda war-

stwa jest równoliczna ze zbiorem H (przyporza↪dkowanie h 7→ gh ustala bijekcje↪
zbioru H i warstwy gH).
Zbiór warstw lewostronnych oznaczamy symbolem G/H, a jego moc nazywamy

indeksem podgrupy H w grupie G i oznaczamy [G:H]. (Uwaga: analogicznie można
zdefiniować warstwy prawostronne grupy G wzgle↪dem podgrupy H — sa↪ to pod-
zbiory postaci Hg = {hg : h ∈ H} ⊆ G).

Z faktu, że każda warstwa lewostronna ma tyle samo elementów, co podgrupa
H wynika natychmiast naste↪puja↪ce twierdzenie.
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2.15. Twierdzenie Lagrange’a. Jeżeli G jest grupa↪ skończona↪ i H 6 G, to
|G| = |H| · [G:H].

To proste twierdzenie ma szereg oczywistych, ale ważnych, konsekwencji:

2.16. Wniosek. Rza↪d elementu jest dzielnikiem rze↪du grupy.

2.17. Wniosek. Każda grupa rze↪du p, gdzie p jest liczba↪ pierwsza↪, jest izomor-
ficzna z Zp.

Dowód. Z twierdzenia Lagrange’a wynika, że podgrupa cykliczna generowana przez
dowolny element różny od neutralnego musi być rze↪du p, a wie↪c musi być równa
caÃlej rozpatrywanej grupie. ¤
2.18. Uwaga. Grupa skończona G rze↪du n jest cykliczna wtedy i tylko wtedy, gdy
dla każdego k |n zawiera co najwyżej jedna↪ podgrupe↪ rze↪du k.

Dowód. Wystarczy pokazać, że w grupie G istnieje element rze↪du n. Niech ν(k)
oznacza liczbe↪ elementów rze↪du k w grupie G. Z zaÃlożenia wynika, że

ν(k) ≤ ϕ(k),

gdzie ϕ jest funkcja↪ Eulera.Z twierdzenia Lagrange’a wnioskujemy że ν(k) ma szanse↪
być niezerowe tylko wtedy, gdy k |n. Zatem

n =
∑

k |n
ν(k) ≤

∑

k |n
ϕ(k) = n,

a wie↪c dla każdego k |n zachodzi równość ν(k) = ϕ(k). W szczególności
ν(n) = ϕ(n) > 0, co kończy dowód. ¤

W zwia↪zku z twierdzeniem Lagrange’a nasuwa sie↪ pytanie o możliwość jego
odwrócenia. ZaÃlóżmy, że k jest dzielnikiem |G|. Czy istnieje podgrupa rze↪du k
grupy G i ile jest takich podgrup? Cze↪́sciowa↪ odpowiedzia↪ na to pytanie be↪dzie
twierdzenie Cauchy’ego, które mówi, że jeżeli liczba pierwsza p jest dzielnikiem |G|,
to w G istnieje element rze↪du p, a wie↪c i cykliczna podgrupa rze↪du p. Udowodnimy
je w naste↪pnym rozdziale.
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ZADANIA

Z2.1. Niech Z12 = {1, g, g2, . . . , g10, g11}. Znaleźć rze↪dy wszystkich elementów.
♥ Z2.2. Znaleźć rze↪dy elementów w grupie D2n.

Z 2.3. Pokazać, że w grupie rze↪du parzystego istnieje element rze↪du dwa.
Z 2.4. Pokazać, że w grupie rze↪du parzystego liczba elementów rze↪du dwa jest zawsze
nieparzysta.
Z 2.5. Ile elementów rze↪du 6 jest w grupie C∗?

♥ Z2.6. Niech x, y ∈ G, przy czym 〈x 〉 ∩ 〈 y 〉 = 1. Pokazać, że jeżeli x i y sa↪ prze-
mienne, to 〈x, y 〉 ∼= 〈x 〉 × 〈 y 〉.

♥ Z2.7. Niech x, y ∈ G, przy czym o(x) = n < ∞, a o(y) = m < ∞. Pokazać, że
jeżeli (n,m) = 1 oraz x i y sa↪ przemienne, to o(xy) = mn.
Z 2.8. Niech G be↪dzie grupa↪ abelowa↪, która zawiera pewien element rze↪du m i
pewien element rze↪du n. Pokazać, że G zawiera element, którego rza↪d jest równy
NWW (n,m).
Z2.9. Pokazać, że jeżeli ϕ : G −→ H jest monomorfizmem, to dla każdego elementu
x ∈ G, o(x) = o(ϕ(x)).

♥ Z2.10. Udowodnić, że dla dowolnych elementów a i x dowolnej grupy G zachodzi
równość o(a) = o(xax−1). Wywnioskować, że w dowolnej grupie G, dla dowolnych
dwóch elementów x, y ∈ G, o(xy) = o(yx).

Z 2.11. Sprawdzić, że macierze postaci
(

a b
0 c

)
, a, b, c ∈ R, ac 6= 0, tworza↪ podgrupe↪

w GL(2,R) i znaleźć w niej elementy rze↪du 2. Wskazać dwa elementy rze↪du dwa,
których iloczyn ma rza↪d nieskończony.
Z 2.12. Pokazać, że podgrupa dowolnej grupy skończonej generowana przez dwa
nieprzemienne elementy rze↪du dwa jest izomorficzna z grupa↪ dihedralna↪.
Z 2.13. Podać przykÃlad grupy nieskończonej, której każdy element jest rze↪du skoń-
czonego.

♥ Z2.14. Niech |G| < ∞. Udowodnić, że liczba elementów rze↪du p, gdzie p jest liczba↪
pierwsza↪, jest wielokrotnościa↪ liczby p− 1.

♥ Z2.15. Niech |G| < ∞. Udowodnić, że liczba elementów rze↪du n jest wielokrotnościa↪
ϕ(n), gdzie ϕ jest funkcja↪ Eulera.
Z 2.16. Udowodnić, że w skończonej grupie abelowej iloczyn wszystkich elementów
jest równy iloczynowi elementów rze↪du 2. Zastosować to stwierdzenie do grupy Z∗p
i wykazać Tw. Wilsona: (p− 1)! ≡ −1 (mod p).
Z 2.17. Niech a, b ∈ G, b 6= 1 i niech a5 = 1, aba−1 = b2. Znaleźć rza↪d b.
Z 2.18. Niech G be↪dzie taka↪ grupa↪, że cze↪́sć wspólna wszystkich podgrup nietrywial-
nych jest podgrupa↪ nietrywialna↪. Pokazać, że każdy element G jest skończonego
rze↪du.
Z 2.19.Definicja: Podgrupe↪ wÃlaściwa↪ H grupy G nazywamy maksymalna↪, jeżeli nie
istnieje wÃlaściwa podgrupa K ≤ G, K 6= H taka, że H ≤ K ≤ G.

Pokazać, że jeżeli grupa skończona G ma dokÃladnie jedna↪ podgrupe↪ maksymalna↪,
to G jest grupa↪ cykliczna↪ i |G| = pm, gdzie p jest liczba↪ pierwsza↪ i m > 0.

♥ Z2.20. Udowodnić, że |Aut(Zn)| = ϕ(n), gdzie ϕ jest funkcja↪ Eulera.
♥ Z2.21. Jeżeli ϕ : G −→ H jest epimorfizmem, a K 6 H dowolna↪ podgrupa↪, to

[G : ϕ−1(K)] = [H : K].

Z2.22. Permutacje↪

(
1 2 3 4 5 6 7
4 2 6 3 1 7 5

)
rozÃlożyć na cykle rozÃla↪czne.
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Z2.23. W Σ6 policzyć zÃlożenie (123)(546)(231)(46) przedstawiaja↪c je w postaci
iloczynu cykli rozÃla↪cznych. Znaleźć jego rza↪d.

♥ Z2.24. Udowodnić, że każda permutacja może być przedstawiona w postaci iloczynu
transpozycji.

♥ Z2.25. Udowodnić, że każda permutacja może być przedstawiona w postaci iloczynu
transpozycji elementów sa↪siednich (tzn. transpozycji postaci (i, i + 1)).
Z 2.26. Przedstawić w postaci iloczynu transpozycji elementów sa↪siednich permu-

tacje↪

(
1 2 3 4 5 6
3 6 1 4 2 5

)
.

Z2.27. Przedstawić w postaci iloczynu transpozycji elementów sa↪siednich permu-
tacje↪ (173)(2456).
Z2.28. Udowodnić, że zbiór zÃlożony z transpozycji (12) i cyklu (1, 2, . . . , n) generuje
caÃla↪ grupe↪ Σn.

Z2.29. Pokazać, że jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪, to Σp jest generowane przez dowolna↪
transpozycje↪ i dowolny cykl dÃlugości p. Pokazać, rozważaja↪c Σ4, że zaÃlożenie iż p
jest liczba↪ pierwsza↪ jest istotne.
Z 2.30. Pokazać, że nie istnieje monomorfizm Q8 → Σ4.

TEST

♥ T2.1. Niech x, y ∈ G be↪da↪ elementami pewnej grupy G. Jeżeli xy = yx, to o(xy) =
NWW ((o(x), o(y))).

♥ T2.2. Niech x, y ∈ G be↪da↪ elementami pewnej grupy G. Jeżeli 〈x 〉 ∩ 〈 y 〉 = 1, to
o(xy) = NWW (o(x), o(y))).

♥ T2.3. Niech (x, y) be↪dzie elementem produktu grup G×H. Jeżeli x i y sa↪ elementami
rze↪dów skończonych, to o(x, y) = NWW (o(x), o(y))).
T2.4. Niech x, y ∈ G. ZaÃlóżmy, że o(x) = k, o(y) = n. Wówczas istnieje w grupie
G pewien element rze↪du NWW (n, k).
T2.5. D8

∼= Q8.

♥ T2.6. Jeżeli (|H|, |G|) = 1, to każdy homomorfizm H −→ G jest trywialny.
T 2.7. Niech γ be↪dzie generatorem grupy cyklicznej rze↪du 30. Wówczas o(γ20) =

.
T 2.8. Niech G be↪dzie grupa↪ rze↪du 2001. Niech x ∈ G. Wówczas o(x29) = lub

lub lub .
T 2.9. W grupie cyklicznej Z2001 jest elementów rze↪du 2001.

T2.10. W grupie Z15 elementów rze↪du 15 jest: .

T 2.11. W grupie Z9 × Z9 jest jeden element rze↪du 1, elementów rze↪du 3 i
elementów rze↪du 9.

T2.12. W grupie Z15 × Z15 jest podgrup izomorficznych z Z15.

T2.13. W grupie Z7 × Z5 elementów rze↪du 35 jest dokÃladnie .
T 2.14.Z7 × Z5

∼= Z35.

T2.15. Liczba elementów rze↪du 12 w dowolnej grupie G jest podzielna przez 11.

T2.16. Liczba elementów rze↪du 12 w dowolnej grupie G jest podzielna przez 4.

T2.17. Istnieja↪ takie grupy H, K ≤ G, że H, K ∼= Z15 i H ∩K zawiera dokÃladnie 3
elementy.
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T2.18. Istnieja↪ takie grupy H, K ≤ G, że H, K ∼= Z15 i H ∩K zawiera dokÃladnie 5
elementów.
T 2.19. Istnieja↪ takie grupy H, K ≤ G, że H, K ∼= Z15 i H ∩K zawiera dokÃladnie 7
elementów.
T 2.20. Grupa przemienna rze↪du 35 jest izomorficzna z Z35.
T2.21. Istnieje grupa skończona, w której elementów rze↪du 5 jest dokÃladnie 24.
T2.22. Istnieje grupa przemienna, w której elementów rze↪du 7 jest dokÃladnie 18.
T2.23. Istnieje grupa rze↪du 70, która zawiera nie mniej niż 24 wzajemnie przemienne
elementy rze↪du 5.
T2.24. Niech f : G → H be↪dzie homomorfizmem grup. Niech g, h ∈ G. ZaÃlóżmy,
że o(g) = o(h). Wówczas o(f(g)) = o(f(h)).
T 2.25. Niech f : G → H be↪dzie homomorfizmem grup. Niech g1, g2 be↪da↪ takimi
elementami grupy G, że 〈 g1 〉 = 〈 g2 〉. Wówczas o(f(g1)) = o(f(g2)).
T 2.26. Niech f : G → H be↪dzie homomorfizmem grup. Jeżeli dla każdego g ∈ G
o(g) = o(f(g)), to f jest monomorfizmem.
T 2.27.Z3 × Z5 × Z6

∼= Z3 × Z3 × Z10.
T2.28. Niech Z12 = 〈 γ 〉. Wówczas zbiór {γ, γ4, γ7, γ10} jest warstwa↪ wzgle↪dem
pewnej podgrupy.
T 2.29. Niech zbiór elementów X = {x1, . . . xn} w grupie G be↪dzie warstwa↪ lewo-
stronna↪ tej grupy wzgle↪dem pewnej podgrupy H. Wynika sta↪d, że
H = {1, x1 · (x2)−1, . . . , x1 · (xn)−1}.
T2.30. Liczba homomorfizmów grupy Z120 w grupe↪ Z wynosi .

T 2.31. Niech σ ∈ Σ7, σ =
(

1 2 3 4 5 6 7
6 4 2 3 5 1 7

)
. Wówczas podgrupy 〈σ〉 6 Σ7

i 〈(1 2 3 4 5 6)〉 6 Σ7 sa↪ izomorficzne.

T 2.32. Niech σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
3 5 1 8 2 4 7 6

)
. Wówczas o(σ4) = .

T 2.33. Jeżeli k1+· · ·+kl ≤ n, to Σn zawiera podgrupe↪ izomorficzna↪ z Zk1×· · ·×Zkl
.

T2.34. Jeżeli k1+· · ·+kl ≤ n, to Σn zawiera podgrupe↪ izomorficzna↪ z Σk1×· · ·×Σkl
.

T2.35. Jeżeli Σn zawiera podgrupe↪ izomorficzna↪ z Zk, to k ≤ n.
T2.36. Rza↪d permutacji (1 3 4 6 7)(2 3 5) jest równy 15
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3. DziaÃlanie grupy na zbiorze

Znaczna cze↪́sć poznanych przez nas przykÃladów grup, to podgrupy grupy bi-
jekcji jakiegoś zbioru. Cze↪sto taka podgrupa skÃlada sie↪ z bijekcji, które zachowuja↪
dodatkowa↪ strukture↪ geometryczna↪, topologicza↪ lub algebraiczna↪, zdefiniowana↪ na
rozpatrywanym zbiorze. Poznalísmy twierdzenie Cayleya, które mówi że, z dokÃlad-
nościa↪ do izomorfizmu, każda grupa po prostu jest pewna↪ podgrupa↪ jakiej́s grupy
bijekcji. Dowód polegaÃl na wskazaniu monomorfizmu ψ : G → ΣG.

Zetkne↪lísmy sie↪ jednak także z naste↪puja↪cym przykÃladem: każdy element grupy
G wyznacza automorfizm wewne↪trzny (a wie↪c bijekcje↪) φg : G −→ G, określony
wzorem φg(x) = gxg−1, przy czym iloczynowi elementów odpowiada zÃlożenie auto-
morfizmów. Oznacza to, że przeksztaÃlcenie φ : G −→ Aut(G) 6 ΣG zadane wzorem
φ(g) = φg jest homomorfizmem (choć na ogóÃl nie jest monomorfizmem). Opisana
sytuacja jest przykÃladem dziaÃlania grupy G na zbiorze – tutaj na zbiorze jej ele-
mentów.

3.1. Definicja. DziaÃlaniem grupy G na zbiorze X nazywamy homomorfizm
φ: G −→ ΣX . DziaÃlanie nazywamy wiernym, jeżeli φ jest monomorfizmem.

Jeżeli zadane jest dziaÃlanie grupy G na zbiorze X, to mówimy że X jest G – zbio-
rem. Zamiast oznaczenia φ(g)(x) be↪dziemy na ogóÃl używać bardziej czytelnego
symbolu φg(x). W tym zapisie φg jest nazwa↪ pewnej bijekcji zbioru X—bijekcji,
która↪ homomorfizm φ przypisuje elementowi g z grupy G. Natomiast φg(x) oznacza
wartość tej bijekcji dla argumentu x. Czasem stosuje sie↪ jeszcze bardziej uproszczony
zapis: g(x) zamiast φg(x).

Przyjrzyjmy sie↪ bliżej strukturze dowolnego G—zbioru X.

3.2. Definicja.
Orbita↪ punktu x ∈ X nazywamy zbiór

G(x) = {g(x): g ∈ G} ⊆ X.

Punktem staÃlym dziaÃlania grupy G na zbiorze X nazywamy każdy punkt speÃlniaja↪cy
warunek G(x) = {x} lub równoważnie ∀g∈G g(x) = x. Zbiór punktów staÃlych oz-
naczamy symbolem XG.
Grupa↪ izotropii punktu x ∈ X nazywamy podgrupe↪

Gx = {g ∈ G: g(x) = x} 6 G.

Rozpatrzmy na zbiorze X relacje↪ zadana↪ wzorem

x ∼ y ⇐⇒ ∃g∈G y = g(x).

Bez trudu sprawdzimy, że relacja ta jest relacja↪ równoważności, a klasa↪ abstrakcji
zawieraja↪ca↪ punkt x ∈ X jest orbita tego punktu G(x). Zatem niepusty G–zbiór X
jest suma↪ parami rozÃla↪cznych orbit.
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3.3. Definicja. DziaÃlanie grupy G na zbiorze X nazywamy tranzytywnym (inaczej:
przechodnim) wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x, y∈X ∃g∈G g(x) = y.

Zauważmy, że dziaÃlanie na niepustym zbiorze jest tranzytywne wtedy i tylko
wtedy, gdy ma dokÃladnie jedna↪ orbite↪.

Rozpatrzymy teraz podstawowy i w pewnym sensie uniwersalny przykÃlad dzia-
Ãlania grupy:
3.4. PrzykÃlad. Niech G be↪dzie dowolna↪ grupa↪, a H jej podgrupa↪. Zdefiniujemy
dziaÃlanie φ : G −→ ΣG/H , grupy G na zbiorze warstw lewostronnych G/H, wzorem
φg(xH) = (gx)H.

Odnotujmy naste↪puja↪ce wÃlasności powyższego dziaÃlania:
1. jest ono tranzytywne;
2. GgH = gHg−1.
3. jeżeli H = 1, to dziaÃlanie jest wierne, czyli φ : G −→ ΣG jest monomorfizmem.

Zauważmy, że ten ostatni fakt, to znane nam już Twierdzenie Cayley’a.
Wyjaśnienie, dlaczego powyższe dziaÃlanie jest uniwersalnym przykÃladem, poprze-
dzimy definicja↪.

3.5. Definicja. Mówimy, że dwa G–zbiory X i Y sa↪ G–izomorficzne, jeżeli istnieje
bijekcja f : X −→ Y , taka że

∀x∈X ∀g∈G f(g(x)) = g(f(x)).

Zauważmy, że zachodzi Ãlatwe, ale ważne stwierdzenie:

3.6. Stwierdzenie. Niech X be↪dzie G–zbiorem i niech x ∈ X. Wówczas przek-
sztaÃlcenie fx : G/Gx −→ G(x), zadane wzorem

fx(gGx) = g(x),

jest G–izomorfizmem G–zbiorów.

3.7. Wniosek. Jeżeli X jest G–zbiorem, to dla każdego x ∈ X

|G(x)| = [G:Gx].

Podsumowuja↪c: każdy G–zbiór jest rozÃla↪czna↪ suma orbit, a każda orbita jest
G–izomorficzna z dobrze znanym G–zbiorem (postaci G/H).

Zauważmy, że wybór punktu x ∈ X zadaje przeksztaÃlcenie f : G/Gx −→ G(x),
f(g′Gx) = g′(x). PrzeksztaÃlcenie to jest dobrze określone i jest bijekcja↪ zbiorów, co
wie↪cej taka↪, która zachowuje dziaÃlanie grupy G, to znaczy f(g(g′Gx)) = g(f(g′Gx))
dla każdego g ∈ G i każdej warstwy w G/Gx. W szczególności moc orbity jest równa
indeksowi [G : Gx]. Zbiór X jest rozÃla↪czna↪ suma↪ orbit, wie↪c moc skończonego G–
zbioru X jest równa sumie dÃlugości orbit rozpatrywanego dziaÃlania. Uwzgle↪dniaja↪c
wzór na dÃlugość orbity podany we Wniosku 3.7 możemy to stwierdzenie zapisać w
postaci naste↪puja↪cego wzoru.
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3.8. Stwierdzenie. Jeżeli X jest skończonym niepustym G–zbiorem, to

(3.9) |X| = [G : Gx1 ] + [G : Gx2 ] + · · ·+ [G : Gxn ],

gdzie G(x1), G(x2), . . . , G(xn) sa↪ wszystkimi orbitami dziaÃlania G na X.

Zanotujmy jeszcze wniosek wypÃlywaja↪cy z powyższego stwierdzenia:

3.10. Wniosek. Jeżeli X jest skończonym G–zbiorem i |G| = pk, gdzie p jest
liczba↪ pierwsza↪, to

|XG| ≡ |X| (mod p).

Dowód. Suma dÃlugości orbit jednoelementowych jest oczywíscie równa mocy zbio-
ru punktów staÃlych. Z twierdzenia Lagrange’a i Wniosku 3.7 wynika zatem, że
suma mocy pozostaÃlych orbit jest podzielna przez p. ¤

Stwierdzenie 3.8 i Wniosek 3.10 sa↪ cze↪sto używane w taki sposób, że dowodzi
sie↪ iż grupa G nie może dziaÃlać na zbiorze mocy n bez punktów staÃlych, bo liczba
n nie daje sie↪ przedstawić w postaci sumy, takiej jak we wzorze (3.9), chyba że co
najmniej jednym ze skÃladników jest jedynka. Oczywíscie dopuszczalne skÃladniki
musza↪ nie tylko być dzielnikami liczby |G| ale musza↪ to być liczby wyrażaja↪ce
indeksy podgrup grupy G (wkrótce be↪dziemy potrafili pokazać, że np. w grupie Σ5,
która jest rze↪du 120, nie ma podgrupy indeksu 8, chociaż 120 = 8 · 15).

Wniosek 3.10 pozwala także na udowodnienie ważnego, a wcale nie oczywistego
twierdzenia:

3.11. Twierdzenie Cauchy’ego. Jeżeli G jest grupa↪ skończona↪ i liczba pierwsza
p jest dzielnikiem rze↪du grupy G, to w G istnieje element rze↪du p.

Dowód. Niech X = {(g1, g2, . . . , gp) ∈ G×G× · · · ×G: g1 · g2 · . . . · gp = 1}. Zbiór
X ma |G|p−1 elementów, w szczególności

|X| ≡ 0 (mod p).

Niech f ∈ ΣX , f(g1, g2, . . . , gp) = (gp, g1, g2, . . . , gp−1). ÃLatwo sprawdzić, że
o(f) = p, a wie↪c 〈 f 〉 ∼= Zp. Zauważmy, że

X〈 f 〉 = {(g, g, . . . , g) ∈ G×G× · · · ×G : gp = 1}.

Zgodnie z Wnioskiem 3.10

|X〈 f 〉| ≡ |X| ≡ 0 (mod p).

Moc zbioru X〈 f 〉 jest na pewno różna od zera, bo na pewno (1, 1, . . . , 1) ∈ XZp .
Wobec faktu, że p

∣∣ |X〈 f 〉|, zbiór X〈 f 〉 musi zawierać jeszcze co najmniej p − 1
innych cia↪gów (g, g, . . . , g) ∈ X, teraz już takich, że g 6= 1. Oczywíscie z tego, że
g 6= 1 i gp = 1, gdzie p jest liczba↪ pierwsza↪, wynika że o(g) = p. ¤

Wróćmy do przykÃladu, od którego rozpocze↪lísmy ten rozdziaÃl.
3.12. PrzykÃlad. Niech grupa G dziaÃla na zbiorze jej elementów przez automor-
fizmy wewne↪trzne, φ : G −→ Aut(G). O automorfizmie wewne↪trznym φg mówimy
także, że jest sprze↪żeniem wyznaczonym przez element g. Jak sie↪ przekonamy, ana-
liza tego dziaÃlania odgrywa ważna↪ role↪ w badaniu struktury grupy i dlatego jego
orbity i grupy izotropii maja↪ odre↪bne nazwy:
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orbite↪ {gxg−1 : g ∈ G} elementu x nazywamy klasa↪ sprze↪żoności elementu x;
grupe↪ izotropii elementu x nazywamy centralizatorem elementu x w G i oznaczamy
symbolem CG(x). Zatem

CG(x) = {g ∈ G : gxg−1 = x},
a moc klasy sprze↪żoności elementu x jest równa [G : CG(x)].
Zbiór punktów staÃlych dziaÃlania przez automorfizmy wewne↪trzne ma już swoja↪
nazwe↪ — jest to centrum Z(G) grupy G.
Jeżeli G jest grupa↪ skończona↪, to równość (3.9) wyste↪puja↪ca w Stwierdzeniu 3.8
nazywa sie↪ równaniem klas i przybiera postać:

(3.13) |G| = |Z(G)|+ [G : CG(g1)] + [G : CG(g2)] + · · ·+ [G : CG(gk)],

gdzie g1, g2, . . . , gk jest lista↪ wszystkich nie jednoelementowych klas sprze↪żoności.

Zanotujmy ważny wniosek z równości 3.13.

3.14. Wniosek. Jeżeli |G| = pk, gdzie p jest liczba↪ pierwsza↪, k > 0, to centrum
Z(G) grupy G jest nietrywialne.

Dowód. Z równości 3.13 wynika, że |G| ≡ |Z(G)| ≡ 0 (mod p). Ponieważ
|Z(G)| ≥ 1 i p

∣∣ |Z(G)|, to |Z(G)| ≥ p, a wie↪c centrum jest nietrywialne. ¤
3.15. Wniosek. Jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪, to każda grupa G rze↪du p2 jest
przemienna.

Dowód. Mamy udowodnić, że G = Z(G). Z poprzedniego wniosku wiemy, że w
Z(G) jest jakís element nietrywialny x.
Jeżeli 〈x 〉 = G, to grupa G jest cykliczna, a wie↪c przemienna.
Jeżeli 〈x 〉 jest podgrupa↪ wÃlaściwa↪, to istnieje jakís element y ∈ G, taki że y /∈ 〈x 〉.
Oczywíscie xy = yx. Zatem 〈x, y 〉 jest grupa↪ przemienna↪. Ale 〈x, y 〉, to już na
pewno jest caÃla grupa G. ¤

Na zakończenie tych rozważań zobaczymy jak można skorzystać z wprowadzo-
nych poje↪ć odpowiadaja↪c na pytanie: Czy istnieje grupa, która ma dokÃladnie osiem
elementów rze↪du 5?

Pokażemy, że nie. Przypuśćmy, że jednak istnieje. Wówczas taka grupa G ma
dokÃladnie dwie podgrupy cykliczne rze↪du 5, H = 〈x 〉 6 G i K = 〈 y 〉 6 G.
DziaÃlanie grupy H na grupie G przez automorfizmy wewne↪trzne wyznacza dziaÃlanie
H na zbiorze podgrup grupy G. DziaÃlanie to zachowuje dwuelementowy zbiór pod-
grup 5–cio elementowych. Mamy wie↪c homomorfizm H −→ Σ2. Homomorfizm
ten jest trywialny (por. T2.6).Wynika sta↪d, że automorfizmy wewne↪trzne wyznac-
zone przez elementy grupy H zachowuja↪ podgrupe↪ K, a wie↪c grupa H dziaÃla na
grupie K i mamy homomorfizm H −→ Aut(K). Ponieważ |Aut(K)| = ϕ(5) = 4,
to analogiczne rozumowanie jak poprzednio dowodzi, że dziaÃlanie to jest trywialne.
Oznacza to w szczególności, że xyx−1 = y. SpeÃlnione sa↪ zaÃlożenia zadania 2.6, a
wie↪c 〈x, y 〉 ∼= Z5 × Z5. Wobec tego w grupie G sa↪ co najmniej 24 elementy rze↪du
5. Dochodzimy do sprzeczności z zaÃlożeniem, że jest ich dokÃladnie 8.

Klasy sprze↪żoności w grupach permutacji

Niech σ = (c1, . . . , cs) be↪dzie pewnym cyklem, a γ pewna↪ permutacja↪ w Σn.

Wówczas γσγ−1 = (γ(c1), . . . , γ(cs)) — Ãlatwo to sprawdzić w drodze bezpośrednie-
go rachunku. Korzystaja↪c (wielokrotnie) z równości axya−1 = (axa−1)(aya−1)
otrzymujemy naste↪puja↪cy wniosek.



21

3.16. Wniosek. Dwie permutacje sa↪ sprze↪żone wtedy i tylko wtedy, gdy maja↪
podobne rozkÃlady na iloczyn cykli rozÃla↪cznych, tzn. w obydwu rozkÃladach wyste↪puje
po tyle samo cykli tej samej dÃlugości.

3.17. PrzykÃlad. Permutacje (126)(347)(58)(9) i (6)(345)(29)(178) sa↪ sprze↪żone w
Σ9, bo maja↪ po jednym cyklu dÃlugości jeden, po jednej transpozycji i po dwa cykle
dÃlugości trzy w rozkÃladzie na iloczyn cykli rozÃla↪cznych.
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ZADANIA

Z3.1. Znaleźć klasy sprze↪żoności elementów grupy dihedralnej D2n.
Z 3.2. Znaleźć orbity dziaÃlania podgrupy obrotów J 6 D2n na D2n przez automor-
fizmy wewne↪trzne.

♥ Z3.3. Korzystaja↪c z twierdzenia Cauchy’ego pokazać, że każda grupa rze↪du 6 jest
izomorficzna z grupa↪ cykliczna↪ Z6 lub z grupa↪ dihedralna↪ D6.

Z3.4. Niech H 6 G be↪dzie podgrupa↪. Sprawdzić, że wzór ϕh(g) = gh−1 definiuje
homomorfizm ϕ : H −→ ΣG, ϕh(g) = gh−1, a wie↪c dziaÃlanie grupy H na grupie
G. Sprawdzić, że dziaÃlanie to jest wierne a jego orbitami sa↪ warstwy lewostronne
G wzgle↪dem H.

Z3.5. Udowodnić, że nie istnieje grupa, w której elementów rze↪du 7 jest dokÃladnie
18.

Z3.6. Niech k(G) oznacza liczbe↪ klas sprze↪żoności elementów grupy G. Udowodnić,
że jeżeli G jest skończona↪ grupa↪ nieprzemienna↪ to k(G) > |Z(G)|+ 1.
Z 3.7. Udowodnić, że jeżeli G jest grupa↪ skończona↪ i k(G) jest liczba↪ parzysta↪, to
|G| jest także liczba↪ parzysta↪.
Z 3.8. Niech G be↪dzie grupa↪ skończona↪ i niech H ≤ G, |G : H| = 2. Pokazać, że
jeżeli dla każdego h ∈ H, h 6= 1, CG(h) ≤ H, to elementy G \H tworza↪ jedna↪ klase↪
sprze↪żoności elementów G.

♥ Z3.9. Niech φ : G −→ ΣG be↪dzie monomorfizmem określonym w PrzykÃladzie 3.4.
Niech g ∈ G be↪dzie elementem rze↪du n. Znaleźć rozkÃlad na cykle rozÃla↪czne permu-
tacji φ(g).
Z3.10. Niech grupa skończona G dziaÃla na skończonym zbiorze X. Udowodnić wzór
Burnside’a:

|X/G| = 1
|G|

∑

g∈G

|Xg|

gdzie |X/G| oznacza liczbe↪ orbit dziaÃlania G na X, a |Xg| liczbe↪ punktów staÃlych
przeksztaÃlcenia wyznaczonego przez g ∈ G.

? Z3.11. Dla każdego elementu g ∈ SO(3) zdefiniujmy zbiór biegunów
B(g) = {x ∈ S2 : g(x) = x}. Niech G be↪dzie skończona↪ podgrupa↪ SO(3) i niech
B(G) =

⋃
g∈G,g 6=1 B(g). Sprawdzić, że B(G) jest skończonym podzbiorem S2,

zachowywanym przez naturalne dziaÃlanie G na S2. Korzystaja↪c ze wzoru Burn-
side’a dla dziaÃlania G na B(G) wykazać, że jedynymi skończonymi podgrupami
grupy SO(3) sa↪: grupy cykliczne Zn, n ∈ N , grupa symetrii czworościanu, sześcianu
i dwunastościanu foremnego.

? Z3.12. Pokazać, że jeżeli H 6 G jest wÃlaściwa↪ podgrupa↪ skończonego indeksu, to
zbiór

⋃
g∈G gHg−1 jest wÃlaściwym podzbiorem zbioru elementów grupy G.

Z3.13. Niech σ ∈ Σ6 6 Σ7, σ =
(

1 2 3 4 5 6
6 4 2 3 5 1

)
. Znaleźć |CΣ6(σ)| oraz

|CΣ7(σ)|.

TEST

T3.1. DziaÃlanie grupy rze↪du 27 na zbiorze 35 elementowym ma co najmniej jeden
punkt staÃly.

♥ T3.2. W klasie sprze↪żoności elementu x ∈ G jest dokÃladnie [G : CG(x))] elementów.
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♥ T3.3. Dla każdego elementu x dowolnej grupy G zachodzi zawieranie
Z(G) 6 CG(x).
T3.4. Istnieje grupa rze↪du 125 i tranzytywne dziaÃlanie tej grupy na zbiorze mocy
30.
T3.5. Dla każdej grupy rze↪du 125 istnieje dziaÃlanie tej grupy na zbiorze mocy 30
bez punktu staÃlego.
T 3.6. Dla każdej grupy rze↪du 125 istnieje tranzytywne dziaÃlanie tej grupy na zbiorze
mocy 30.
T3.7. Istnieje dziaÃlanie grupy Σ5 bez punktów staÃlych na zbiorze 20–elementowym.

♥ T3.8. Dla dowolnej grupy G i dowolnego x ∈ G, x ∈ CG(x).
T3.9. Istnieje dziaÃlanie grupy D12 na zbiorze siedmioelementowym, które ma dok-
Ãladnie dwie orbity.
T 3.10. Istnieje dziaÃlanie grupy D12 na zbiorze siedmioelementowym, które ma dok-
Ãladnie trzy orbity.
T 3.11. Istnieje co najmniej pie↪ć dziaÃlań grupy D12 na zbiorze siedmioelementowym,
które maja↪ dokÃladnie po trzy orbity i z których żadne dwa nie sa↪ D12– izomorficzne.
T 3.12. W grupie GL(2,Z7) macierzy odwracalnych o wspóÃlczynnikach z ciaÃla Z7

istnieje podgrupa indeksu 2.
T3.13. W grupie GL(2,Z7) macierzy odwracalnych o wspóÃlczynnikach z ciaÃla Z7

istnieje podgrupa indeksu 3.
♥ T3.14. Grupa przemienna rze↪du 15 jest cykliczna.

T 3.15. Grupa przemienna rze↪du 20 jest cykliczna.
T 3.16. Grupa rze↪du 10 jest cykliczna.

♥ T3.17. Grupa przemienna rze↪du 2001 jest cykliczna.
T 3.18. Jeżeli f : G −→ H jest homomorfizmem i elementy x, y ∈ G sa↪ sprze↪żone w
grupie G, to elementy f(x), f(y) sa↪ sprze↪żone w H.
T3.19. Jeżeli x, y ∈ H 6 G i elementy x i y sa↪ sprze↪żone w grupie G, to sa↪ też
sprze↪żone w grupie H.

♥ T3.20. Permutacje (12654)(235) i (1324)(56) sa↪ sprze↪żone w Σ6.
T3.21. W grupie Σ10 istnieja↪ dwa nie sprze↪żone ze soba↪ elementy rze↪du 12.
T3.22. W grupie Σ10 istnieja↪ dwa nie sprze↪żone ze soba↪ elementy rze↪du n = 9.
T 3.23. Niech σ, τ ∈ Σn 6 Σn+k, gdzie Σn 6 Σn+k jest naturalnym wÃlożeniem grup
permutacji. Jeżeli σ i τ sa↪ sprze↪żone w Σn+k, to σ i τ sa↪ sprze↪żone w Σn.
T3.24. W grupie Σ7 każde dwa elementy rze↪du 10 sa↪ sprze↪żone.
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4. Podgrupy normalne i grupy ilorazowe

Niech ϕ : G −→ H be↪dzie homomorfizmem. Rozpatrzmy zbiór warstw lewostron-
nych G/ kerϕ grupy G wzgle↪dem podgrupy kerϕ. ÃLatwo zauważyć, że

ϕ(x) = ϕ(y) ⇐⇒ x−1y ∈ kerϕ ⇐⇒ x kerϕ = y kerϕ

— homomorfizm ϕ przeprowadza dwa elementy grupy G na ten sam element grupy
H wtedy i tylko wtedy, gdy te dwa elementy wyznaczaja↪ te↪ sama↪ warstwe↪ lewo-
stronna↪. Wynika sta↪d naste↪puja↪cy wniosek:

4.1. Wniosek. Jeżeli ϕ : G −→ H jest homomorfizmem, to

|im ϕ| = [G : kerϕ].

ZaÃlóżmy teraz, że ϕ jest epimorfizmem. Wówczas ϕ : G −→ H wyznacza bi-
jekcje↪ ϕ̄ : G/ kerϕ −→ H (określona↪ wzorem ϕ̄(x kerϕ) = ϕ(x)) zbioru G/ kerϕ i
zbioru elementów grupy H. Na zbiorze warstw G/ kerϕ można wie↪c w naturalny
sposób zdefiniować dziaÃlania, tak by bijekcja ϕ̄ staÃla sie↪ izomorfizmem grup. ÃLatwo
sprawdzić, że dziaÃlania te sa↪ określone naste↪puja↪cymi wzorami:

(x kerϕ) · (y kerϕ) = xy kerϕ,

(x kerϕ)−1 = x−1 kerϕ,

a elementem neutralnym jest warstwa 1 kerϕ (czyli po prostu kerϕ).

Uwaga. Jeżeli zaÃlożymy tylko tyle, że H jest podgrupa↪ grupy G, to wzór xH ·yH =
xyH na ogóÃl nie ma sensu, bo warstwa wyste↪puja↪ca po prawej stronie zależy od
wyboru reprezentantów warstw wyste↪puja↪cych po lewej stronie. Można sie↪ o tym
przekonać rozpatruja↪c na przykÃlad zbiór warstw D6/{1, ε}.

Zdefiniujemy teraz taka↪ klase↪ podgrup, dla których powyższy wzór ma sens.

4.2. Definicja. Podgrupe↪ H 6 G nazywamy podgrupa↪ normalna↪ (lub dzielnikiem nor-
malnym), co oznaczamy symbolem H E G, wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego
g ∈ G, gHg−1 = {ghg−1 : h ∈ H} = H, czyli dla każdego automorfizmu wewne↪trz-
nego φg grupy G zachodzi równośc φg(H) = H.

4.3. Uwaga. Warunek ∀g∈G gHg−1 = H, jest równoważny warunkowi
∀g∈G gHg−1 ⊆ H.

Dowód. Wystarczy przeprowadzić Ãlatwy rachunek. Niech h ∈ H. Wówczas
h = (gg−1)h(gg−1) = g(g−1hg)g−1 ∈ gHg−1, a zatem H ⊆ gHg−1 (a zawieranie w
druga↪ strone↪ jest bezpośrednio zagwarantowane w zaÃlożeniu). ¤
4.4. Uwaga. Warunek H E G jest równoważny warunkowi ∀g∈G gH = Hg, czyli
równości warstw prawostronnych i lewostronnych.
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PrzykÃlady podgrup normalnych.

4.5. PrzykÃlad. 1 E G, G E G
4.6. PrzykÃlad. Jeżeli ϕ : G −→ H jest homomorfizmem, to kerϕ E G. Ten, jak
sie↪ okaże uniwersalny, przykÃlad ma wiele ważnych podprzykÃladów:
a) Z(G) E G, gdzie Z(G) = ker φ, φ : G −→ Aut(G)
b) SO(n) E O(n), gdzie SO(n) = ker det, det : O(n) −→ Z2.
4.7. PrzykÃlad. Każda podgrupa grupy przemiennej jest normalna. (Ta wÃlasność
nie charakteryzuje grup przemiennych — maja↪ ja↪ również niektóre grupy nieprze-
mienne, na przykÃlad Q8.)
4.8. PrzykÃlad. 1×K E H ×K i H × 1 E H ×K.

4.9. Stwierdzenie. Jeżeli H 6 G i [G : H] = 2, to H E G.

Dowód. Oczywíscie ∀g∈H∀h∈H ghg−1 ∈ H. Pozostaje przypadek, gdy g /∈ H.
Przypuśćmy, że ∃h∈H ghg−1 /∈ H. Skoro tak, to ghg−1 ∈ G \H = gH. Jak widać,
elementy g i ghg−1 należa↪ do tej samej warstwy (gH) wzgle↪dem podgrupy H. Ale
to oznacza, że g−1 · ghg−1 ∈ H. Po redukcji otrzymujemy hg−1 ∈ H, ska↪d g ∈ H,
a to oznacza sprzeczność. ¤

4.10. Wniosek. Podgrupa obrotów J = {1, ρ, . . . , ρn−1} grupy dihedralnej D2n

jest dzielnikiem normalnym.

Odnotujmy jeszcze naste↪puja↪ce, Ãlatwe do udowodnienia, wÃlasności podgrup nor-
malnych:
1) Jeżeli ϕ : G −→ H jest homomorfizmem i N E H, to ϕ−1(N) E G
2) Jeżeli ϕ : G −→ H jest epimorfizmem i N E G, to ϕ(N) E H.

Jeżeli o przeksztaÃlceniu ϕ zakÃladamy tylko tyle, że jest homomorfizmem, to w
każdym razie możemy twierdzić, że ϕ(N) E im (ϕ).

3) Jeżeli Ni E G dla i ∈ I to
⋂
i∈I

Ni E G.

4) Jeżeli N E G i K 6 G, to N ∩K E K.

4.11. PrzykÃlad. Niech H 6 G be↪dzie dowolna↪ podgrupa↪. Rozpatrzymy znany
nam homomorfizm φ : G −→ ΣG/H zadany wzorem φg(xH) = gxH, opisuja↪cy
dziaÃlanie G na zbiorze warstw G/H. Wówczas ker φ =

⋂
g∈G gHg−1 6 H jest

podgrupa↪ normalna↪ grupy G — jest to najwie↪ksza ze wzgle↪du na zawieranie pod-
grupa normalna grupy G, spośród tych, które sa↪ zawarte w H. Oczywíscie jeżeli
H E G, to H = ker φ.

Informacja, że otrzymana podgrupa jest ja↪drem homomorfizmu φ jest użyteczna
w dowodzie naste↪puja↪cego wniosku.

4.12. Wniosek. Niech H be↪dzie podgrupa↪ indeksu n w grupie skończonej G.

Wówczas istnieje podgrupa normalna N E G, N ≤ H, taka że n
∣∣[G : N ] i [G : N ]

∣∣n!
(tzn. indeks N w G jest wielokrotnościa↪ n, a dzielnikiem n!).

Dowód. Szukana↪ grupa↪ jest wÃlaśnie grupa N = ker ϕ opisana w przykÃladzie 4.11.
Podzielność n

∣∣[G : N ] jest oczywista — indeks mniejszej podgrupy jest wielokrot-
nościa↪ indeksu wie↪kszej podgrupy. Natomiast podzielność [G : N ]

∣∣n! wynika z
faktu, że |im ϕ| = [G : kerφ] = [G : N ] (Wniosek 4.1), z drugiej zaś strony
|imφ|

∣∣ |ΣG/H | (Twierdzenie Lagrange’a). ¤
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4.13. PrzykÃlad. Niech H 6 G. Zdefiniujmy podgrupe↪

NG(H) = {g ∈ G: gHg−1 = H}.

Oczywíscie H 6 NG(H) 6 G i H E NG(H). Zauważmy, że NG(H) jest najwie↪ksza↪
taka↪ podgrupa↪ grupy G zawieraja↪ca↪ H, w której H jest normalna. Jest jasne, że
jeżeli H E G, to NG(H) = G. Podgrupe↪ NG(H) nazywamy normalizatorem H w G.

Jeżeli rozpatrzymy dziaÃlanie grupy G na zbiorze jej podgrup, zadane przez au-
tomorfizmy wewne↪trzne, to NG(H) jest grupa↪ izotropii podgrupy H, a punktami
staÃlymi tego dziaÃlania sa↪ podgrupy normalne.

Jeżeli H E G, to z taka↪ para↪ zwia↪zana jest ważna konstrukcja grupy ilorazowej.

4.14. Definicja. Niech H E G. Grupa↪ ilorazowa↪ grupy G przez podgrupe↪ normalna↪
H nazywamy zbiór warstw G/H z warstwa↪ 1H jako elementem wyróżnionym i z
dziaÃlaniami:

xH · yH = xyH

(xH)−1 = x−1H.

Należy sprawdzić, że dziaÃlanie jest dobrze zdefiniowane, to znaczy nie zależy od
wyboru reprezentantów warstw. Niech xH = x′H i yH = y′H. Należy pokazać,
że xyH = x′y′H. ZaÃlożylísmy, że x−1x′ ∈ H i y−1y′ ∈ H, a chcemy wykazać że
(xy)−1x′y′ ∈ H. Rozpatrzmy cia↪g równości:

(xy)−1x′y′ = y−1x−1x′y′ = y−1x−1x′yy−1y′ =
(
y−1(x−1x′)y

)
(y−1y′).

ZaÃlożylísmy, że H E G. Zatem y−1(x−1x′)y ∈ H. Również y−1y′ ∈ H. Wobec
tego (xy)−1x′y′ ∈ H. Analogicznie sprawdzamy, że dziaÃlanie jednoargumentowe
jest dobrze określone. Fakt, że tak określone dziaÃlania speÃlniaja↪ aksjomaty grupy
jest oczywisty.

Odnotujmy także stwierdzenie:

4.15. Stwierdzenie. Jeżeli H E G, to odwzorowanie π : G −→ G/H, określone
wzorem π(g) = gH jest epimorfizmem i ker π = H.

Epimomorfizm π nazywamy rzutowaniem grupy G na grupe↪ ilorazowa↪ G/H.

4.16. PrzykÃlad. Grupa ilorazowa grupy cyklicznej G = 〈 g 〉 przez podgrupe↪ H
jest grupa↪ cykliczna↪ i oczywíscie G/H = 〈 gH 〉

Przy pomocy grupy ilorazowej możemy opisać obraz dowolnego homomorfizmu.

4.17. Twierdzenie o homomorfizmie. Niech ϕ : G −→ H be↪dzie homomor-
fizmem, a π : G −→ G/ ker ϕ rzutowaniem. Wówczas istnieje dokÃladnie je-
den monomorfizm ϕ̃ : G/ ker ϕ −→ H, taki że ϕ̃ ◦ π = ϕ. W szczególności
ϕ̃ : G/ ker ϕ −→ imϕ jest izomorfizmem.

Dowód. Szukanym monomorfizmem jest odwzorowanie ψ, określone wzorem
ψ(g ker ϕ) = ϕ(g). ¤

Zanotujmy jeszcze przydatny wniosek z powyższego twierdzenia.
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4.18. Wniosek. Niech ϕ : G −→ H be↪dzie epimorfizmem i niech K E H. Wów-
czas

G/ϕ−1(K) ∼= H/K.

Dowód. ZÃlożenie G
ϕ−→ H

πK−−→ H/K (gdzie πK : H −→ H/K jest rzutowaniem)
jest epimorfizmem, a jego ja↪drem jest ϕ−1(K). ¤

Spróbujmy teraz znaleźć wszystkie homomorfizmy G −→ H, dla danych grup G
i H lub przynajmniej obliczyć ile ich jest.
Umiemy to zadanie rozwia↪zać, gdy G = 〈 g 〉 jest grupa↪ cykliczna↪ — homomorfizm
ϕ : 〈 g 〉 −→ H jest jednoznacznie wyznaczony przez wskazanie elementu ϕ(g),
takiego że o(ϕ(g)) | o(g). Homomorfizmów jest wie↪c dokÃladnie tyle ile elementów
h ∈ H, takich że o(h) | o(g).

W przypadku dowolnej grupy G zaczniemy od zbadania liczby epimorfizmów
G −→ K dla ustalonego K. Po pierwsze trzeba znaleźć wszystkich kandydatów
na ja↪dro takiego epimorfizmu, czyli wszystkie normalne podgrupy N E G, takie
że G/N ∼= K. Nie ma tu żadnego algorytmu. Dwa epimorfizmy φ, ψ o tym
samym ja↪drze N różnia↪ sie↪ o automorfizm φ̃(ψ̃)−1 grupy K — mamy bowiem
φ = φ̃πN = φ̃(ψ̃)−1ψ̃πN = φ̃(ψ̃)−1ψ. Zatem liczba epimorfizmów G −→ K jest
równa nK · |Aut(K)|, gdzie nK jest liczba↪ normalnych podgrup G, takich że grupa
ilorazowa jest izomorficzna z K. Zanotujmy jeszcze, że |Aut(Zn)| = ϕ(n).

Na koniec przytoczymy ważny przykÃlad grupy ilorazowej. Niech A be↪dzie grupa↪
abelowa↪, a ϕ : G −→ A homomorfizmem. Wówczas ∀x,y∈G x−1y−1xy ∈ ker ϕ.

Element x−1y−1xy nazywamy komutatorem elementów x i y i oznaczamy symbolem
[x, y]. Komutantem grupy G nazywamy podgrupe↪

[G,G] = 〈 {[x, y] : x, y ∈ G} 〉.
Komutant jest podgrupa↪ normalna↪, a nawet ma pewna↪ wÃlasność jeszcze lepsza↪
niż normalność. Niech mianowicie φ : G → G be↪dzie dowolnym automorfizmem
grupy G. Wówczas φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)]. Wobec tego φ([G,G]) = [G,G]. Warunek
normalności podgrupy [G,G] w grupie G jest sÃlabszy — to ten sam warunek, ale
tylko dla φ be↪da↪cych automorfizmami wewne↪trznymi grupy G.

4.19. Definicja. Podgrupe↪ H 6 G nazywamy podgrupa↪ charakterystyczna↪, co oz-
naczamy symbolem H J G, wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego automorfizmu φ
grupy G zachodzi równość φ(H) = H.

4.20. PrzykÃlad. Dla dowolnej grupy G jej centrum Z(G) jest podgrupa↪ charak-
terystyczna↪.

Jest jasne, że grupa ilorazowa G/[G,G] jest przemienna i że wśród podgrup nor-
malnych grupy G podgrupa [G,G] jest najmniejsza↪ taka↪, że grupa ilorazowa jest
przemienna. Grupe↪ G/[G, G] nazywamy abelianizacja↪ grupy G. Jest to najwie↪ksza
przemienna grupa ilorazowa grupy G. Precyzyjnie wyraża to naste↪puja↪ce twierdze-
nie.

4.21. Twierdzenie. Dla każdego homomorfizmu ϕ : G −→ A, gdzie A jest grupa↪
przemienna↪, istnieje dokÃladnie jeden homomorfizm ψ : G/[G,G] −→ A, taki że
ψ ◦ π = ϕ (π : G −→ G/[G,G] jest rzutowaniem).
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Permutacje parzyste

W każdej grupie permutacji Σn, n ≥ 2 istnieje podgrupa normalna indeksu
2, oznaczana symbolem An — tak zwana grupa alternuja↪ca (albo: grupa permutacji
parzystych). Okaże sie↪, że dla n ≥ 5 jest to jedyna nietrywialna wÃlaściwa podgrupa
normalna grupy Σn.

Grupy, które maja↪ maÃlo podgrup normalnych sa↪ z pewnych wzgle↪dów szczególnie
interesuja↪ce. Wobec tego odnotujmy w tym miejscu naste↪puja↪ca↪ definicje↪.

4.22. Definicja. Niech G be↪dzie nietrywialna↪ grupa↪. Jeżeli jedynymi podgrupami
normalnymi grupy G sa↪ G i podgrupa trywialna, to mówimy, że grupa G jest grupa↪
prosta↪.

Oczywistym przykÃladem grupy prostej jest dowolna grupa Zp, gdzie p jest liczba↪
pierwsza↪. Grupy Zp sa↪ jedynymi przemiennymi grupami prostymi. Grupy An (dla
n ≥ 5) również sa↪ proste (to już jest mniej oczywiste; pokażemy to dla n = 5).

Przechodzimy do opisu grup alternuja↪cych.
Skonstruujemy najpierw monomorfizm Ψ : Σn −→ GL(n,R). Wybieramy baze↪

uporza↪dkowana↪ e1, . . . , en w Rn i określamy Ψ(σ) jako przeksztaÃlcenie liniowe, które
permutuje elementy bazy tak jak każe σ, to jest Ψ(σ)(ei) = eσ(i). Wyznacznik
macierzy takiego przeksztaÃlcenia jest równy±1. Zatem mamy homomorfizm det◦Ψ :
Σn −→ {−1, 1} 6 R∗

4.23. Definicja. Permutacje↪ nazywamy permutacja↪ parzysta↪, jeżeli należy do ja↪dra
homomorfizmu det ◦Ψ. W przeciwnym przypadku permutacje↪ nazywamy permutacja↪
nieparzysta↪. Podgrupe↪ permutacji parzystych grupy Σn oznaczamy symbolem An.

Jako ja↪dro pewnego homomorfizmu podgrupa An ≤ Σn jest oczywíscie normalna
w Σn. Z twierdzenia o izomorfizmie wynika, że dla n ≥ 2, Σn/An

∼= Z2.
Ponadto zÃlożenie

X dwóch permutacji parzystych jest permutacja↪ parzysta↪,
X dwóch permutacji nieparzystych jest permutacja↪ parzysta↪,
X permutacji parzystej i permutacji nieparzystej jest permutacja↪ nieparzysta↪.

Zbadamy parzystość cykli. Jest jasne, że cykl dÃlugości 2, czyli transpozycja, jest
permutacja↪ nieparzysta↪ — wynika to z algorytmu liczenia wyznacznika. Aby ocenić
parzystość cyklu dowolnej dÃlugości odnotujmy najpierw naste↪puja↪cy fakt.

4.24. Stwierdzenie. Zachodzi równość:

(a1, a2, . . . , ak) = (a1, ak)(a1, ak−1) . . . (a1, a3)(a1, a2).
¤

4.25. Wniosek. Cykl dÃlugości k jest permutacja↪ parzysta↪ jeżeli k jest liczba↪ niepa-
rzysta↪, a permutacja↪ nieparzysta↪ jeżeli k jest liczba↪ parzysta↪. Jeżeli permutacja jest
iloczynem cykli o dÃlugościach k1, . . . , ks, to jest ona parzysta wtedy i tylko wtedy,
gdy wśród liczb k1, . . . , ks jest parzyście wiele parzystych. ¤

Na zakończenie tego rozdziaÃlu udowodnimy, że A5 jest grupa↪ prosta↪.
Zaczniemy od policzenia ile jest klas sprze↪żoności elementów A5 i ile elementów

liczy każda klasa. Przypomnijmy, że w dowolnej grupie G moc klasy sprze↪żoności
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elementu x jest równa [G : CG(x)]. W poniższej tabeli przedstawiamy możliwe
typy rozkÃladów na cykle, rze↪dy centralizatorów, moce klas sprze↪żoności elementów
każdego typu (conj(x)), liczby elementów o ustalonym typie rozkÃladu (sim(x)) i
liczby klas sprze↪żoności elementów o danym typie rozkÃladu.

Tabela

rozkÃlad na cykle |CA5(x)| conj(x) sim(x) liczba klas sprze↪żoności

(.)(.)(.)(.)(.) 60 1 1 1

(..)(..)(.) 4 15 15 1

(...)(.)(.) 3 20 20 1

(.....) 5 12 24 2

4.26. Twierdzenie. Grupa A5 jest prosta.

Dowód. Podgrupa normalna (w każdej grupie) jest zawsze suma↪ mnogościowa↪
pewnych klas sprze↪żoności — bo jeżeli pewien element należy do tej podgrupy
normalnej, to już caÃla jego klasa sprze↪żoności musi być w niej zawarta. Zatem
rza↪d podgrupy normalnej musi sie↪ dać wyrazić jako suma liczebności pewnych
klas sprze↪żoności. W przypadku podgrupy normalnej N grupy A5 dochodzimy
do wniosku, że |N | = 1 + b · 15 + c · 20 + d · 12, przy czym wspóÃlczynniki b i c
moga↪ przyjmować wartości 0 lub 1, a wspóÃlczynnik d być może również 2 (bo sa↪
dwie klasy sprze↪żoności cykli dÃlugości 5 w grupie A5 i być może obie sa↪ zawarte
w N). Z twierdzenia Lagrange’a wiemy, że |N | ∣∣ 60. ÃLatwo sprawdzić, że jedynymi
dzielnikami liczby 60, daja↪cymi sie↪ przedstawić w ża↪dany sposób sa↪ 1 i 60. Zatem w
A5 nie ma podgrup normalnych innych niż sama grupa A5 i jej podgrupa trywialna.
¤
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ZADANIA

♥ Z4.1. Pokazać, że podgrupa H 6 G jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
każdego elementu g ∈ G, jego warstwa lewostronna wzgle↪dem podgrupy H jest
równa jego warstwie prawostronnej wzgle↪dem podgrupy H, to jest gH = Hg.

♥ Z4.2. Pokazać, że jeżeli H E G, to każda podgrupa grupy G/H jest postaci K/H,
gdzie K 6 G jest podgrupa↪ zawieraja↪ca↪ H. Ponadto udowodnić, że K/H E G/H
wtedy i tylko wtedy, gdy K E G, i że wówczas

G/H
/

K/H ∼= G/K.

♥ Z4.3. Niech H E G. Niech π : G −→ G/H be↪dzie rzutowaniem, a K 6 G podgrupa↪.
Udowodnić, że
a) π−1(π(K)) = K ·H = {k · h: k ∈ K, h ∈ H} 6 G. Ponadto K ·H = H ·K =
〈K ∪H 〉

b) K/(K ∩H) ∼= (K ·H)/H.
c) podać przykÃlady podgrup H 6 G i K 6 G, takich że K ·H nie jest podgrupa↪

grupy G.
Z4.4. Znaleźć abelianizacje↪ grupy D2n.
Z 4.5. Niech H E G. Udowodnić, że ∀x, y∈G xy ∈ H ⇒ yx ∈ H. Podać przykÃlad, że
jeżeli zakÃladamy tylko H 6 G, to wynikanie nie ma miejsca.
Z 4.6. Pokazać, że każda podgrupa w Q8 jest normalna, choć Q8 nie jest abelowa.
Z 4.7. Niech K E G i | G/K |= n < ∞. Pokazać, że:
a) dla każdego g ∈ G, gn ∈ K.
b) jeżeli g ∈ G i gm ∈ K oraz (n,m) = 1, to g ∈ K.
Z 4.8. ZaÃlóżmy, że K E G i | K |= m < ∞. Niech n ∈ N i (n,m) = 1 i niech g ∈ G.
Udowodnić, że:
a) jeżeli o(g) = n, to o(gK) = n.
b) jeżeli w grupie ilorazowej G/K zachodzi o(gK) = n, to istnieje element g′ ∈ G,
taki że o(g′) = n oraz gK = g′K.
Z 4.9. Niech H E G i K E G. Pokazać, że jeżeli G/K, G/H sa↪ grupami abelowymi,
to G/H ∩K jest grupa↪ abelowa↪.

♥ Z4.10. Niech N E G be↪dzie podgrupa↪ normalna↪, a π : G −→ G/N rzutowaniem.
Niech S ⊂ G be↪dzie zbiorem elementów G, takim że 〈π(S) 〉 = G/N. Udowodnić,
że jeżeli X ⊂ N i 〈X 〉 = N to 〈S ∪X 〉 = G.

♥ Z4.11. Pokazać, że jeżeli K J H i H E G to K E G. Podać przykÃlad takich
podgrup K E H i H E G, że K 5 G.
Z4.12. Udowodnić, że jeżeli n ≥ 3, to Jn J D2n.
Z 4.13. Udowodnić, że jeżeli K E G to Z(K) E G.
Z 4.14. Udowodnić, że jeżeli [G,G] 6 H 6 G, to H E G.
Z 4.15. Niech n ≥ 3. Udowodnić, że jeżeli n jest nieparzyste, to Z(D2n) = 1, a jeżeli
n jest parzyste to D2n/Z(D2n) ∼= Dn.
Z4.16. Pokazać, że podgrupa grupy obrotów grupy dihedralnej jest normalna. Po-
kazać, że jeżeli k · l = n, to D2n/〈 ρk 〉 ∼= D2k.
Z4.17. Wykazać, że jeżeli w grupie G istnieje podgrupa skończonego indeksu, to
istnieje zawarta w niej podgrupa normalna skończonego indeksu.

♥ Z4.18. Pokazać, że jeżeli p jest najmniejsza↪ liczba↪ pierwsza↪ dziela↪ca↪ |G| i H 6 G,
|G : H| = p, to H E G.
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Z4.19. (Hölder) Niech H E G, gdzie G jest grupa↪ skończona↪ a H grupa prosta↪.
Pokazać, że jeżeli |H|2 nie dzieli |G|, to H jest jedyna↪ podgrupa↪ G izomorficzna↪ z
H.
Z 4.20. Udowodnić, że GL(2,Z3)/Z(GL(2,Z3)) jest izomorficzne z Σ4.
Z 4.21. Jeżeli G jest skończona↪ grupa↪ przemienna↪ i n

∣∣ |G|, to w grupie G istnieje
podgrupa rze↪du n i podgrupa indeksu n.
Z4.22. Niech G be↪dzie grupa↪ skończona↪. Pokazać, że G zawiera podgrupe↪ normalna↪
indeksu p, gdzie p jest liczba↪ pierwsza↪, wtedy i tylko wtedy, gdy p

∣∣ |G/[G,G]|.
Z 4.23. Udowodnić, że jeżeli |G| = 2r, r > 1 i ¬(2 | r), to G nie jest grupa↪ prosta↪
(wskazówka: patrz zadanie 3.9).

4.24. Definicja. Grupe↪ G nazywamy doskonaÃla↪, jeżeli [G,G] = G.

Z4.25. Niech G be↪dzie grupa↪ doskonaÃla↪, a K E G podgrupa↪ cykliczna↪ normalna↪.
Pokazać, że K 6 Z(G).
Z 4.26. Które z naste↪puja↪cych permutacji w Σ6 sa↪ parzyste: (123456), (12345),
(123)(45), (23)(46)?
Z 4.27. Niech H 6 Σn, n > 1. Udowodnić, że jeżeli H zawiera permutacje↪ niepa-
rzysta↪, to H zawiera podgrupe↪ indeksu 2.
Z 4.28. W An, n ≥ 3 znaleźć podgrupe↪ generowana↪ przez 3-cykle.

♥ Z4.29. Udowodnić, że dla n ≥ 3, Z(Σn) = 1.
? Z4.30. Udowodnić, że dla n 6= 6 każdy automorfizm grupy Σn, n > 2 jest wew-

ne↪trzny.
Z 4.31. Rozpatrzmy grupy Σ4 oraz A4.
a) Wyznaczyć klasy sprze↪żoności elementów Σ4 oraz A4 .
b) Wskazać dwa elementy A4, które sa↪ sprze↪żone w Σ4, a nie sa↪ sprze↪żone w A4.
c) Znaleźć Z(A4).
d) Wykazać, że w A4 istnieje tylko jedna podgrupa rze↪du 4, wie↪c jest ona charak-

terystyczna.
e) Udowodnić, że w A4 nie istnieje podgrupa rze↪du 6.
f) Znaleźć [A4, A4].
Z4.32. Niech H 6 Σn. Pokazać, że jeżeli H * An, to H ·An = Σn i |H| = 2|H∩An|.

♥ Z4.33. Niech σ ∈ An. Pokazać, że klasa sprze↪żoności w Σn elementu σ jest równa
jego klasie sprze↪żoności w An jeżeli CΣn(σ) * An lub jest suma↪ dwóch różnych
równolicznych klas sprze↪żoności w An jeżeli CΣn(σ) ⊆ An.

Z4.34. Niech σ be↪dzie elementem rze↪du 5 w grupie A5. Wówczas |C
A5

(σ)| =
(gdzie CG(x) oznacza zbiór elementów przemiennych z x w grupie G).
Z 4.35. Udowodnić, że grupa zachowuja↪cych orientacje↪ R3 izometrii sześcianu jest
izomorficzna z grupa↪ Σ4 (patrz P.C.Aleksandrow: Wwiedienije w teoriu grup).

? Z4.36. Udowodnić, że grupa zachowuja↪cych orientacje↪ R3 izometrii dwudziestościa-
nu foremnego jest izomorficzna z grupa↪ A5 (patrz P.C.Aleksandrow: Wwiedienije
w teoriu grup).

♥ Z4.37. Niech Φ : G −→ Aut(G) be↪dzie dziaÃlaniem przez automorfizmy wewne↪trzne.
Niech < be↪dzie zbiorem podgrup grupy G i rozpatrzmy na nim dziaÃlanie grupy G
wyznaczone przez Φ. Wówczas:
a) Podgrupa H ∈ < jest punktem staÃlym rozpatrywanego dziaÃlania wtedy i tylko

wtedy, gdy H E G.
b) Grupa↪ izotropii podgrupy H ∈ < jest jej normalizator

NG(H) = {g ∈ G: gHg−1 = H} 6 G.
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c) Liczba podgrup G sprze↪żonych z H, czyli moc orbity H, jest równa indeksowi
[G : NG(H)] i dzieli indeks [G : H].

♥ Z4.38. Niech H 6 G. Rozpatrzmy dziaÃlanie G na zbiorze warstw G/H opisane
w PrzykÃladzie 3.4 i ograniczmy je do podgrupy K 6 G. Pokazać, że warstwa gH
jest punktem staÃlym dziaÃlania grupy K wtedy i tylko wtedy, gdy K 6 gHg−1. W
szczególności, jeżeli K = H, to (G/H)H = NG(H)/H

TEST

♥ T4.1. Jeżeli f : G → H jest izomorfizmem i N E G, to G/N ∼= H/f(N)).
T4.2. Cykle (1, 2, 3, 4, 5) i (1, 3, 5, 2, 4) sa↪ sprze↪żone w A5.
T4.3. Cykle (1, 2, 3, 4, 5) i (1, 3, 5, 2, 4) sa↪ sprze↪żone w Σ5.
T4.4. Podgrupa rze↪du 2 w Q8 jest charakterystyczna.
T 4.5. Podgrupa indeksu 2 w Q8 jest charakterystyczna.
T 4.6. Jeżeli 〈X 〉 = H 6 G i dla każdego g ∈ G, gXg−1 = X, to H E G.
T4.7. Jeżeli 〈X 〉 = H 6 G i dla każdego g ∈ G, gXg−1 ⊆ X, to H E G.
T4.8. Jeżeli 〈X 〉 = H 6 G i dla każdego φ ∈ Aut(G), φ(X) = X, to H J G.
T4.9. Jeżeli 〈X 〉 = H 6 G i dla każdego φ ∈ Aut(G), φ(X) ⊆ X, to H J G.
T4.10. Jeżeli H E K i K E G, to H E G.
T4.11. Jeżeli H E K i K J G, to H E G.
T4.12. Jeżeli H J K i K J G, to H E G.
T4.13. Jeżeli H J K i K J G, to H J G.
T4.14. Jeżeli K 6 G, to Z(K) = K ∩ Z(G).
T 4.15. Dla dowolnej grupy G i jej elementów g1, g2, . . . , gk iloczyn
g1g2 · · · gkg−1

1 g−1
2 · · · g−1

k ∈ [G,G].
T 4.16. Niech H be↪dzie podgrupa↪ normalna↪ w grupie G. Jeżeli H * Z(G), to istnieje
nietrywialny homomorfizm G −→ Aut(H).
T4.17. Grupa G może zawierać podgrupe↪ wÃlaściwa↪ normalna↪ z nia↪ izomorficzna↪.
T 4.18. Jeżeli x ∈ H ≤ G, to klasa sprze↪żoności elementu x w grupie H jest zawarta
w klasie sprze↪żoności elementu x w grupie G.
T4.19. Jeżeli grupa rze↪du 2000 zawiera dokÃladnie 4 elementy rze↪du 5, to posiada
wÃlaściwa↪ nietrywialna↪ podgrupe↪ normalna↪ (czyli nie jest prosta).
T 4.20. Jeżeli w dowolnej grupie podgrupa rze↪du trzy jest normalna, to jest zawarta
w centrum grupy.
T 4.21. Jeżeli w grupie rze↪du nieparzystego podgrupa rze↪du trzy jest normalna, to
jest zawarta w centrum grupy.
T 4.22. Jeżeli A E G jest abelowa↪ podgrupa↪ normalna↪, to Z(G) ≤ A.
T 4.23. Istnieje n, takie że [D2n, D2n] = D2n

T4.24. Niech H ≤ G, K ≤ G be↪da↪ podgrupami. Jeżeli zbiór HK = {hk : h ∈
H, k ∈ K} jest podgrupa↪ G to HK = KH.
T 4.25. Niech H ≤ G, K ≤ G be↪da↪ podgrupami.Jeżeli HK = KH to HK jest
podgrupa↪ G
T4.26. Jeżeli zbiór HK = {hk : h ∈ H, k ∈ K} jest podgrupa↪ G to H E G lub
K E G.
T 4.27. Jeżeli HK jest podgrupa↪ G to |HK| = |K||H|.
T4.28. Jeżeli [G : H] = 2 i K E H, to K E G.
T 4.29. Podgrupa grupy obrotów grupy D2n jest normalna w D2n.
T4.30. Podgrupa indeksu 2 jest zawsze podgrupa↪ charakterystyczna↪.
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T4.31. Niech σ be↪dzie elementem rze↪du 5 w grupie A5. Wówczas σ i σ2 sa↪ sprze↪żone
w A5.
T4.32. Niech σ be↪dzie elementem rze↪du 5 w grupie A5. Wówczas σ i σ−1 sa↪ sprze↪żo-
ne w A5.
T4.33. W grupie A5 każde dwa elementy rze↪du 5 sa↪ sprze↪żone.
T 4.34. W grupie A5 każde dwa elementy rze↪du 2 sa↪ sprze↪żone.
T 4.35. Jeżeli G jest grupa↪ skończona↪ i [G : [G,G]] = 10 to istnieje podgrupa K 6 G
izomorficzna z Z10.

♥ T4.36. Jeżeli G jest grupa↪ skończona↪ i [G : [G,G]] = 10 to istnieje podgrupa nor-
malna K E G indeksu 5.

♥ T4.37. Jeżeli H E G, to [H,H] E G.
T4.38. Jeżeli G jest nieprzemienna↪ grupa↪ rze↪du 125, to G/Z(G) jest izomorficzne z

T 4.39. Jeżeli G jest nieprzemienna↪ grupa↪ rze↪du 125, to [G,G] = Z(G).
T 4.40. An E Σn jest podgrupa↪ charakterystyczna↪.
T 4.41. W grupie Σ7 każde dwa elementy rze↪du 10 sa↪ sprze↪żone.
T 4.42. Istnieje dziaÃlanie grupy Σ5 bez punktów staÃlych na zbiorze 20–elementowym.

T 4.43. Permutacja
(

1 2 3 4 5 6
3 2 6 5 4 1

)
jest parzysta.

T 4.44. Niech σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
3 5 1 8 2 4 7 6

)
. Wówczas σ4 jest permutacja↪ pa-

rzysta↪.
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5. Rozszerzenia. Produkt i produkt póÃlprosty

W rozdziale czwartym zdefiniowalísmy poje↪cie podgrupy normalnej. Jeżeli
N E G, to zdefiniowana jest grupa ilorazowa i rzutowanie π : G −→ G/N. Powstaje
pytanie, do jakiego stopnia struktura grupy G jest zdeterminowana przez grupy N
i G/N. Czy klasa izomorfizmu grupy G jest wyznaczona jednoznacznie przez N i
G/N? Czy może jest tak przy jakichś jeszcze dodatkowych zaÃlożeniach o poÃlożeniu
podgrupy N w grupie G? A może przy jeszcze jakichś dodatkowych informacjach?

W zwia↪zku z tym be↪dziemy obecnie rozważać różne sytuacje zwia↪zane z istnie-
niem w grupie G podgrupy normalnej. Przypomnijmy definicje↪ grupy prostej.

5.1. Definicja. Niech G be↪dzie nietrywialna↪ grupa↪. Jeżeli jedynymi podgrupami
normalnymi grupy G sa↪ sama grupa G i podgrupa trywialna, to mówimy, że grupa
G jest grupa↪ prosta↪.

W rozdziale czwartym pokazalísmy, że A5 jest grupa↪ prosta↪ i wspomnielísmy, że
wszystkie grupy alternuja↪ce An, n ≥ 5, sa↪ proste. Jedynymi przemiennymi grupami
prostymi sa↪ grupy cykliczne Zp, gdzie p jest liczba↪ pierwsza↪. Grupy proste sa↪ jakby
”nierozkÃladalnymi cegieÃlkami, z których zbudowane sa↪ inne grupy”. Skończone
grupy proste zostaÃly sklasyfikowane. Dowód twierdzenia o klasyfikacji grup prostych
byÃl jednym z najwie↪kszych przedsie↪wzie↪ć w historii matematyki i zostaÃl zakończony
w kwietniu 1981 roku. Jednym z najważniejszych jego kroków byÃlo twierdzenie
Feita i Thompsona, z którego wynika, że rza↪d skończonej nieabelowej grupy prostej
jest liczba↪ parzysta↪. Dowód tego twierdzenia, opublikowany w 1963 roku w pracy
Solvability of groups of odd order, zajmuje 225 stron.

Przejdziemy do sytuacji, gdy grupa G posiada podgrupe↪ normalna↪ N, o której
na razie nic wie↪cej nie zakÃladamy. Wówczas N jest oczywíscie ja↪drem rzutowania
π grupy G na iloraz G/N. Możemy to zapisać w naste↪puja↪cej postaci:

N −→ G
π−→ G/N.

Bardziej ogólnie:

5.2. Definicja. Mówimy, że grupa G jest rozszerzeniem grupy N za pośrednictwem

grupy H, jeżeli istnieja↪: monomorfizm i oraz epimorfizm π, N
i−→ G

π−→ H, takie że
kerπ = im i.

Jak można sie↪ spodziewać, informacja że G jest rozszerzeniem grupy N za
pośrednictwem grupy H nie wystarczy do zidentyfikowania typu izomorficznego
grupy G.
5.3. PrzykÃlad. Niech G be↪dzie rozszerzeniem Z2 → G → Z2. Wówczas grupa G
może równie dobrze być izomorficzna z Z4, jak i z Z2 × Z2.

Definicja dopuszcza możliwości N = 1 i N = G. Rozszerzenia G
id−→ G −→ 1 i

1 −→ G
id−→ G sa↪ jednak maÃlo interesuja↪ce.

Czasami podgrupa normalna jest poÃlożona w rozpatrywanej grupie w szczególnie
dobry sposób, opisany w naste↪puja↪cej definicji.

5.4. Definicja. Niech N E G. Podgrupe↪ D 6 G nazywamy dopeÃlnieniem normal-
nym podgrupy N wtedy i tylko wtedy, gdy N ∩D = 1 i N ·D = G,
gdzie N ·D = {ax : a ∈ N, x ∈ D}.
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Grupe↪ G nazywamy wówczas produktem póÃlprostym wewne↪trznym podgrupy normalnej
N i jej dopeÃlnienia normalnego D.

Produkt póÃlprosty wewne↪trzny ma ważna↪ wÃlasność jednoznaczności przedsta-
wienia elementu w postaci iloczynu. Jest to zreszta↪ prawda↪ nawet w sytuacji nieco
ogólniejszej, opisanej poniżej.

5.5. Stwierdzenie. Jeżeli H,K 6 G, H ∩K = 1 i ax = by, a, b ∈ H, x, y ∈ K,
to a = b i x = y. Zatem |HK| = |H| · |K|.
Uwaga: Zauważmy, że zbiór HK to tylko podzbiór grupy G, a niekoniecznie pod-
grupa.
Dowód. ax = by ⇔ b−1a = yx−1. Skoro b−1a ∈ H, a yx−1 ∈ K, to b−1a, yx−1 ∈
H ∩K = 1, czyli a = b i x = y. ¤

Odnotujmy jeszcze przydatny wniosek dla grup skończonych.

5.6. Wniosek. Jeżeli N E G, D 6 G, N ∩ D = 1 i |N | · |D| = |G| < ∞, to
ND = G, czyli G jest produktem póÃlprostym wewne↪trznym N i D.

Dowód. Na mocy Stwierdzenia 5.5 zbiór ND ma |N | · |D| = |G| elementów, czyli
rzeczywíscie ND = G. ¤

Zwróćmy uwage↪ na to, że wbrew nazwie, dopeÃlnienie normalne nie musi być
podgrupa↪ normalna↪. Jeżeli jednak jest podgrupa↪ normalna↪, to jest to sytuacja już
nam znana:

5.7. Definicja. Jeżeli M,N E G, N ∩M = 1 i N ·M = G, to grupe↪ G nazywamy
produktem prostym wewne↪trznym podgrup N i M.

Poje↪cie produktu prostego wewne↪trznego jest bardzo zbliżone do poje↪cia pro-
duktu grup, zdefiniowanego w rozdziale 1.

5.8. Twierdzenie. Jeżeli grupa G jest produktem prostym wewne↪trznym podgrup
M, N E G, to G jest izomorficzna z produktem M ×N. Odwzorowanie
f : M ×N → G zadane wzorem f(m,n) = mn jest izomorfizmem.

Dowód. Zaczniemy od wykazania, że ∀x∈M∀y∈N xy = yx. Oczywíscie xy = yx ⇔
xyx−1y−1 = 1. Zauważmy, że

xyx−1y−1 = (xyx−1)y−1.

Ale xyx−1 ∈ N, bo N jest podgrupa↪ normalna↪. Również y−1 ∈ N. Zatem

(1) xyx−1y−1 ∈ N.

Analogicznie, wykorzystuja↪c normalność M, pokazujemy, że

(2) xyx−1y−1 ∈ M.

Zestawiaja↪c fakty (1) i (2) wnioskujemy, że xyx−1y−1 ∈ M ∩N = 1, czyli
xyx−1y−1 = 1, a wie↪c istotnie xy = yx. Teraz już Ãlatwo sprawdzić, że

f((m1, n1)(m2, n2)) = f(m1m2, n1n2) = m1m2n1n2 = (m1n1)(m2n2) =
f(m1, n1)f(m2, n2), co dowodzi, że f jest homomorfizmem. Zatem jest też izomor-
fizmem, bo oczywíscie jest bijekcja↪ (różnowartościowość wynika ze Stwierdze-
nia 5.5). ¤

Zauważmy, że dla grup skończonych mamy naste↪puja↪ce użyteczne kryterium:
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5.9. Wniosek. Jeżeli N E G, D E G, N ∩ D = 1 i |N | · |D| = |G| < ∞, to G
jest produktem prostym wewne↪trznym N i D.

Wróćmy do sytuacji ogólniejszej. Pokażemy, że jeżeli N E G i D 6 G, to zbiór
ND jest podgrupa↪ grupy G (patrz też zadanie 4.3). Przypomnijmy naste↪puja↪ce
oznaczenie: ϕx jest automorfizmem wewne↪trznym grupy G zadany wzorem
ϕx(a) = xax−1.

5.10. Stwierdzenie. Jeżeli N E G i D 6 G, to zbiór ND jest podgrupa↪ grupy
G. W szczególności

X ax · by = aϕx(b) · xy,

XX (a · x)−1 = ϕx−1(a−1) · x−1.

Dowód. Mamy dowieść, że zbiór ND jest zamknie↪ty ze wzgle↪du na dziaÃlania gru-
powe. Oczywíscie wystarczy udowodnić prawdziwość wzorów X i XX. W tym celu
wykonujemy naste↪puja↪ce rachunki.

ax · by = axb(x−1x)y = a(xbx−1)xy = aϕx(b) · xy,

(a · x)−1 = x−1a−1 = x−1a−1(xx−1) = (x−1a−1x)x−1 = ϕx−1(a−1) · x−1. ¤

Z powyższych wzorów natychmiast wynika naste↪puja↪cy wniosek.

5.11. Wniosek. Jeżeli grupa G jest produktem póÃlprostym podgrup N E G i
D 6 G, to odwzorowanie p : G −→ D zadane wzorem p(ax) = x jest epimor-
fizmem grupy G na grupe↪ D. Oczywíscie ker f = N. Tak wie↪c produkt póÃlprosty jest
szczególnym przypadkiem rozszerzenia: N ↪→ G

p−→ D

Opiszemy teraz bardzo użyteczna↪ konstrukcje↪ produktu póÃlprostego zewne↪trz-
nego.

5.12. Definicja. Niech N i D be↪da↪ grupami, a ϕ : D −→ Aut(N) homomor-
fizmem. Wówczas na iloczynie kartezjańskim N × D można określić struktrure↪
grupy, definiuja↪c dziaÃlania w naste↪puja↪cy sposób.

1 = (1N , 1D)

X (a, x)(b, y) = (aϕx(b), xy)

X X (a, x)−1 = (ϕx−1(a−1), x−1).

Tak skonstruowana↪ grupe↪ nazywamy produktem póÃlprostym grup N i D i oznaczamy
N oϕ D lub po prostu N oD.

5.13. Uwaga. Jeżeli ϕ : D −→ Aut(N) jest homorfizmem trywialnym, to zdefi-
niowane dziaÃlania sa↪ identyczne z dziaÃlaniami

(a, x)(b, y) = (ab, xy)

(a, x)−1 = (a−1, x−1),
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czyli produkt póÃlprosty jest w tej sytuacji tożsamy z produktem prostym.

5.14. Uwaga. W produkcie póÃlprostym N oD sa↪ speÃlnione równości

(a, 1)(b, 1) = (ab, 1)

(1, x)(1, y) = (1, xy)

(3) (1, x)(a, 1)(1, x)−1 = (ϕx(a), 1)
(a, 1)(1, x) = (a, x)

Oznacza to, że elementy postaci (a, 1) stanowia↪ podgrupe↪ normalna↪ N̄ izomorficzna↪
z grupa↪ N , elementy postaci (1, x) stanowia↪ podgrupe↪ D̄ izomorficzna↪ z grupa↪ D,

a caÃla grupa N oD jest produktem póÃlprostym wewne↪trznym podgrup N̄ i D̄.

Podobnie jak w przypadku produktu, poje↪cie produktu póÃlprostego wewne↪trz-
nego jest bardzo zbliżone do poje↪cia produktu póÃlprostego grup.

5.15. Twierdzenie. Jeżeli grupa G jest produktem póÃlprostym wewne↪trznym pod-
grup N E G i D 6 G, to G jest izomorficzna z produktem póÃlprostym N oϕ D,
gdzie ϕ : D −→ Aut(N) jest zadane wzorem ϕx(a) = axa−1. Odwzorowanie
f : N oϕ D → G zadane wzorem f(a, x) = ax jest izomorfizmem.

Dowód. ÃLatwo sprawdzić, że

f((a, x)(b, y)) = f(aϕx(b), xy) = aϕx(b)xy = axbx−1xy = axby = f(a, x)f(b, y),

co dowodzi, że f jest homomorfizmem. Zatem f jest izomorfizmem, bo oczywíscie
jest bijekcja↪ (różnowartościowość wynika ze Stwierdzenia 5.5). ¤
5.16. PrzykÃlady.
1) Grupa O(n) jest produktem póÃlprostym wewne↪trznym SO(n) E O(n) i Z2. Dla

nieparzystej liczby n jest to produkt prosty (bo wówczas −I /∈ SO(n), a przy
tym −I ∈ Z(O(n))).

2) Grupa Aff(n) izomorfizmów afinicznych przestrzeni Rn jest produktem póÃlpro-
stym wewne↪trznym grupy przesunie↪ć przestrzeni Rn i grupy GL(n,Rn).

3) Grupa Iso(n) izometrii przestrzeni Rn (wyposażonej w iloczyn skalarny) jest
produktem póÃlprostym wewne↪trznym grupy przesunie↪ć R

n i O(n).
4) Grupa permutacji Σn jest produktem póÃlprostym wewne↪trznym grupy An i grupy
Z2.
W powyższych przykÃladach obserwowalísmy istnienie struktury produktu póÃlpro-

stego w znanych nam ska↪dina↪d grupach. Dzie↪ki produktowi póÃlprostemu możemy
także konstruować różne nowe przykÃlady grup — jeżeli mamy jaka↪́s wiedze↪ na temat
automorfizmów znanych już grup. Dlatego najpierw udowodnimy naste↪puja↪ce
stwierdzenie.

5.17. Stwierdzenie. Jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪, to Aut(Zp) ∼= Zp−1.

Dowód. ÃLatwo sie↪ przekonać, że każdy automorfizm f grupy
Zp = {e, γ, γ2, . . . , γp−1} jest postaci

f(x) = xs,
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gdzie s = 1, 2, . . . , p−1. Oznaczmy taki automorfizm symbolem ϕs. ÃLatwo zauważyć,
że ϕs ◦ ϕr = ϕsr(modp). Z tego natychmiast widać, że Aut(Zp) jest izomorficzna z
grupa↪ niezerowych reszt z dzielenia przez p z mnożeniem modulo p jako dziaÃlaniem
dwuargumentowym. Ale to jest po prostu grupa multiplikatywna ciaÃla Fp. W ciele
Fp jest nie wie↪cej niż k elementów x speÃlniaja↪cych równanie xk = 1 (bo wielomian
stopnia k nie może mieć wie↪cej niż k pierwiastków). Elementy dowolnej podgrupy
rze↪du k grupy multiplikatywnej ciaÃla Fp speÃlniaja↪ powyższe równanie, a zatem o
ile istnieje podgrupa rze↪du k, to tylko jedna. Z Uwagi 2.18 wynika zatem, że grupa
Aut(Zp) jest cykliczna. ¤
5.18. Stwierdzenie. Jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪ i (q, p − 1) > 1, to istnieje
nieprzemienna grupa rze↪du p · q.

Oczywíscie istnieje nietrywialny homomorfizm ϕ : Zq −→ Aut(Zp) ∼= Zp−1.
Wobec tego produkt póÃlprosty Zpoϕ Zq jest grupa↪ nieprzemienna↪, na mocy poniż-
szego lematu.

5.19. Lemat. Produkt póÃlprosty N oϕ D jest grupa↪ przemienna↪ wtedy i tylko
wtedy, gdy grupy N i D sa↪ przemienne, a homomorfizm ϕ jest trywialny.

Dowód.⇒Wiemy, że grupa NoϕD zawiera podgrupe↪ izomorficzna↪ z N i podgrupe↪
izomorficzna↪ z D. Skoro wie↪c grupa N oϕ D jest przemienna, to N i D musza↪ być
przemienne. Pozostaje pokazanie, że ϕ jest homomorfizmem trywialnym. ZaÃlóżmy,
że nie. Oznacza to, że ∃x∈D∃a∈N ϕx(a) 6= a. Wówczas (1, x)(a, 1)(1, x)−1 =
(ϕx(a), 1) 6= (a, 1), co przeczy zaÃlożeniu o przemienności grupy N oϕ D.
⇐ Skoro ϕ jest homomorfizmem trywialnym, to zgodnie z Uwaga↪ 5.13 mamy do
czynienia z produktem prostym, a produkt prosty grup przemiennych jest grupa↪
przemienna↪. ¤

Zilustrujemy to dokÃladniej na bardziej konkretnym przykÃladzie.
5.20. PrzykÃlad. Istnieje nieprzemienna grupa rze↪du 21 :
Niech Z7 = 〈α 〉, Z3 = 〈β 〉.
Rozpatrzmy homomorfizm ϕ : Z3 −→ Aut(Z7) zadany wzorami ϕβ(x) = x2,
ϕβ2(x) = x4 i oczywíscie ϕ1 = id. ÃLatwo sprawdzić, że jest to rzeczywíscie ho-
momorfizm. Na przykÃlad ϕβ2 = ϕβ ◦ ϕβ , bo ϕβ(ϕβ(x)) = ϕβ(x2) = (x2)2 = x4 =
ϕβ2(x). Homomorfizm ϕ można też opisać jednym wzorem:

ϕ
βj (αk) = α2jk

Niech a = (α, 1), b = (1, β). Wówczas w grupie Z7 oϕ Z3 zachodza↪ naste↪puja↪ce
równości (przyÃladowe).
Przede wszystkim, zgodnie ze wzorem (3) w Uwadze 5.14 mamy

bjakb−j = a2jk

Sta↪d konkretne wyliczenia:
abab = a(bab−1)(bb) = aa2b2 = a3b2,
a4b2a2b = a4(b2a2b−2)(b2b) = a4a8b3 = a12b3 = a5.
I ogólnie:

aibjakbl = ai(bjakb−j)(bjbl) = aia2jkbj+l = ai+2jkbj+l.

(aibj)−1 = a2−j(−i)b−j
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5.21. PrzykÃlad. Istnieje nieprzemienna grupa rze↪du 27.
ÃLatwo sprawdzić, że odwzorowanie f : Z3 × Z3 −→ Z3 × Z3 zadane wzorem
f(x, y) = (x, xy) jest automorfizmem grupy Z3 × Z3. Jest to oczywíscie automor-
fizm nietrywialny. f ◦ f(x, y) = (x, x2y), a f ◦ f ◦ f(x, y) = f(f ◦ f(x, y)) =
f(x, x2y) = (x, x3y) = (x, y), czyli f ◦ f ◦ f = id. Zatem f jest elementem stopnia
3 w Aut(Z3 × Z3). W takim razie istnieje nietrywialny homomorfizm
ϕ : Z3 −→ 〈 f 〉 6 Aut(Z3 × Z3), taki że ϕγ = f (gdzie γ jest generatorem Z3).
Wynika sta↪d, że grupa G zdefiniowana jako produkt póÃlprosty G = (Z3 × Z3) oϕ

Z3 jest grupa↪ nieprzemienna↪. Grupa ta ma naste↪puja↪ca↪ interesuja↪ca↪ wÃlasność:
∀g∈G g3 = 1. Przypomnijmy, że jeżeli w grupie G jest speÃlniony warunek ∀g∈G g2 =
1, to grupa G jest przemienna.
5.22. PrzykÃlad. Jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪, to istnieje grupa nieprzemienna
rze↪du p3.
Wiemy, że |Aut(Zp×Zp)| = (p2−1)(p2−p). Liczba ta jest podzielna przez p, zatem
na mocy Twierdzenia Cauchy’ego w grupie Aut(Zp × Zp) istnieje element rze↪du p.
Skoro tak, to istnieje nietrywialny homomorfizm ϕ : Zp −→ Aut(Zp × Zp). Wobec
tego produkt póÃlprosty (Zp × Zp)oϕ Zp jest nieprzemienny.
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ZADANIA
Z5.1. Pokazać, że A4 jest produktem póÃlprostym wewne↪trznym podgrupy normalnej
izomorficznej z Z2 × Z2 i jej dopeÃlnienia normalnego izomorficznego z Z3.
Z5.2. Niech n > 3. Udowodnić, że jeżeli n = 2m i m jest liczba↪ nieparzysta↪ to
D2n

∼= Dn × Z2. Pokazać, że we wszystkich pozostaÃlych przypadkach D2n nie jest
izomorficzne z produktem swoich podgrup wÃlaściwych.
Z 5.3. Podać przykÃlad grupy G i jej podgrup K E G, H E G takich, że K ∼= H ale
G/K 6∼= G/H.
Z 5.4. Podać przykÃlad grupy G i jej podgrup K E G, H E G takich, że G/K ∼= G/H
ale K 6∼= H.
Z 5.5. Pokazać, że jeżeli H E G ma w G dokÃladnie jedno dopeÃlnienie normalne, to
H jest skÃladnikiem prostym w G. Podać przykÃlad H E G be↪da↪cego skÃladnikiem
prostym i posiadaja↪cego wie↪cej niż jedno dopeÃlnienie normalne.

Definicja. Grupe↪ G nazywamy grupa↪ metacykliczna↪ jeżeli posiada cykliczna↪ pod-
grupe↪ normalna↪ L, taka↪ że G/L jest cykliczna.

Z5.6. Podać przykÃlad grupy metacyklicznej, która nie jest cykliczna. Udowodnić,
że każda podgrupa i każda grupa ilorazowa grupy metacyklicznej jest metacykliczna

? Z5.7. Podać przykÃlad nietrywialnej grupy doskonaÃlej, która nie jest grupa↪ prosta↪.
Z 5.8. Wskazać cztery nie izomorficzne produkty póÃlproste Z7 o Z6.
Z 5.9. Jeżeli H, K ∈ G sa↪ podgrupami skończonego indeksu w grupie G
i ([G : H], [G : K]) = 1, to HK = G.

TEST
♥ T5.1. Jeżeli N i H sa↪ grupami skończenie generowanymi, a N → G → H jest

rozszerzeniem, to G jest grupa↪ skończenie generowana↪.
T 5.2. Istnieje grupa przemienna G, taka że grupa |Aut(G)| = 15.
T5.3. Aut(Zn) jest grupa↪ przemienna↪.
T 5.4. Istnieje taka grupa skończona G, że G/Z(G) ∼= Z3 × Z3.
T5.5. Istnieje taka grupa skończona G, że G/Z(G) ∼= D10.
T5.6. Istnieje taka grupa skończona G, że |G/Z(G)| = 35.
T5.7. Produkt grup prostych jest grupa↪ prosta↪.
T 5.8. Produkt grup doskonaÃlych jest grupa↪ doskonaÃla↪.
T 5.9. D8

∼= D4 × Z2.
T5.10. D36

∼= D18 × Z2.
T5.11. Jeżeli H, K 6 G i HK = G, to co najmniej jedna z grup H i K jest podgrupa↪
normalna↪.
T 5.12. Jeżeli H, K 6 G i każdy element g w grupie G ma jednoznaczne przedstaw-
ienie w postaci g = xy, x ∈ H, y ∈ K, to co najmniej jedna z grup H i K jest
podgrupa↪ normalna↪.
T 5.13. Jeżeli H,K ≤ G, H ∩ K = 1 i HK = G, to co najmniej jedna z podgrup
H, K jest podgrupa↪ normalna↪ w G.
T5.14. Jeżeli H jest grupa↪ prosta↪ nieprzemienna↪, to istnieje grupa G � H taka że
G/Z(G) ∼= H.
T5.15. Jeżeli G jest grupa↪ skończona↪, to G/Z(G) jest grupa↪ prosta↪.
T 5.16.Z10 × Z15

∼= Z150.
T5.17. Niech p be↪dzie liczba↪ pierwsza↪. Jeżeli N E G i [G : N ] = p, (p, |N |) = 1, to
w grupie G istnieje dopeÃlnienie normalne podgrupy N.
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6. p–grupy. Twierdzenie Sylowa

6.1. Definicja. Niech p be↪dzie liczba↪ pierwsza↪. Grupe↪, której rza↪d jest równy pn

nazywamy p–grupa↪.

6.2. Uwaga. Nie be↪dziemy już powtarzać zaÃlożenia, że p jest liczba↪ pierwsza↪.
Zawsze wtedy, gdy jest mowa o p–grupie, zaÃlożenie takie jest automatycznie przyj-
mowane.
6.3. Uwaga. SformuÃlowanie p–grupa be↪dziemy czasem rozumieć w naste↪puja↪cy
sposób: grupa, której rza↪d jest pote↪ga↪ jakiej́s liczby pierwszej. Znak p nie musi
wie↪c koniecznie wskazywać o jaka↪ konkretnie liczbe↪ pierwsza↪ chodzi. Potrzeba taka
powstaje niekiedy, gdy musimy rozpatrywać różne liczby pierwsze jednocześnie.

Przypominamy kilka już dowiedzionych faktów:
1. Nietrywialna p–grupa ma nietrywialne centrum.
2. Każda grupa rze↪du p2 jest przemienna.
3. Istnieje grupa nieprzemienna rze↪du p3.

Z nietrywialności centrum p–grupy wynikaja↪ naste↪puja↪ce mocne twierdzenia o
p-grupach.

6.4. Twierdzenie. Jeżeli G jest p-grupa↪ i |G| = pm, to istnieje cia↪g podgrup

1 = G0 6 G1 6 · · · 6 Gm−1 6 Gm = G,

taki że Gi E G i |Gi| = pi.

Dowód. Zastosujemy indukcje↪ ze wzgle↪du na m. Teza jest oczywista dla m = 0.
ZaÃlóżmy, że teza jest prawdziwa dla m − 1, gdzie m > 0. Niech z be↪dzie nietry-
wialnym elementem rze↪du p w centrum grupy G (istnienie takiego elementu wynika
z nietrywialności Z(G) i z twierdzenia Cauchy’ego (3.11)). Niech G1 = 〈 z 〉.
Oczywíscie G1 E G, bo G1 6 Z(G). Grupa G/G1 jest rze↪du pm−1, zatem na
mocy zaÃlożenia indukcyjnego istnieje cia↪g podgrup normalnych H0 6 H1 6 · · · 6
Hm−2 6 Hm−1 = G/G1. Przyjmuja↪c G0 = 1, a dla i ≥ 1, Gi = π−1(Hi−1), gdzie
π : G −→ G/G1, otrzymujemy szukany cia↪g podgrup grupy G. ¤
6.5. Twierdzenie. Jeżeli G jest p–grupa↪ i [G : H] = p, to H E G.

Dowód. Stosujemy podobne rozumowanie indukcyjne, jak w dowodzie poprzed-
niego twierdzenia. W centrum grupy G wybieramy element z rze↪du p i jak poprzed-
nio mamy 〈 z 〉 E G.
Jeżeli z ∈ H, to H/〈 z 〉 6 G/〈 z 〉 jest podgrupa↪ indeksu p, a wie↪c z zaÃlożenia
indukcyjnego normalna↪ w G/〈 z 〉. Zatem H jest podgrupa↪ normalna↪ w G, jako
przeciwobraz podgrupy normalnej.
Jeżeli natomiast z /∈ H, to zauważamy, że H 6 NG(H), z ∈ NG(H), zatem
〈H ∪ {z} 〉 6 NG(H). Ale G = 〈H ∪ {z} 〉 6 NG(H). Zatem NG(H) = G, czyli
H E G. ¤

Twierdzenie Sylowa
Udowodnimy teraz twierdzenie Sylowa, na które można patrzeć jak na odwróce-

nie twierdzenia Lagrange’a dla pewnych dzielników rze↪du grupy. Jeżeli G jest grupa↪
rze↪du n i n = p1

k1 . . . ps
ks jest przedstawieniem n w postaci iloczynu pote↪g różnych

liczb pierwszych, to twierdzenie Sylowa mówi, że dla każdego pi istnieje w G pod-
grupa rze↪du pi

ki i podaje ograniczenia na liczbe↪ takich podgrup.
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6.6. Definicja. Niech |G| = pk ·r, gdzie p jest liczba↪ pierwsza↪ i (p, r) = 1. Podgrupe↪
H 6 G nazywamy p–podgrupa↪ Sylowa grupy G jeżeli |H| = pk.

6.7. Twierdzenie Sylowa. Niech |G| = pk · r, gdzie p jest liczba↪ pierwsza↪ i
(p, r) = 1. Wówczas:
a) Istnieje p–podgrupa Sylowa w G.
b) Jeżeli H jest p–podgrupa↪ Sylowa w G, a K 6 G dowolna↪ p-podgrupa↪, to istnieje

element g ∈ G dla którego K 6 gHg−1. W szczególności, każda p–podgrupa grupy
G jest zawarta w pewnej p–podgrupie Sylowa.

c) Każde dwie p–podgrupy Sylowa sa↪ sprze↪żone.
d) Jeżeli sp oznacza liczbe↪ p–podgrup Sylowa grupy G, to sp | r i sp ≡ 1 (mod p).

Dowód.
a) Niech P be↪dzie rodzina↪ wszystkich pk–elementowych podzbiorów grupy G. Na

rodzinie P określamy dziaÃlanie grupy G przez domnażanie z lewej strony, to znaczy
dla X ∈ P (czyli dla pk–elementowego podzbioru grupy G) g(X) = {g ·x:x ∈ X}.
Pokażemy, że istnieje w rodzinie P taki element X, którego podgrupa izotropii ma
pk elementów, czyli jest szukana↪ p–podgrupa↪ Sylowa .
Moc rodziny P wynosi

(
n
pk

)
, co nie jest podzielne przez p. Istnieje wie↪c orbita, której

liczba elementów nie jest podzielna przez p. Okazuje sie↪, że za X wystarczy przyja↪ć
dowolny element tej orbity. Niech mianowicie X należy do rozpatrywanej orbity i
niech H = GX 6 G be↪dzie jego grupa↪ izotropii. Liczba elementów w rozpatrywanej
orbicie jest równa [G : H], a ponieważ moc orbity nie jest podzielna przez p, to i
liczba [G : H] = |G|

|H| nie jest podzielna przez p. W takim razie pk
∣∣ |H|. MogÃloby sie↪

jeszcze zdarzyć, że |H| > pk. Wykluczamy te↪ ewentualność w naste↪puja↪cy sposób:
Niech x0 ∈ X. Jeżeli GX = H, to w szczególności ∀h∈H hx0 ∈ X. Jednak elementy
postaci hx0 ∈ X sa↪ parami różne, wie↪c |H| ≤ |X| = pk.

Mamy zatem pk
∣∣ |H| i |H| ≤ pk czyli |H| = pk.

b) Niech H be↪dzie p–podgrupa↪ Sylowa w G, a K 6 G, |K| = pl pewna↪
p–podgrupa↪. Rozważmy dziaÃlanie K na zbiorze warstw lewostronnych G/H przez
domnażanie z lewej strony. Podgrupa K jest p–grupa↪, zatem na mocy Wniosku 3.10

|(G/H)K | ≡ |G/H| (mod p).

Ponadto |G/H| = [G : H] = r, (p, r) = 1, wie↪c istnieje warstwa gH be↪da↪ca punktem
staÃlym rozpatrywanego dziaÃlania. Oznacza to, że dla każdego elementu k ∈ K,
kgH = gH, czyli dla każdego elementu k ∈ K, g−1kg ∈ H. Zatem g−1Kg 6 H lub
równoważnie K 6 gHg−1. Oczywíscie gHg−1 też jest p–podgrupa↪ Sylowa.

c) Wynika natychmiast z b).

d) Rozpatrzmy dziaÃlanie grupy G na sp– elementowym zbiorze p–podgrup Sy-
lowa, wyznaczone przez automorfizmy wewne↪trzne. Z punktu b) wynika, że jest ono
tranzytywne. Niech H be↪dzie jedna↪ z podgrup Sylowa — jej grupa↪ izotropii jest
NG(H), a jej orbita↪ zbiór wszystkich p–podgrup Sylowa. Zatem sp = [G : NG(H)]
i sp | r (bo H 6 NG(H) 6 G, a [G : H] = r).
Ograniczmy teraz rozpatrywane dziaÃlanie (na sp–elementowym zbiorze p–podgrup
Sylowa) do ustalonej p–podgrupy Sylowa H. Podgrupa H jest oczywíscie punktem
staÃlym tego dziaÃlania. Pokażemy, że jest to jedyny punkt staÃly. Z tego be↪dzie już
Ãlatwo wywnioskować, że sp ≡ 1 (mod p) — wystarczy skorzystać z Wniosku 3.10.
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Pozostaje dowieść, że H jest jedynym punktem staÃlym. ZaÃlóżmy, że podgrupa
Sylowa K jest także punktem staÃlym. Chcemy udowodnić, że

H = K.

Skoro K jest punktem staÃlym rozpatrywanego dziaÃlania, to H 6 NG(K). Wówczas
K i H sa↪ p–podgrupami Sylowa grupy NG(K) i zgodnie z punktem c) sa↪ w niej
sprze↪żone — istnieje element g ∈ NG(K), taki że gKg−1 = H. Ale gKg−1 = K,
wie↪c istotnie K = H. ¤

Odnotujmy oczywisty, ale bardzo przydatny, wniosek z twierdzenia Sylowa.

6.8. Wniosek. Niech H 6 G be↪dzie p–podgrupa↪ Sylowa w G. Podgrupa H jest
normalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest jedyna↪ p–podgrupa↪ Sylowa grupy G.

Z twierdzenia Sylowa i Twierdzenia 6.4 wynika także natychmiast:

6.9. Wniosek. Jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪ i pk
∣∣ |G|, to w G istnieje podgrupa

rze↪du pk.

Zastosowania twierdzenia Sylowa

6.10. Stwierdzenie. Jeżeli p i q sa↪ liczbami pierwszymi, (p− 1, q) = 1 i |G| = pq,
to q–podgrupa Sylowa grupy G jest normalna.

Dowód. Wiemy, że sq | p, czyli sq = 1 lub sq = p. Ale mamy także warunek sq ≡ 1
(mod q) (równoważnie: q | sq − 1), którego nie speÃlnia liczba p. Pozostaje tylko
możliwość sq = 1. W takim razie q–podgrupa Sylowa jest normalna. ¤
6.11. Wniosek. Jeżeli p i q sa↪ różnymi liczbami pierwszymi i |G| = pq, (p−1, q) =
(p, q − 1) = 1, to G ∼= Zpq.

Dowód. Na mocy Stwierdzenia 6.10 zarówno p–podgrupa jak i q–podgrupa Sylowa
sa↪ normalne. Sa↪ one ponadto izomorficzne, odpowiednio, z Zp i Zq, a ich cze↪́sć
wspólna jest podgrupa↪ trywialna↪ (bo p 6= q). Zatem G ∼= Zp × Zq

∼= Zpq. ¤
6.12. Stwierdzenie. Jeżeli p i q sa↪ różnymi liczbami pierwszymi i |G| = p2q, to
p–podgrupa lub q–podgrupa Sylowa grupy G jest normalna.

Dowód (nie wprost). Przypuśćmy, że sp > 1 i sq > 1. Wówczas sp = q i p | (sp−1),
a zatem p | q − 1, wie↪c q > p.
Z kolei sq | p2, co wobec zaÃlożenia sq > 1 pozostawia możliwości sq = p i sq = p2.
Jednak możliwość sq = p jest wykluczona przez obserwacje↪, że q > p i warunek z
twierdzenia Sylowa q | (sq − 1). Pozostaje wie↪c tylko możliwość sq = p2.
Dla dokończenia dowodu zastosujemy teraz charakterystyczny chwyt, tzw. zliczanie
elementów. W grupie G mamy p2 ·(q−1) elementów rze↪du q (bo q–podgrup Sylowa
jest p2 i sa↪ one izomorficzne z Zq — a wie↪c każde dwie maja↪ w cze↪́sci wspólnej tylko
element neutralny). Postaje p2 elementów rze↪du różnego od q, a zatem wszystkie
one musza↪ wchodzić w skÃlad p2–elementowej p–podgrupy Sylowa. Wobec tego p–
podgrupa Sylowa jest tylko jedna, wbrew zaÃlożeniu, że sp, sq > 1. ¤

Uwaga. Można na pierwszy rzut oka odnieść wrażenie, że udowodnilísmy iż w
grupie rze↪du p2q to wÃlaśnie p–podgrupa Sylowa musi być normalna. Tak jednak
nie jest — samo zaÃlożenie sp > 1 nie wystarczaÃlo do doj́scia do sprzeczności. Ko-
rzystalísmy z obydwu cze↪́sci zaÃlożenia sp, sq > 1. Na przykÃlad grupa D20 jest rze↪du
22 · 5, a 2–podgrupa Sylowa nie jest w niej normalna.
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6.13. Stwierdzenie. Jeżeli |G| = pqr, gdzie p, q, r sa↪ różnymi liczbami pierwszy-
mi, to p–podgrupa lub q–podgrupa lub r–podgrupa Sylowa jest normalna.

Dowód. ZaÃlóżmy, że p > q > r. Mamy

|G| = pqr ≥ sp(p− 1) + sq(q − 1) + sr(r − 1) + 1.

Przypuśćmy, że żadna z rozpatrywanych podgrup Sylowa nie jest normalna. Mamy
zatem sp > 1, sq > 1 i sr > 1. Wykorzystuja↪c punkt 4) twierdzenia Sylowa (i
zaÃlożone uporza↪dkowanie liczb p, q, r) wnioskujemy, że
sp = qr,
sq = p lub sq = pr, a wie↪c w każdym razie sq ≥ p,
sr ≥ q.
Zatem pqr ≥ sp(p−1)+sq(q−1)+sr(r−1)+1 ≥ qr(p−1)+p(q−1)+q(r−1)+1 =
pqr + (p− 1)(q − 1), czyli ostatecznie

pqr ≥ pqr + (p− 1)(q − 1)

To oczywíscie jest niemożliwe, zatem zaÃlożenie sp, sq, sr > 1 doprowadziÃlo do
sprzeczności. ¤

6.14. Wniosek. Jeżeli p, q, r sa↪ różnymi liczbami pierwszymi i żadna z nich nie
jest dzielnikiem żadnej innej pomniejszonej o 1 (tzn. ¬(p | q − 1), i.t.d.), to każda
grupa rze↪du pqr jest cykliczna.

Dowód. Niech N,K, L be↪da↪ (odpowiednio) p, q, r–podgrupami Sylowa (nie zakÃla-
damy żadnego ich uporza↪dkowania). Wiemy, ze Stwierdzenia 6.13, że co najmniej
jedna z tych podgrup jest normalna. Dla ustalenia uwagi zaÃlóżmy, że N E G.
Wówczas NK jest grupa↪ rze↪du pq. Na mocy Wniosku 6.11 grupa ta jest izomorficzna
z Zpq. W szczególności, NK 6 NG(K), zatem |NG(K)| ≥ pq. Wobec tego sq ≤
pqr
pq = r. Pozostawia to już tylko dwie możliwości: sq = 1 lub sq = r. Ale sq = r jest
wykluczone przez warunek z twierdzenia Sylowa: q | sq−1. Wobec tego sq = 1, czyli
K E G. Analogicznie dowodzimy, że L E G. Ustalilísmy zatem, że N, K, L E G.
Oczywíscie przecie↪cia każdych dwóch z tych podgrup sa↪ trywialne (bo rze↪dy sa↪
wzgle↪dnie pierwsze). Zatem G ∼= N ×K × L ∼= Zp × Zq × Zr

∼= Zpqr. ¤

Jak pokazuja↪ powyższe przykÃlady, wiele algebraicznych wÃlasności grupy skończo-
nej wynika wyÃla↪cznie z tego ile ta grupa ma elementów, a twierdzenie Sylowa jest
bardzo pomocnym narze↪dziem w dowodzeniu tego typu stwierdzeń. Jest ono także
przydatne przy rozstrzyganiu, czy grupa danego rze↪du może być prosta. PrzykÃlad
poprzedzimy użytecznymi uwagami o grupach prostych.

6.15. Uwaga. Grupa Σ4 nie zawiera podgrupy prostej nieprzemiennej.

Dowód. Oczywíscie sama grupa Σ4 nie jest prosta. Jej podgrupy wÃlaściwe moga↪
być rze↪du 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12. Nie wnikaja↪c w to jakie to sa↪ podgrupy (a nie jest to
trudne) widzimy od razu, że Stwierdzenia 6.10 i 6.12 wykluczaja↪ prostote↪ grup rze↪du
6 i 12. Grupy rze↪du 1, 2, 3, 4, 8 nie moga↪ być nieprzemiennymi grupami prostymi,
bo sa↪ p–grupami. ¤

Zauważmy, że z powyższego Ãlatwego faktu wynika ciekawe spostrzeżenie, że grupy
proste nie moga↪ mieć ”dużych” podgrup.
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6.16. Wniosek. Jeżeli G jest nieprzemienna↪ grupa↪ prosta↪, a H 6 G podgrupa↪, to
|G :H| ≥ 5.

Dowód. Homomorfizm, którego dziedzina jest grupa↪ prosta↪, musi być albo mono-
morfizmem albo homomorfizmem trywialnym. Ale dobrze nam znany homomor-
fizm φ : G −→ Σ[G :H] nie jest trywialny. Zatem φ(G) jest nieprzemienna↪ prosta↪
podgrupa↪ w Σ[G :H]. Wobec tego [G : H] ≥ 5. ¤

I jeszcze jedna, podobna obserwacja:

6.17. Stwierdzenie. Jeżeli nieprzemienna grupa G prosta zawiera podgrupe↪ H, to
|G| jest dzielnikiem liczby [G : H]! .

Dowód. Tak jak w poprzednim dowodzie stwierdzamy, że istnieje monomorfizm
φ : G −→ Σ[G:H]. Wobec tego grupa Σ[G:H] zawiera podgrupe↪ rze↪du |G|, i teza
wynika z twierdzenia Lagrange’a. ¤
6.18. PrzykÃlad. Nie istnieje grupa prosta rze↪du 144.
Dowód. Przypuśćmy, że istnieje grupa prosta G rze↪du 144 = 2432. Z zaÃlożenia, że
G jest grupa↪ prosta↪ wynika, że s3 6= 1. Twierdzenie Sylowa dopuszcza możliwości
s3 = 4, s3 = 16. Możemy wykluczyć s3 = 4, bo s3 = [G : NG(H3)], a jako
grupa prosta, grupa G nie może mieć podgrupy indeksu 4 (Wniosek 6.16). Wobec
tego s3 = 16. Niech U i V be↪da↪ dwiema różnymi 3–podgrupami Sylowa grupy G.
Zbadamy, jaki może być rza↪d podgrupy M = 〈U ∪ V 〉. Z Twierdzenia Lagrange’a
oraz zawierań U < M 6 G wynika, że |M | = 18, 36, 72 lub 144. Wartości 36 i 72
musimy odrzucić, bo jako grupa prosta nieprzemienna G nie ma podgrup indeksu 2
ani 4. Wartość 18 również odrzucamy, bo z twierdzenia Sylowa Ãlatwo wywnioskować,
że w grupie rze↪du 18 jest tylko jedna 3–podgrupa Sylowa (a w M co najmniej dwie).
Zatem M = G. Zauważmy, że oczywíscie U ∩ V E M, a nawet U ∩ V 6 Z(M),
bo grupy U i V sa↪ przemienne. Zatem U ∩ V = 1 — w przeciwnym razie U ∩ V
byÃloby nietrywialna↪ podgrupa↪ normalna↪ w grupie prostej M = G. Wobec tego
mamy 16 3–podgrup Sylowa i każde dwie maja↪ trywialna↪ cze↪́sć wspólna↪. W takim
razie 3–podgrupy Sylowa zawieraja↪ Ãla↪cznie 16 · 8 = 128 elementów nietrywialnych.
Pozostaje 16 elementów i wszystkie one skÃladaja↪ sie↪ na jedyna↪ możliwa↪ 2–podgrupe↪
Sylowa. 2–podgrupa Sylowa jest wie↪c normalna, wbrew zaÃlożeniu o prostocie grupy
G. ¤
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ZADANIA

♥ Z6.1. Niech G be↪dzie p – grupa↪. Pokazać, że dowolna wÃlaściwa podgrupa H 6 G
jest wÃlaściwa↪ podgrupa↪ swojego normalizatora NG(H). Zauważyć, że z tego faktu
natychmiast wynika Twierdzenie 6.5.
Z 6.2. Pokazać, że jeżeli G jest nieabelowa↪ grupa↪ rze↪du p3 to k(G) = p2 + p − 1,
gdzie k(G) oznacza liczbe↪ klas sprze↪żoności elementów grupy G.

♥ Z6.3. Pokazać, że jeżeli G jest p-grupa↪ skończona↪ a H E G nietrywialnym dziel-
nikiem normalnym, to H ∩ Z(G) 6= 1.
Z 6.4. Znaleźć podgrupy Sylowa w D2n. Wyznaczyć ich liczbe↪.
Z 6.5. Znaleźć 2-podgrupe↪ Sylowa w Σ4. Udowodnić, że jest ona izomorficzna z D8.
Ile różnych 2-podgrup Sylowa zawiera Σ4?
Z 6.6. Udowodnić, że każda grupa rze↪du 85 jest cykliczna.

♥ Z6.7. Niech G be↪dzie grupa↪ prosta↪ rze↪du 60.
a) znaleźć liczbe↪ podgrup rze↪du 5 i pokazać, że G ma 24 elementy rze↪du 5.
b) wykazać, że G nie ma podgrupy rze↪du 15.
c) wykazać, że G ma dokÃladnie 20 elementów rze↪du 3.

? Z6.8. Udowodnić, że grupa prosta rze↪du 60 jest izomorficzna z A5.

Z6.9. Udowodnić, że jeżeli |G| = p2q, gdzie p, q sa↪ różnymi liczbami pierwszymi
oraz p2 6≡ 1 (mod q) i q 6≡ 1 (mod p) to G jest grupa↪ abelowa↪.
Z 6.10. Udowodnić, że nie ma grupy prostej rze↪du 56.

Z6.11. Udowodnić, że nie ma grupy prostej rze↪du 132.

Z6.12. Udowodnić, że nie ma grupy prostej rze↪du 300.

Z6.13. Udowodnić, że nie ma grupy prostej rze↪du 90.
Z 6.14. Udowodnić, że nie istnieje grupa prosta rze↪du 351 = 27 · 13.
Z 6.15. Udowodnić, że nie istnieje grupa prosta rze↪du 992 = 32 · 31.

♥ Z6.16. Niech n = pmr, gdzie m i r sa↪ liczbami naturalnymi, p jest liczba↪ pierwsza↪,
r > 1, ¬(p | r). Pokazać, że jeżeli istnieje grupa prosta rze↪du n = pmr, to
pm | (r − 1)! . Wywnioskować, że dla m ≥ 4 nie istnieje grupa prosta rze↪du 2m5 .
Z 6.17. Udowodnić, że nie ma grupy prostej rze↪du 80.

? Z6.18. Zbadać, czy każda grupa rze↪du 17 · 5 · 7 jest cykliczna.
Z 6.19. ZaÃlóżmy, że grupa G jest produktem prostym wewne↪trznym swoich podgrup
Sylowa. Udowodnić, że dowolna wÃlaściwa podgrupa H 6 G jest wÃlaściwa↪ podgrupa↪
swojego normalizatora NG(H) (porównaj z zadaniem 6.1).

♥ Z6.20. Niech G be↪dzie grupa↪ skończona↪, a H 6 G jej p–podgrupa↪ Sylowa. Niech
K E G be↪dzie podgrupa↪ normalna↪ i niech π : G −→ G/K be↪dzie epimorfizmem na
grupe↪ ilorazowa↪. Udowodnić, że
a) H ∩ K jest p–podgrupa↪ Sylowa grupy K i każda p–podgrupa Sylowa grupy K

jest postaci H ′ ∩K, gdzie H ′ jest pewna↪ p–podgrupa↪ Sylowa grupy G.

b) grupa π(H) jest p–podgrupa↪ Sylowa grupy ilorazowej G/K i każda p–podgrupa
Sylowa grupy G/K jest postaci π(H ′) gdzie H ′ jest p–podgrupa↪ Sylowa grupy
G.

TEST

T6.1. Dla każdej nietrywialnej skończonej p–grupy G istnieje epimorfizm G −→ Zp.
♥ T6.2. Jeżeli H E G jest normalna↪ p–podgrupa↪, to H jest zawarte w każdej p–pod-

grupie Sylowa grupy G.
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T6.3. Niech H 6 G be↪dzie podgrupa↪ Sylowa grupy skończonej G. ZaÃlóżmy, że
istnieje podgrupa normalna K E G, taka że H E K. Wówczas H E G jest
normalna↪ podgrupa↪ grupy G.
T6.4. Istnieje tylko jedna (z dokÃladnościa↪ do izomorfizmu) grupa rze↪du 55.
T 6.5. Jeżeli grupa G rze↪du 55 ma podgrupe↪ normalna↪ rze↪du 5, to G jest cykliczna.
T 6.6. Każda grupa rze↪du 5272 jest przemienna.
T 6.7. Każda grupa rze↪du 3252 jest przemienna.
T 6.8. Każda grupa rze↪du 35 jest cykliczna.
T 6.9. Każda grupa rze↪du 105 jest cykliczna.
T 6.10. Każda grupa rze↪du 5 · 7 · 13 jest cykliczna.
T 6.11. Jeżeli G = K × H i S jest p–podgrupa↪ Sylowa grupy G, to S jest postaci
H1 ×H2, gdzie H1 i H2 sa↪ podgrupami Sylowa odpowiednio podgrup K i H.
T6.12. Jeżeli G = K ×H i M jest podgrupa↪ grupy G, to M jest postaci H1 ×H2,
gdzie H1 i H2 sa↪ p–podgrupami odpowiednio podgrup K i H.

♥ T6.13. Każde dziaÃlanie grupy A5 na zbiorze 7–elementowym ma punkt staÃly.
T 6.14. Cze↪́sć wspólna wszystkich 2–podgrup Sylowa grupy D2n, n ≥ 3 jest zawarta
w podgrupie obrotów.
T 6.15. Każda grupa rze↪du 32 · 13 ma nietrywialne centrum.
T 6.16. Każda grupa rze↪du 32 · 19 ma nietrywialne centrum.
T 6.17. W grupie Σ5, 2–podgrupa Sylowa jest izomorficzna z .
T 6.18. Cze↪́sć wspólna wszystkich 2–podgrup Sylowa grupy Σ4 jest izomorficzna z

.
T 6.19. Cze↪́sć wspólna wszystkich 2–podgrup Sylowa grupy Σ5 jest izomorficzna z

.
T 6.20. Cze↪́sć wspólna wszystkich p–podgrup Sylowa grupy prostej jest trywialna.
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7. Klasyfikacja skończenie generowanych grup przemiennych

W tym rozdziale zajmiemy sie↪ skończenie generowanymi grupami przemien-
nymi. Zgodnie z tradycja↪ be↪dziemy sie↪ posÃlugiwać zapisem addytywnym. DziaÃlanie
dwuargumentowe oznaczamy przez + (x+y zamiast x ·y), dziaÃlanie jednoargumen-
towe przez − (−x zamiast x−1), element neutralny przez 0 (zamiast 1), a podgrupe↪
trywialna↪ przez 000 (zamiast 1). Piszemy także nx zamiast xn.
Przypomnijmy, że grupe↪ nazywamy grupa↪ skończenie generowana↪, jeżeli posiada
skończony zbiór generatorów. Oczywíscie skończenie generowane sa↪ wszystkie grupy
skończone, grupy cykliczne (w tym Z — grupa cykliczna nieskończona) i skończone
produkty grup skończenie generowanych. Nie sa↪ grupami skończenie generowanymi
na przykÃlad grupy Q, R, C.

Zacznijmy od przypomnienia pewnych faktów dotycza↪cych grup cyklicznych.

7.1. Stwierdzenie. Grupa cykliczna nieskończona Z jest nierozkÃladalna, to znaczy
nie jest izomorficzna z produktem swoich podgrup wÃlaściwych nietrywialnych. Każda
podgrupa grupy Z jest postaci mZ, gdzie m ∈ N ∪ {0}.
7.2. Stwierdzenie. Jeżeli n = p1

k1 . . . pm
km , jest rozkÃladem liczby n na czynniki

pierwsze (pi 6= pj dla i 6= j), to

Zn
∼= Zp1

k1 × Zp2
k2 × · · · × Zpm

km ,

a zatem Zn rozkÃlada sie↪ na produkt p–grup† cyklicznych.
Jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪, to grupa Zpk jest nierozkÃladalna.

Oznaczenie: Produkt l egzemplarzy tej samej grupy H be↪dziemy dla skrócenia
zapisu oznaczać symbolem H l. Przyjmujemy konwencje↪, że dla l = 0, H l jest grupa↪
trywialna↪.

Naszym celem jest naste↪puja↪ce twierdzenie, które rozstrzyga caÃlkowicie problem
klasyfikacji skończenie generowanych grup przemiennych.

7.3. Twierdzenie (o klasyfikacji grup przemiennych skończenie genero-
wanych). Każda skończenie generowana grupa przemienna jest izomorficzna ze
skończonym produktem (nierozkÃladalnych) p–grup cyklicznych i grup izomorficznych
z (nierozkÃladalna↪) grupa↪ cykliczna↪ nieskończona↪ Z

(F) (Zp1
k1 )v1 × (Zp2

k2 )v2 × · · · × (Zpn
kn )vn × Zl,

gdzie p1
k1 , p2

k2 , . . . , pn
kn sa↪ parami różnymi pote↪gami liczb pierwszych (niekoniecz-

nie różnych), l ∈ N ∪ {0}, zaś k1, k2, . . . , kn, v1, v2, . . . , vn ∈ N \ {0}.
Ponadto, czynniki produktu sa↪ wyznaczone jednoznacznie, z dokÃladnościa↪ do kolej-
ności.

Na sformuÃlowane powyżej Twierdzenie o klasyfikacji skÃladaja↪ sie↪ dwie dość
odre↪bne rzeczy:
1. możliwość przedstawienia grupy w postaci (F),

† sformuÃlowanie p–grupa oznacza tutaj grupe↪, której rza↪d jest pote↪ga↪ liczby pier-
wszej i tylko tyle; por. Uwaga 6.3.
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2. jednoznaczność zapisu w postaci (F).
Zaczniemy od udowodnienia jednoznaczności zapisu (F). Dowód rozbijemy na

kilka prostych kroków. Najpierw pokażemy, że w dowodzie jednoznaczności można
rozdzielić przypadek produktu p–grup cyklicznych skończonych od przypadku pro-
duktu grup cyklicznych izomorficznych z Z. Poniższe twierdzenie wyjaśnia dokÃladnie
sens tego sformuÃlowania.

7.4. Twierdzenie. Jeżeli
(Zp1

k1 )v1 × · · · × (Zpn
kn )vn × Zl ∼= (Zq1

m1 )w1 × · · · × (Zqs
ms )ws × Zt,

to
Zl ∼= Zt

oraz
(Zp1

k1 )v1 × · · · × (Zpn
kn )vn ∼= (Zq1

m1 )w1 × · · · × (Zqs
ms )ws .

Dowód. Niech S(G) be↪dzie podgrupa↪ grupy przemiennej G zÃlożona↪ ze wszystkich
elementów skończonego rze↪du (dla grupy przemiennej jest to istotnie podgrupa).
Jeżeli G1

∼= G2, to oczywíscie

X S(G1) ∼= S(G2),

XX G1/S(G1) ∼= G2/S(G2).

Sta↪d natychmiast wynika, że

X (Zp1
k1 )v1 × · · · × (Zpn

kn )vn ∼= (Zq1
m1 )w1 × · · · × (Zqs

ms )ws ,

X X Zl ∼= Zt.

¤
Przypadek produktu grup cyklicznych izomorficznych z Z jest bardzo prosty:

7.5. Twierdzenie. Grupy Zl i Zt sa↪ izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy l = t.

Dowód. Zauważmy, że dla dowolnej grupy przemiennej G, zbiór 2G = {2g: g ∈ G}
jest podgrupa↪. Ponadto, jeżeli ϕ : G −→ H jest izomorfizmem, to ϕ|2G : 2G −→ 2H
i ϕ̃ : G/2G −→ H/2H sa↪ izomorfizmami.
Oczywíscie Zi/2Zi ∼= (Z2)i. Zatem, jeżeli Zl ∼= Zt, to (Z2)l ∼= (Z2)t, a wobec tego
l = t (bo już sam warunek równoliczności grup (Z2)l i (Z2)t implikuje l = t). ¤

Przypadek produktu p–grup cyklicznych skończonych redukujemy do sytuacji,
gdy rze↪dy rozpatrywanych p–grup sa↪ pote↪gami jednej ustalonej liczby pierwszej p.
Jest to możliwe dzie↪ki naste↪puja↪cemu wnioskowi z twierdzenia Sylowa.

7.6. Wniosek z twierdzenia Sylowa. Skończona grupa przemienna jest izomor-
ficzna z produktem swoich podgrup Sylowa. Zatem dwie grupy skończone przemien-
ne sa↪ izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy izomorficzne sa↪ ich podgrupy Sylowa.

¤
Dla zakończenia dowodu jednoznaczności zapisu (F) pozostaje pogrupować w

rozpatrywanym zapisie czynniki odpowiadaja↪ce poszczególnym liczbom pierwszym
i rozpatrywać je osobno. Sprowadza sie↪ to do rozpatrzenia przypadku, gdy w zapisie
tym wyste↪puja↪ tylko skończone p–grupy cykliczne, przy ustalonej liczbie pierwszej
p.
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7.7. Twierdzenie. Jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪, to grupy

G1 =
n∏

i=1

(Zpi)
wi

oraz G2 =
n∏

i=1

(Zpi)
vi

sa↪ izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy

∀1≤i≤n wi = vi

Uwaga: w tym zapisie, dla uproszczenia, dopuszczamy zerowe wykÃladniki, by mieć
te↪ sama↪ indeksacje↪ obydwu produktów.
Dowód.
⇐ Przy jednakowych wykÃladnikach grupy G1 i G2 sa↪ po prostu identyczne.
⇒ Dowód indukcyjny ze wzgle↪du na n.
Dla n = 1 teza jest oczywíscie prawdziwa.
ZaÃlóżmy, że jest prawdziwa dla n−1, wykażemy że jest prawdziwa dla n. Niech
P (G) = {x ∈ G : px = 0}. ÃLatwo sprawdzić, że jeżeli G1

∼= G2, to G1/P (G1) ∼=
G2/P (G2) i P (G1) ∼= P (G2).

Ale G1/P (G1) ∼=
n−1∏
i=1

(Zpi)
wi+1 i G2/P (G2) ∼=

n−1∏
i=1

(Zpi)
vi+1

. Na mocy zasady in-

dukcji izomorficzność tych dwóch grup oznacza, że w2 = v2, . . . , wn = vn. Pozostaje

pokazać, że w1 = v1. W tym celu zauważmy, że |P (G1)| = ps, gdzie s =
n∑

i=1

wi i

analogicznie |P (G2)| = pt, gdzie t =
n∑

i=1

vi. Skoro wie↪c P (G1) ∼= P (G2), to te dwie

sumy musza↪ być równe. Mamy wie↪c w1 = v1, bo już stwierdzilísmy, że wyrazy o
wyższych numerach sa↪, odpowiednio, takie same. ¤
Kończy to dowód jednoznaczności zapisu w postaci (F).

Przechodzimy do dowodu możliwości przedstawienia grupy w postaci (F).
Zauważmy, że na mocy Twierdzenia 7.2 wystarczy udowodnić, że prawdziwe jest
naste↪puja↪ce twierdzenie.

7.8. Twierdzenie. Każda skończenie generowana grupa abelowa jest izomorficzna
z produktem skończonej liczby grup cyklicznych.

Dowód Twierdzenia 7.8 poprzedzimy dÃluższymi przygotowaniami.

7.9. Lemat. Jeżeli H 6 Zn, to H jest grupa↪ skończenie generowana↪.

Dowód. Zastosujemy indukcje↪ ze wzgle↪du na n.
Dla n = 1 podgrupa H musi być cykliczna (a wie↪c skończenie generowana).
Przypuśćmy, że teza jest prawdziwa dla n− 1.

Niech H 6 Zn.
Niech N = (Z × · · · × Z × 0) ∩ H. Na mocy zaÃlożenia indukcyjnego grupa N jest
skończenie generowana. Oczywíscie N E H i K = H/N jest grupa↪ cykliczna↪. W
takim razie H jest rozszerzeniem postaci N → H → K, gdzie N i K sa↪ grupami
skończenie generowanymi. Zatem H jest grupa↪ skończenie generowana↪ (por. zada-
nia Z.4.10 i T.5.1). ¤
Oznaczenie. Wyróżnijmy w Zn wygodny ukÃlad generatorów x1, . . . , xn gdzie xi =
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (wszystkie wspóÃlrze↪dne z wyja↪tkiem i–tej równe 0).
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7.10. Stwierdzenie. Niech a1, . . . , an be↪da↪ dowolnymi elementami przemiennej
grupy H. Wówczas istnieje dokÃladnie jeden homomorfizm f : Zn −→ H, taki że
f(xi) = ai dla i = 1, . . . , n.

Dowód. Bezpośrednie sprawdzenie. ¤
Zauważmy, że ukÃladu generatorów o tak dobrych wÃlasnościach nie da sie↪ znaleźć

już na przykÃlad w nietrywialnej skończonej grupie cyklicznej. Z Twierdzenia 7.3
wyniknie Ãlatwo, że każda skończenie generowana grupa abelowa, która posiada zbiór
generatorów speÃlniaja↪cy teze↪ Stwierdzenia 7.10 jest izomorficzna z grupa↪ Z

k, dla
pewnego k ∈ N ∪ {0}.
7.11. PrzykÃlad. Dla dowolnych 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, c ∈ Z istnieje automorfizm
f grupy Zn, zadany wzorem

f(xk) =
{

xk k 6= j

cxi + xj k = j
.

Stwierdzenie 7.10 gwarantuje istnienie homomorfizmu zadanego na generatorach w
taki wÃlaśnie sposób. O tym, że jest to automorfizm przekonujemy sie↪ sprawdzaja↪c,
że istnieje homomorfizm odwrotny f−1, zadany wzorem

f−1(xk) =
{

xk k 6= j

−cxi + xj k = j
.

7.12. Wniosek. Każda grupa przemienna skończenie generowana jest obrazem ho-
momorficznym pewnej grupy Zn.
Zatem każda grupa przemienna skończenie generowana da sie↪ przedstawić w postaci
Zn/N, gdzie N 6 Zn. ¤

Na mocy Lematu 7.9 podgrupa N grupy Zn jest zadana przez podanie skończo-
nego ukÃladu generatorów. Każdy z tych generatorów można zapisać w postaci wek-
tora (a1, . . . , an). Zapisuja↪c je jeden nad drugim otrzymamy macierz A. Be↪dziemy
używać naturalnego i wygodnego zapisu Zn/A na oznaczenie ilorazu grupy Zn przez
podgrupe↪ generowana↪ przez wiersze macierzy A.

7.13. PrzykÃlad. Niech A =




3 0 0
0 2 0
0 0 1


 Wówczas Z3/A ∼= Z3 × Z2 × 0 ∼=

Z3 × Z2.
Powyższy przykÃlad jest oczywíscie bardzo szczególny — rozpatrujemy macierz

diagonalna↪, co pozwala na Ãlatwe zidentyfikowanie grupy ilorazowej, w postaci takiej,
jakiej oczekujemy (tzn. w postaci produktu grup cyklicznych). Odnotujmy oczy-
wiste stwierdzenie ogólne.

7.14. Stwierdzenie. Jeżeli A jest macierza↪ diagonalna↪ o wyrazach a1, . . . , an

na przeka↪tnej, to Zn/A jest izomorficzne z produktem grup Zai (stosujemy tu kon-
wencje↪, że Z1 = 0, Z0 = Z).

Przyste↪pujemy do dowodu Twierdzenia 7.5. Ustalilísmy, że rozpatrywana grupa
przemienna skończenie generowana jest postaci Zn/A. Chcemy teraz pokazać, że
macierz A może być zasta↪piona macierza↪ diagonalna↪. Jest to możliwe dzie↪ki naste↪-
puja↪cemu lematowi.



52

7.15. Lemat. Naste↪puja↪ce operacje na macierzy A nie zmieniaja↪ klasy izomor-
fizmu grupy ilorazowej:

(a) Zamiana dwóch wierszy (albo kolumn) miejscami
(b) Pomnożenie wiersza (lub kolumny) przez −1
(c) Dodanie do i–tego wiersza (kolumny) wielokrotności j–tego wiersza (kolumny),

dla i 6= j.
(d) Usunie↪cie/dodanie wiersza zerowego.

Dowód. Dopuszczalność operacji na wierszach jest we wszystkich czterech przy-
padkach oczywista — wiersze zmodyfikowanej macierzy opisuja↪ dokÃladnie te↪ sama↪
podgrupe↪. W przypadku operacji kolumnowych ((a),(b),(c)) wyjaśnienie jest nieco
bardziej skomplikowane. Na przykÃlad dla operacji typu (c): w PrzykÃladzie 7.11
rozpatrywalísmy automorfizm f grupy Zn, zadany wzorem

f(xk) =
{

xk k 6= j

cxi + xj k = j
.

Jest jasne, że Zn/N ∼= Zn/f(N). ÃLatwo sprawdzić, że macierz opisuja↪ca podgrupe↪
f(N) to wÃlaśnie zmodyfikowana macierz A (do i–tej kolumny dodano j–ta↪ kolumne↪
pomnożona↪ przez staÃla↪ c). ¤

Pozostaje pokazać, że dopuszczalne na mocy Lematu 7.15 operacje pozwalaja↪
od dowolnej macierzy przej́sć do macierzy diagonalnej.

7.16. Lemat. Każda↪ macierz caÃlkowitoliczbowa↪ można za pomoca↪ operacji (a)–(d)
sprowadzić do postaci diagonalnej.

Dowód (a zarazem opis algorytmu).
Szukamy w macierzy A niezerowego wyrazu c o najmniejszej wartości bezwzgle↪dnej.
Jeżeli sie↪ da, to dodajemy odpowiednio dobrana↪ wielokrotność jego wiersza lub
kolumny do innego odpowiednio dobranego wiersza (kolumny), tak aby uzyskać
wyraz niezerowy o mniejszej wartości bezwzgle↪dnej.
Jeżeli sie↪ nie da, to oznacza to, że wszystkie wyrazy w kolumnie i wierszu wyrazu
c sa↪ podzielne przez c. Wówczas dodaja↪c wielokrotności wiersza i kolumny wyrazu
c do pozostaÃlych wierszy i kolumn doprowadzamy do takiej sytuacji, że w wierszu
i kolumnie wyrazu c sa↪ same zera (poza wyrazem c.)
Przestawiaja↪c wiersze i kolumny doprowadzamy do tego, żeby wyraz c znalazÃl sie↪
w lewym górnym rogu.
Powtarzamy caÃla↪ procedura↪ dla mniejszej macierzy, powstaÃlej przez skreślenie pier-
wszego wiersza i kolumny. Tak naprawde↪ pracujemy dalej z ta↪ duża↪ macierza↪, tylko
że pierwszy wierszy i kolumna nie podlegaja↪ już żadnym modyfikacjom. Ostate-
cznie otrzymujemy macierz diagonalna↪ (być może konieczne be↪dzie dopisanie lub
usunie↪cie pewnej liczby wierszy zerowych), co kończy dowód Lematu 7.16. ¤
Kończy to dowód możliwości przedstawienia grupy w postaci (F). Tym samym,
zakończony jest dowód Twierdzenia 7.3 o klasyfikacji grup przemiennych skończenie
generowanych. ¤

7.17. PrzykÃlad. Niech A =
(

1 30 0
1 15 0

)
. Zbadamy, jaka jest klasa izomorfizmu

grupy Z3/A. PrzeksztaÃlcamy macierz A w podany poniżej sposób:
(

1 30 0
1 15 0

)
→

(
1 0 0
1 −15 0

)
→

(
1 0 0
0 −15 0

)
→

(
1 0 0
0 15 0

)
→
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→



1 0 0
0 15 0
0 0 0




Jak widać Z3/A ∼= Z1 × Z15 × Z0 = 0× Z15 × Z = Z3 × Z5 × Z.
Warto jeszcze wspomnieć o cze↪sto stosowanej notacji dotycza↪cej grup przemien-

nych skończenie generowanych.
7.18. PrzykÃlad. Zapis: grupa przemienna G zadana przez generatory i relacje

〈x, y, z|x + 2y − z = 0, 2x− 5y = 0, 3x = 0 〉

lub krócej
〈x, y, z|x + 2y − z, 2x− 5y, 3x 〉

jest równoważny naszemu zapisowi G = Z3/A, gdzie A =




1 2 −1
2 −5 0
3 0 0


 .
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ZADANIA

Z7.1. Niech G i H be↪da↪ skończonymi grupami przemiennymi. Pokazać, że jeżeli dla
każdej liczby naturalnej n grupa G ma tyle samo elementów rze↪du n, co grupa H, to
G i H sa↪ izomorficzne. (ZaÃlożenie przemienności jest istotne, por. PrzykÃlad 5.21).
Z 7.2. Zbadać, czy Q×Q ∼= Q.

Z7.3. Niech Z f−→ Z × Z × Z g−→ Z × Z be↪da↪ homomorfizmami zadanymi wzorami
f(x) = (4x, 6x, 2x), g(x, y, z) = (5x− 5y +5z, 10x− 10y +10z). Sprawdzić, że g ◦ f
jest homomorfizmem trywialnym i znaleźć ker g/im f.

TEST

T7.1. W grupie addytywnej liczb wymiernych Q istnieje podgrupa wÃlaściwa H 6 Q,
taka że H ∼= Q.
T7.2. Jeżeli w skończonej grupie przemiennej G każda podgrupa wÃlaściwa jest cyk-
liczna, to G jest grupa↪ cykliczna↪.
T 7.3. Jeżeli w grupie przemiennej G rze↪du 9 każda podgrupa wÃlaściwa jest cyk-
liczna, to G jest grupa↪ cykliczna↪.
T 7.4. Jeżeli w grupie przemiennej G rze↪du 8 każda podgrupa wÃlaściwa jest cyk-
liczna, to G jest grupa↪ cykliczna↪.
T 7.5. Niech H be↪dzie podgrupa↪ grupy Z × Z generowana↪ przez elementy (4, 3) i
(0, 7). Wówczas grupa Z× Z/H jest skończona i jest izomorficzna z .
T 7.6.Z21 × Z40

∼= Z168 × Z5

T7.7. Grupa przemienna, która zawiera wie↪cej niż 20 elementów rze↪du 25 musi
zawierać podgrupe↪ izomorficzna↪ z Z25 × Z25.
T7.8.Z21 × Z8 × Z5

∼= Z42 × Z20

T7.9. Jeżeli G i H sa↪ grupami przemiennymi rze↪du 81 i żadna z tych grup nie
zawiera elementów rze↪du 9, to grupy te sa↪ izomorficzne.
T 7.10.Z3 × Z3 × Z5 × Z7

∼= Z3 × Z105.
T7.11.Z3 × Z3 × Z5 × Z7

∼= Z315.
T7.12. (Q/Z)× Z ∼= Q.
T7.13. Niech G, H be↪da↪ skończenie generowanymi grupami przemiennymi. Jeżeli
G×Q ∼= H ×Q, to G ∼= H.
T7.14. Niech G, H be↪da↪ skończenie generowanymi grupami przemiennymi. Jeżeli
G× (Q/Z) ∼= H × (Q/Z), to G ∼= H.
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8. Pieŕscienie

Ostatnie dwa rozdziaÃly poświe↪camy teorii pierścieni. Ograniczamy sie↪ w zasadzie
do teorii pierścieni przemiennych z jedynka↪.

8.1. Definicja. Pieŕscieniem nazywamy zbiór R wyposażony† w cztery dziaÃlania:
dwa dwuargumentowe — dodawanie

(
(x, y) 7→ x + y

)
i mnożenie

(
(x, y) 7→ x · y)

,
jedno jednoargumentowe — branie elementu przeciwnego (x 7→ −x),
i jedno zeroargumentowe — element wyróżniony 0,
takie że (R, +,−, 0) jest grupa↪ przemienna↪, i sa↪ speÃlnione naste↪puja↪ce warunki:
∀a,b,c∈R a · (b · c) = (a · b) · c
∀a,b,c∈R a · (b + c) = a · b + a · c oraz ∀a,b,c∈R (b + c) · a = b · a + c · a

Pieŕscieniem z jedynka↪ nazywamy pierścień wyposażony†† w jeszcze jedno dziaÃlanie
zeroargumentowe — element wyróżniony 1, taki że
∀a∈R 1 · a = a · 1 = a.

Jeżeli ∀a,b∈R a · b = b · a, to mówimy że pierścień jest przemienny.

8.2. Definicja. Podpieŕscieniem pierścienia z jedynka↪ R nazywamy podzbiór
P ⊆ R, taki że

P jest podgrupa↪ grupy addytywnej pierścienia R,
1 ∈ P,
∀a,b∈P a · b ∈ P.

W definicji pierścienia z jedynka↪ nie zakÃladalísmy, że 0 6= 1. Jednak istnieje tylko
jeden pierścień, w którym 0 = 1, tak zwany pierścień zerowy.
8.3. PrzykÃlad. Pierścieniem zerowym nazywamy pierścień zawieraja↪cy tylko je-
den element 0 = 1.
Uwaga. Jeżeli 0 = 1, to w rozpatrywanym pierścieniu R nie ma żadnych innych ele-
mentów.
Dowód. Niech x ∈ R. Wówczas x = x · 1 = x · 0 = 0. ¤
8.4. PrzykÃlad. Jeżeli R jest niezerowym pierścieniem przemiennym z jedynka↪, to
zbiór macierzy n× n, oznaczany symbolem Mn×n(R), ze zwykÃlymi dziaÃlaniami na
macierzach, jest pierścieniem z jedynka↪. Dla n > 1 pierścień ten jest nieprzemienny.
8.5. PrzykÃlad. Jeżeli R jest pierścieniem, a X jest dowolnym niepustym zbiorem,
to zbiór RX , z dziaÃlaniami określonymi w oczywisty sposób (np. f · g = h, gdzie
h(x) = f(x) · g(x)), jest pierścieniem.

Podajemy jeszcze jeden przykÃlad, dla zilustrowania tego, jak ważne jest pre-
cyzyjne określenie rodzaju rozpatrywanych obiektów.
8.6. PrzykÃlad. Rozpatrujemy pierścień przemienny z jedynka↪ Z10. DziaÃlania do-
dawania i mnożenia sa↪ wykonywane modulo 10, jedynka↪ jest oczywíscie liczba 1,
a zerem liczba 0. Rozpatrzmy podzbiór P = {0, 5}. Podzbiór ten nie zawiera je-
dynki pierścienia z jedynka↪ Z10, wie↪c nie jest podpierścieniem pierścienia z jedynka↪
Z10. Zauważmy jednak, że zbiór P jest zamknie↪ty ze wzgle↪du na mnożenie, do-
dawanie, branie elementu odwrotnego i zawiera element zerowy. Przyje↪ty sposób

† z formalnego punktu widzenia należaÃloby napisać: pia↪tke↪ uporza↪dkowana↪
(R, +, ·,−, 0).
†† z formalnego punktu widzenia należaÃloby napisać: szóstke↪ uporza↪dkowana↪
(R, +, ·,−, 0, 1).
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wyrażenia tej sytuacji, to stwierdzenie, że P jest podpierścieniem Z10 w kate-
gorii pierścieni, ale nie w kategorii pierścieni przemiennych z jedynka↪. Zauważmy
jeszcze, że w zbiorze P jest element neutralny ze wzgle↪du na mnożenie — liczba
5 (5 · 5 = 25 = 5, 5 · 0 = 0). Ale to nie wystarcza, żeby P uznać za pod-
pierścień pierścienia Z10 w kategorii pierścieni przemiennych z jedynka↪. Definicja
wymaga, żeby do podpierścienia pierścienia przemiennego z jedynka↪ należaÃla je-
dynka wyj́sciowego pierścienia.

W dalszym cia↪gu wykÃladu ograniczamy sie↪ do rozpatrywania pierścieni
przemiennych z jedynka↪.

8.7. PrzykÃlad. CiaÃlo jest pierścieniem przemiennym z jedynka↪.
8.8. PrzykÃlad. Pierścień Zn liczb caÃlkowitych modulo n z dodawaniem i mnoże-
niem modulo n.
8.9. PrzykÃlad. Pieŕscień wielomianów: Niech R be↪dzie pierścieniem przemiennym z
jedynka↪.
Pierścieniem wielomianów jednej zmiennej nad R nazywamy zbiór cia↪gów

{(a0, a1, . . . ): ai ∈ R, ai = 0 dla prawie wszystkich i}
z dziaÃlaniami

(a0, a1, . . . ) + (b0, b1, . . . ) = (a0 + b0, a1 + b1, . . . )

(a0, a1, . . . ) · (b0, b1, . . . ) = (c0, c1, . . . ), gdzie ci =
i∑

j=0

ajbi−j

−(a0, a1, . . . ) = (−a0,−a1, . . . )

oraz elementami: (0, 0, 0, . . . ) jako zerem i (1, 0, 0, . . . ) jako jedynka↪.
Oznaczymy przez X cia↪g (0, 1, 0, 0, . . . ). Cia↪g (a, 0, 0, . . . ) be↪dziemy w skrócie oz-
naczać litera↪ a. Wówczas Xn = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) — cia↪g z jedynka↪ na n–tym
miejscu. Ponadto (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . . ) = a0+a1X+· · ·+anXn. W tej konwencji
mnożenie wielomianów wyraża sie↪ znanym wzorem.
Pierścień wielomianów nad R oznaczamy symbolem R[X].
Konstrukcje↪ pierścienia wielomianów można iterować: (R[X])[Y ] oznaczamy sym-
bolem R[X, Y ] i nazywamy pierścieniem wielomianów dwóch zmiennych.

W podobny sposób definiujemy też pierścień wielomianów dowolnej skończonej
liczby zmiennych.

8.10. PrzykÃlad. Pieŕscień szeregów formalnych: Jeżeli w PrzykÃladzie 8.9 opuści-
my zaÃlożenie, że prawie wszystkie wspóÃlczynniki ai sa↪ równe 0, to z analogicznie
określonymi dziaÃlaniami otrzymamy pierścień szeregów formalnych, który oznacza-
my symbolem R[[X]]. Tak, jak w przypadku wielomianów, zamiast cia↪gu

(a1, a2, . . . ) piszemy
∞∑

i=0

aiX
i. DziaÃlania wyrażaja↪ sie↪ znanymi wzorami:

∞∑

i=0

aiX
i +

∞∑

i=0

biX
i =

∞∑

i=0

(ai + bi)Xi

(
∞∑

i=0

aiX
i) · (

∞∑

i=0

biX
i) =

∞∑

i=0

ciX
i, gdzie ci =

i∑

j=0

ajbi−j .
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Podobnie jak w przypadku wielomianów konstrukcje↪ pierścienia szeregów formal-
nych można iterować: (R[[X]])[[Y ]] oznaczamy R[[X, Y ]] i nazywamy pierścieniem
szeregów formalnych dwóch zmiennych, itd.
8.11. PrzykÃlad. Produkt pieŕscieni: Tak jak w teorii grup, na iloczynie kartezjań-
skim P × R pierścieni przemiennych z jedynka↪ można określić dziaÃlania wzorami
(x, y)(x′, y′) = (xx′, yy′), (x, y)+(x′, y′) = (x+x′, y+y′), −(x, y) = (−x,−y), 1 =
(1P , 1R) i 0 = (0P , 0R). Zbiór P ×R z tak określonymi dziaÃlaniami jest pierścieniem
przemiennym z jedynka↪. Nazywamy go produktem pierścieni P i R.

WÃlasności elementów pieŕscienia

8.12. Definicja. Element x ∈ R nazywamy dzielnikiem zera wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje element niezerowy y ∈ R, dla którego xy = 0.
Element x ∈ R nazywamy odwracalnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element
y ∈ R, zwany odwrotnościa↪ elementu x, dla którego xy = 1.
Element x ∈ R nazywamy nilpotentnym jeżeli istnieje liczba caÃlkowita dodatnia n,
dla której xn = 0.

8.13. Uwaga. W pierścieniu niezerowym 0 jest dzielnikiem zera. W każdym
pierścieniu 0 jest elementem nilpotentnym.
8.14. Uwaga. Można skracać przez elementy, które nie sa↪ dzielnikami zera, to
znaczy: jeżeli x nie jest dzielnikiem zera i xy = xz to y = z.
8.15. Uwaga. Element odwracalny nie jest dzielnikiem zera. Jego odwrotność
jest wyznaczona jednoznacznie. Zbiór elementów odwracalnych, z jedynka↪ jako
elementem neutralnym, jest grupa↪ ze wzgle↪du na mnożenie.
8.16. PrzykÃlad. W pierścieniu Zn dzielnikami zera sa↪ te liczby k, dla których
(k, n) > 1. PozostaÃle elementy sa↪ odwracalne.

Ten ostatni przykÃlad Ãlatwo uogólnić do naste↪puja↪cego stwierdzenia.

8.17. Stwierdzenie. W pierścieniu skończonym, element nie be↪da↪cy dzielnikiem
zera jest odwracalny.

Dowód. Niech 0, x1, . . . , xn be↪dzie lista↪ elementów rozpatrywanego pierścienia.
Rozpatrzmy element x, który nie jest dzielnikiem zera. Z zaÃlożenia o elemencie
x i Uwagi 8.14 wynika, że iloczyny xx1, . . . , xxn sa↪ parami różne i że żaden z nich
nie jest zerem. Zatem rozpatrywane iloczyny, to wszystkie niezerowe elementy
pierścienia. Wobec tego któryś z nich jest jedynka↪. ¤
8.18. Definicja. Niezerowy pierścień przemienny z jedynka↪, który nie ma nieze-
rowych dzielników zera, nazywamy dziedzina↪ caÃlkowitości.

Ze Stwierdzenia 8.16 natychmiast wynikaja↪ naste↪puja↪ce fakty.

8.19. Stwierdzenie. W dziedzinie caÃlkowitości obowia↪zuje prawo skracania (przez
elementy niezerowe) dla mnożenia.

8.20. Stwierdzenie. Skończona dziedzina caÃlkowitości jest ciaÃlem.
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ZADANIA

Wszystkie poniższe zadania dotycza↪ pierścieni przemiennych z jedynka↪. W zwia↪zku
z tym podpierścień musi zawierać jedynke↪ wyj́sciowego pierścienia.

Z 8.1. Znaleźć dzielniki zera, elementy odwracalne i elementy nilpotentne w pierście-
niach Z24 i Z16.
Z 8.2. W pierścieniach Z9[X] i Z15[X] wskazać elementy odwracalne, dzielniki zera,
elementy nilpotentne.
Z 8.3. Czy Z24 zawiera podpierścień izomorficzny z Z8?
Z 8.4. Znaleźć podpierścienie pierścienia Z2 × Z2 × Z2.

♥ Z8.5. Wykazać, że jeżeli R jest dziedzina↪ caÃlkowitości, to R[X] oraz R[[X]] także
sa↪ dziedzinami caÃlkowitości.
Z 8.6. Niech f = a0 + a1x + · · ·+ anxn ∈ R[X]. Pokazać, że:
a) f jest elementem odwracalnym ⇐⇒ a0 jest elementem odwracalnym, a wspóÃl-

czynniki a1, . . . , an sa↪ elementami nilpotentymi.
b) f jest nilpotentny ⇐⇒ a0, a1, . . . , an sa↪ nilpotentne.
c) f jest dzielnikiem zera ⇐⇒ istnieje a ∈ R, taki że af = 0.

Z 8.7. W pierścieniu szeregów formalnych R[[X]] szereg
∞∑

i=0

aiX
i jest odwracalny

wtedy i tylko wtedy, gdy a0 jest elementem odwracalnym pierścienia R.
♥ Z8.8. Niech x be↪dzie elementem odwracalnym, a y elementem nilpotentnym. Poka-

zać, że x + y jest elementem odwracalnym.

TEST

♥ T8.1. ∀x∈R 0x = x0 = 0.
♥ T8.2. ∀x∈R (−1)x = −x.

T8.3. Każdy pierścień czteroelementowy jest ciaÃlem.
T 8.4. Każdy pierścień pie↪cioelementowy jest ciaÃlem.
T 8.5. Produkt dziedzin caÃlkowitości jest dziedzina↪ caÃlkowitości.
T 8.6. Element nieodwracalny jest dzielnikiem zera.
T 8.7. W niezerowym pierścieniu skończonym element nieodwracalny jest dzielni-
kiem zera.
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9. Homomorfizmy i ideaÃly.

9.1. Definicja. PrzeksztaÃlcenie ϕ : R → P pierścieni przemiennych z jedynka↪
nazywamy homomorfizmem, jeżeli sa↪ speÃlnione naste↪puja↪ce warunki.
a) ϕ jest homomorfizmem grup addytywnych,
b) ∀a,b∈R ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b),
c) ϕ(1) = 1.

Określenia izomorfizm, monomorfizm, epimorfizm, automorfizm, endomorfizm
sa↪ używane w sposób analogiczny, jak w teorii grup. Prawdziwa jest także uwaga
analogiczna do Uwagi 1.7.

9.2. Uwaga. Homomorfizm pierścieni jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
jest homomorfizmem i bijekcja↪ zbiorów.

9.3. PrzykÃlad. Jedynym homomorfizmem Z→ Z jest identyczność.
9.4. PrzykÃlad. Istnieje dokÃladnie jeden homomorfizm f : Z → Zn — określony
wzorem f(x) = x (mod n).
9.5. PrzykÃlad. Istnieje dokÃladnie jeden homomorfizm z dowolnego pierścienia w
pierścień zerowy.
9.6. PrzykÃlad. Dla każdego elementu a pierścienia R wzór

φa(anXn + · · ·+ a1X + a0) = anan + · · ·+ a1a + a0

określa pewien homomorfizm φa : R[X] → R.

9.7. PrzykÃlad. Określimy pewien homomorfizm Φ : R[X] → RR. Niech
w = anXn + · · · + a1X + a0. Obraz wielomianu w oznaczamy symbolem Φw i
zadajemy wzorem:

Φw(a) = anan + · · ·+ a1a + a0.

Tak wie↪c Φw(a) to po prostu w(a) — wartość wielomianu w w punkcie a. Elementy
zbioru Φ(R[X]) nazywamy funkcjami wielomianowymi.
Dobrze wiadomo, że dla ciaÃl R, Q, C homomorfizm Φ jest monomorfizmem — różne
wielomiany wyznaczaja↪ różne funkcje. Spójrzmy jednak na naste↪puja↪cy przykÃlad:
R = Z2, w1 = X2 + X, w2 = X3 + X. ÃLatwo sprawdzić, że Φw1 = Φw2 — jest to
w obydwu przypadkach funkcja zerowa.

Podobnie jak w przypadku teorii grup, do badania homomorfizmów posÃluży nam
poje↪cie ja↪dra i pierścienia ilorazowego.

9.8. Definicja. Ja↪drem homomorfizmu ϕ : R → P nazywamy zbiór

ker ϕ = {x ∈ R: ϕ(x) = 0}.

Ja↪dro homomorfizmu ma naste↪puja↪ce wÃlasności:
a) jest podgrupa↪ grupy addytywnej pierścienia R

b) ∀x∈R∀a∈ker ϕ a · x ∈ ker ϕ.
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9.9. Definicja. IdeaÃlem pierścienia R nazywamy taka↪ podgrupe↪ I grupy addytywnej
tego pierścienia, która speÃlnia warunek:
∀x∈R a∈I a · x ∈ I.

Używamy oznaczenia I E R.

9.10. PrzykÃlady.
1) Ja↪dro dowolnego homomorfizmu jest ideaÃlem.
2) {0} E R jest ideaÃlem, który nazywamy ideaÃlem zerowym.
3) Przypomnijmy, że w pierścieniu liczb caÃlkowitych Z, podgrupy grupy addytywnej

sa↪ postaci, nZ, dla pewnego n ∈ N. Każda z nich jest ideaÃlem, gdyż jest ja↪drem
homomorfizmu f : Z→ Zn, f(x) = x (mod n).

4) R E R — ten ideaÃl nazywamy niewÃlaściwym.
IdeaÃl nazywamy wÃlaściwym, jeżeli jest różny od caÃlego pierścienia. Zanotujmy

przydatne, choć oczywiste, stwierdzenie:

9.11. Stwierdzenie. IdeaÃl jest wÃlaściwy wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera 1.

Dowód. Jeżeli ideaÃl zawiera 1, to ∀x∈R x · 1 = x ∈ I, czyli I = R. ¤
Wobec powyższego, ideaÃl wÃlaściwy nie jest podpierścieniem pierścienia przemien-
nego z jedynka↪.

Odnotujmy jeszcze naste↪puja↪ce, Ãlatwe do udowodnienia, wÃlasności ideaÃlów (ana-
logiczne do odpowiednich wÃlasności podgrup normalnych):
1) Jeżeli ϕ : R −→ P jest homomorfizmem i J E P, to ϕ−1(J) E R.
2) Jeżeli ϕ : R −→ P jest epimorfizmem i I E R, to ϕ(I) E P.

Jeżeli o przeksztaÃlceniu ϕ zakÃladamy tylko tyle, że jest homomorfizmem, to w
każdym razie możemy twierdzić, że ϕ(I) E im (ϕ).

3) Jeżeli Ik E R dla k ∈ K to
⋂

k∈K

Ik E R.

Z tej ostatniej wÃlasności wynika, że dla każdego podzbioru A ⊆ R istnieje naj-
mniejszy ze wzgle↪du na zawieranie ideaÃl pierścienia R zawieraja↪cy zbiór A — oz-
nacza sie↪ go przez (A) i nazywa ideaÃlem generowanym przez A. Nietrudno znaleźć
postać elementów ideaÃlu (A).

9.12. Stwierdzenie. Jeżeli A ⊆ R, A 6= ∅, to

(A) = {a1x1 + · · ·+ ajxj : j ∈ N, ai ∈ A, xi ∈ R}.

Dowód. ÃLatwo sprawdzić, że każdy ideaÃl zawieraja↪cy zbiór A zawiera powyższy
zbiór i że zbiór ten jest ideaÃlem. ¤

9.13. Definicja. IdeaÃl I E R nazywamy ideaÃlem gÃlównym wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje element a ∈ R, taki że I = (a) = {ax : x ∈ R}.
9.14. Stwierdzenie. W pierścieniu Z i w pierścieniu k[X] (wielomianów nad
ciaÃlem k) każdy ideaÃl jest gÃlówny.

Dowód. Dla niezerowego ideaÃlu w pierścieniu Z generatorem jest liczba caÃlkowita
o najmniejszym module spośród liczb różnych od zera należa↪cych do ideaÃlu. W
przypadku pierścienia wielomianów należy wzia↪ć wielomian najmniejszego stopnia
spośród niezerowych wielomianów należa↪cych do ideaÃlu. ¤

Używaja↪c poje↪cia ideaÃlu można podać wygodna↪ charakteryzacje↪ tych pierścieni,
które sa↪ ciaÃlami.
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9.15. Stwierdzenie. Pierścień jest ciaÃlem wtedy i tylko wtedy, gdy jest niezerowy
i jedynymi jego ideaÃlami sa↪ ideaÃl zerowy i caÃly pierścień.

Dowód. ⇒ Jeżeli {0} 6= I E R, to istnieje x 6= 0, x ∈ I. Wówczas x · x−1 = 1 ∈ I,
zatem I = R.
⇐ Jeżeli x 6= 0, to {0} 6= (x), wie↪c (x) = R i 1 ∈ (x) — co oznacza, że istnieje y,
dla którego xy = 1. ¤

Pieŕscienie ilorazowe

9.16. Definicja. Niech I E R be↪dzie ideaÃlem. Wówczas pieŕscieniem ilorazowym
nazywamy zbiór warstw R/I z dziaÃlaniami:

(x + I) + (y + I) = (x + y) + I

(x + I) · (y + I) = x · y + I

−(x + I) = −x + I

i warstwami: 1 + I jako jedynka↪, I jako zerem.
PrzeksztaÃlcenie π : R → R/I zadane wzorem π(x) = x + I jest epimorfizmem,
ker π = I.

Udowodnimy twierdzenie o homomorfizmie, analogiczne do Twierdzenia 4.17 w
teorii grup.

9.17. Twierdzenie o homomorfizmie. Jeżeli ϕ : R → P jest homomorfizmem,
to istnieje dokÃladnie jeden homomorfizm ϕ̃ : R/ker ϕ → P , taki że ϕ = ϕ̃ ◦ π,
gdzie π : R → R/ker ϕ. Homomorfizm ϕ̃ : R/ker ϕ → ϕ(R) jest izomorfizmem i
istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniość mie↪dzy ideaÃlami pierścienia ϕ(R) a
ideaÃlami R zawieraja↪cymi ker ϕ.

Dowód. Szukanym homomorfizmem jest ϕ̃(xker ϕ) = ϕ(x). Uzasadnienie jest ana-
logiczne jak w przypadku grup. ¤

W zależności od wÃlasności pierścienia ilorazowego be↪dziemy wyróżniać pewne
ideaÃly.

9.18. Definicja. IdeaÃl I E R nazywamy ideaÃlem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy
R/I jest dziedzina↪ caÃlkowitości.
IdeaÃl I E R nazywamy ideaÃlem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy R/I jest
ciaÃlem.

Oczywíscie, każdy ideaÃl maksymalny jest pierwszy. Podamy warunki równoważ-
ne tym z definicji i wówczas be↪dzie widać dlaczego używa sie↪ nazw — pierwszy i
maksymalny.

9.19. Stwierdzenie. IdeaÃl I E R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy I 6= R
oraz dla dowolnych x, y ∈ R, jeżeli xy ∈ I, to x ∈ I lub y ∈ I.
IdeaÃl I E R jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest elementem maksymal-
nym, ze wzgle↪du na zawieranie, w zbiorze wÃlaściwych ideaÃlów R (oznacza to, że
I 6= R oraz jeżeli J E R i I ⊆ J, to I = J lub J = R).

Dowód. W obydwu wypadkach możemy ograniczyć rozważania do sytuacji, gdy I
jest ideaÃlem wÃlaściwym. W przeciwnym razie iloraz jest pierścieniem zerowym, a
wie↪c nie jest ani dziedzina↪ caÃlkowitości, ani ciaÃlem. ZakÃladamy zatem, że I 6= R.
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Pierścień R/I jest dziedzina↪ caÃlkowitości wtedy i tylko wtedy, gdy z równości
(x + I) · (y + I) = xy + I = 0 + I wynika, że (x + I = 0 + I ∨ y + I = 0 + I),
a zatem wtedy i tylko wtedy, gdy z xy ∈ I wynika, że (x ∈ I ∨ y ∈ I).

Pierścień R/I jest ciaÃlem wtedy i tylko wtedy, gdy jego jedynymi ideaÃlami sa↪
ideaÃl zerowy oraz caÃly pierścierń R/I, a zatem (wobec wzajemnie jednoznacznej
odpowiedniości mie↪dzy ideaÃlami pierścienia ilorazowego R/I a ideaÃlami pierścienia
R zawieraja↪cymi I) wtedy i tylko wtedy, gdy z I ⊆ J E R wynika (I = J ∨ J = R).
¤
9.20. Twierdzenie. Każdy ideaÃl wÃlaściwy I jest zawarty w pewnym ideale maksy-
malnym.

Dowód. Rozpatrzmy zbiór ideaÃlów wÃlaściwych zawieraja↪cych I, z cze↪́sciowym
porza↪dkiem wyznaczonym przez zawieranie. ÃLańcuchami† sa↪ wówczas wste↪puja↪ce
rodziny ideaÃlów. Każdy Ãlańcuch ma zatem ograniczenie górne, bo suma wste↪puja↪cej
rodziny ideaÃlów wÃlaściwych jest ideaÃlem wÃlaściwym (nie zawiera jedynki, bo nie za-
wiera jej żaden z sumowanych skÃladników). Na mocy lematu Zorna w zbiorze tym
istnieje wie↪c element maksymalny. ¤
9.21. Wniosek. Każdy niezerowy pierścień można odwzorować epimorficznie na
pewne ciaÃlo. ¤
9.22. PrzykÃlady.
1) Z/(n) ∼= Zn jest pierścieniem skończonym. Zatem ideaÃl gÃlówny (n) jest maksy-

malny wtedy i tylko wtedy, gdy jest pierwszy, a wie↪c wtedy i tylko wtedy, gdy n
jest liczba↪ pierwsza↪.

2) Niech X be↪dzie przestrzenia↪ topologiczna↪, a C(X) pierścieniem funkcji cia↪gÃlych
o wartościach rzeczywistych. Niech x0 ∈ X. IdeaÃl {f : f(x0) = 0} jest ja↪drem
epimorfizmu φ : C(X) → R, określonego wzorem φf (x0) = f(x0), a wie↪c jest
maksymalny.

Naste↪pne dwa przykÃlady ilustruja↪ ważna↪ metode↪ otrzymywania interesuja↪cych ciaÃl
jako pierścieni ilorazowych pierścienia wielomianów nad ciaÃlem.
3) IdeaÃl (x2 + 1) E R[X] jest maksymalny, i R[X]/(x2 + 1) ∼= C. Izomorfizm jest

wyznaczony przez przyporza↪dkowanie warstwie x + (x2 + 1) liczby i.

4) ÃLatwo sprawdzić, że Z2[X]/(X2 +X +1) jest ciaÃlem o czterech elementach, wie↪c
ideaÃl (X2 + X + 1) jest maksymalny.

CiaÃlo uÃlamków

Na koniec opiszemy jeszcze jedna↪ cze↪sto stosowana konstrukcje↪ ciaÃl. ZaÃlóżmy,
że R jest dziedzina↪ caÃlkowitości. Obowia↪zuje wówczas, tak jak w ciele, prawo
skracania (przez elementy niezerowe) dla mnożenia:

∀x 6=0∀y,z xy = xz ⇔ y = z.

Jednak, inaczej niż w ciele, niektóre niezerowe elementy moga↪ nie mieć odwrotności.
Okazuje sie↪, że dziedzina R, choć sama nie musi być ciaÃlem, jest zawsze zawarta w
pewnym ciele. Istnieje prosta konstrukcja, która to gwarantuje, tzw. konstrukcja
ciaÃla uÃlamków Q(R) dziedziny R. W szczególnym przypadku, gdy R = Z otrzymu-
jemy dobrze znane ciaÃlo liczb wymiernych: Q(Z) = Q.

† tzn. podzbiorami liniowo uporza↪dkowanymi.
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Niech R be↪dzie dziedzina↪ caÃlkowitości. Na zbiorze par uporza↪dkowanych
R× (R \ {0}) określamy relacje↪ równoważności ∼ wzorem
(x, y) ∼ (z, v) ⇔ xv = yz. Klase↪ równoważności tej relacji nazywamy uÃlamkiem i
oznaczamy symbolem x

y (tak wie↪c
x
y = z

v ⇔ xv = yz). Zbiór wszystkich uÃlamków
oznaczamy symbolem Q(R).

9.23. Definicja. CiaÃlem uÃlamków dziedziny caÃlkowitości R nazywamy zbiór Q(R) z
uÃlamkiem 0

1 jako zerem, uÃlamkiem 1
1 jako jedynka↪ i dziaÃlaniami określonymi wzo-

rami:

x

y
+

p

q
=

xq + py

yq
x

y
· p

q
=

xp

yq

−p

q
=
−p

q

ÃLatwo sprawdzić, że takie dziaÃlania sa↪ dobrze określone i że definiuja↪ ciaÃlo.
Odwzorownanie i : R ↪→ Q(R) zadane wzorem i(x) = x

1 jest monomorfizmem
pierścieni. Zatem istotnie, każda dziedzina caÃlkowitości jest podpierścieniem pewne-
go ciaÃla.

9.24. PrzykÃlad. Niech R = k[X] be↪dzie pierścieniem wielomianów ciaÃla k. CiaÃlo
uÃlamków Q(k[X]) oznaczamy symbolem k(X) i nazywamy ciaÃlem funkcji wymiernych
nad k. Dla k = Z2 konstrukcja ta dostarcza przykÃladu ciaÃla nieskończonego charak-
terystyki 2.

Konstrukcje↪ ciaÃla uÃlamków rozumiemy jako operacje↪ dodania do dziedziny caÃlko-
witości pewnych brakuja↪cych elementów. Zauważmy, że oczywíscie
9.25. Uwaga. Jeżeli dziedzina caÃlkowitości R jest ciaÃlem, to Q(R) ∼= R.
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ZADANIA

Z9.1. Pokazać, że pierścień R jest ciaÃlem wtedy i tylko wtedy, gdy każdy homomor-
fizm określony na R, o wartościach w pierścieniu niezerowym, jest monomorfizmem.
Z 9.2. Znaleźć wszystkie ideaÃly pierścieni Z15 i Z16. Wskazać wśród nich pierwsze i
maksymalne. Znaleźć pierścienie ilorazowe.
Z 9.3. Pokazać, że ideaÃl pierścienia skończonego jest pierwszy wtedy i tylko wtedy,
gdy jest maksymalny.
Z 9.4. Pokazać, że jeżeli p|n, to nie istnieje homomorfizm pierścienia Z[ 1

n ] −→ Zp,
gdzie Z[ 1

n ] jest podpierścieniem Q generowanym przez Z i 1
n .

Z 9.5. Znaleźć wszystkie homomorfizmy pierścieni Z[X]/(10X2 − 6X − 3) −→ Z11.
Z 9.6. Niech I1 oraz I2 be↪da↪ ideaÃlami pierścienia R. Wykazać, że podzbiór R
{x1 + x2 : x1 ∈ I1, x2 ∈ I2} jest ideaÃlem generowanym przez I1 ∪ I2.
Z 9.7. Niech R be↪dzie pierścieniem lokalnym, to znaczy takim, że ma on dokÃladnie
jeden ideaÃl maksymalny. Udowodnić, że jeżeli x ∈ R oraz x2 = x to x = 0 lub
x = 1.
Z 9.8. Czy pierścień Z[X]/(Xn − 1) jest dziedzina↪ caÃlkowitości?
Z 9.9. Zbadać, czy ideaÃl gÃlówny (2i) pierścienia Z[i] jest pierwszy.
Z 9.10. Zbadać, czy w pierścieniu Z[X] ideaÃl (X2, X3 + 6) jest gÃlówny.
Z 9.11. Pokazać, że Z[i]/(3 + i) ∼= Z10.
Z 9.12. Pokazać, że R[X]/(X2 − 2X + 2) ∼= C.
Z 9.13. Udowodnić, że jeżeli R jest nieskończona↪ dziedzina↪ caÃlkowitości, to homo-
morfizm Φ : R[X] −→ RR dany wzorem Φf (a) = f(a) jest monomorfizmem.
Z 9.14. Udowodnić, że pierścień R[X] jest dziedzina↪ ideaÃlów gÃlównych wtedy i tylko
wtedy, gdy R jest ciaÃlem. Podać przykÃlad ideaÃlu w Z[X], który nie jest gÃlówny.

♥ Z9.15. Udowodnić, że w pierścieniu wielomianów K[X], gdzie K jest ciaÃlem, każdy
niezerowy ideaÃl pierwszy jest maksymalny.
Z 9.16. Znaleźć wszystkie homomorfizmy pierścieni:
a) Z[X]/(X2) −→ Z24

b) Z[X, Y ]/(X2 − Y 3) −→ Z
c) Z[X]/(Xn − 1) −→ Q
d) Z[X]/(Xn − 1) −→ C
Z9.17. Znaleźć wszystkie homomorfizmy pierścieni Z[X]/(15X2 +10X− 2) −→ Z7.

TEST

T9.1. Pierścień Z8 jest obrazem homomorficznym pierścienia Z24.
T9.2. Każdy ideaÃl pierścienia Zn jest gÃlówny.
T 9.3. Każdy ideaÃl pierwszy pierścienia Z jest maksymalny.
T 9.4. Jeżeli skończony niezerowy pierścień nie zawiera podpierścienia wÃlaściwego,
to jest izomorficzny z którymś z pierścieni Zn.
T9.5. W produkcie pierścieni R× P podzbiór R× {0} jest podpierścieniem.
T 9.6. W produkcie pierścieni R× P podzbiór R× {0} jest ideaÃlem.
T 9.7. Podpierścień dziedziny caÃlkowitości jest dziedzina↪ caÃlkowitości.
T 9.8. W pierścieniu Zn każdy ideaÃl jest gÃlówny.
T 9.9. W pierścieniu Zn każdy ideaÃl pierwszy jest maksymalny.
T 9.10. Jeżeli pierścień ilorazowy pierścienia K[X], gdzie K jest ciaÃlem, jest dzie-
dzina↪ caÃlkowitości, to jest ciaÃlem.
T 9.11. R[X]/((X − 1)(X + 1)) ∼= R[X]/((X − 2)X)
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T9.12.C[X, Y ]/(X2 − Y 2) ∼= C[X, Y ]/(XY )
T 9.13.Z[X]/(2X(X − 1)) ∼= Z[X]/(X(X − 1)).
T 9.14.Q[X]/(2X(X − 1)) ∼= Q[X]/(X(X − 1)).
T 9.15.Z[X]/(X(X − 1)) ∼= Z[X]/(X)× Z[X]/(X − 1).
T 9.16.Z[X]/(X2 + X + 1) jest izomorficzny z podpierścieniem R.
T 9.17.Z[i]/(1 + 2i) ∼= Z5.
T 9.18.Z[i]/(1 + 2i) ∼= Z2.
T 9.19.Z[i]/(2 + 2i) ma skończenie wiele elementów.
T 9.20.Z[i]/(2 + 2i) jest dziedzina↪ caÃlkowitości.
T 9.21.Z[i]/(2 + 2i) jest ciaÃlem.
T 9.22. Pierścień Z15[X] ma nieskończenie wiele dzielników zera.
T 9.23. W pierścieniu Z[X] ideaÃl (X2, X4 − 3) jest gÃlówny.
T 9.24. IdeaÃl ((3, 5)) jest ideaÃlem pierwszym w Z× Z.
T9.25. IdeaÃl ((3, 5)) jest ideaÃlem maksymalnym w Z× Z.
T 9.26. Niech K be↪dzie ciaÃlem. CiaÃlo funkcji wymiernych dwóch zmiennych K(X, Y )
zawiera podciaÃlo izomorficzne z ciaÃlem K(X).
T9.27. Niech R be↪dzie dziedzina↪ caÃlkowitości. Wówczas Q(R)(X) ∼= Q(R[X]).


