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Zadanie 8.1

Podaj przyklad najmniejszej uniwersalnej rodziny funkcji haszujacych z uniwer-
sum {1,2,3,4,5} w przestrzen adresowa {1,2} (w postaci tabelki z wartosciami
kazdej z funkcji).
Rozwigzanie: Rozwiazanie 1 (10 funkcji)

funkcja  h(1) h(2) h(3) h(4)

=

()

1 1 1 2 2 2
ho 1 2 1 2 2
hs 1 2 2 1 2
hy 1 2 2 2 1
hs 2 1 1 2 2
h 2 1 2 1 2
hz 2 1 2 2 1
hs 2 2 1 1 2
he 2 2 1 2 1
h1o 2 2 2 1 1

Dla kazdego =,y (z # y) mamy 4 funkcje takie, ze h(x) = h(y) i 6 funkcji z
h(z) # h(y).

Rozwiazanie 2 (4 funkcje)
funkcja  h(1) h(2) h(3) h(4) h(5)

ha 1 1 2 2 2
hy 1 2 2 2 1
he 2 1 2 1 2
h1o 2 2 2 1 1

Dla kazdego z,y (v # y) mamy 2 funkcje takie, ze h(z) = h(y) 1 2 funkcje
h(z) # h(y). Wiec dla losowego wyboru funkcji haszujacej i dowolnego x,y
r) =

(w#y)mamy P(h(z) = h(y)) = 3.

Zadanie 8.2

W tym zadaniu nalezy udowodnié, ze opisana ponizej rodzina funkcji haszujacych
jest rodzing uniwersalna. Niech m bedzie liczba pierwsza. Przyjmijmy, ze klucze
pochodza z uniwersum U = {0,1,...,m — 1}""1. Innymi stowy, kazdy element



U to krotka = = (x¢, 21, ..., 2,), gdzie x; jest liczbg ze zbioru {0,1,...,m — 1}.
Dla ustalonej krotki a = {(ag, ay, . .., a,), definiujemy funkcje haszujaca

ho(z) = Z a;x; mod m

=0

Udowodnij, ze rodzina H,, = {h, : a = {0,1,...,m — 1}"T1} jest uniwersalna
rodzing, funkcji haszujacych.

Wskazoéwka: rozwaz dwa rézne klucze = oraz y i bez straty ogdlnosci zatoz, ze
xo # yo. Wykaz, ze liczba tych a, dla ktorych h,(z) = ha(y) wynosi m". W tym
celu pokaz, ze dla kazdego z m” wyboréw ciagu {(aq,...,a,) istnieje tylko jedno
ag, ze hq(x) = he(y).

Zadanie 8.3

Wykaz, ze rodzina H, ,, = {hep :a € {1,2,..,p—1}ibe {0,1,2,...,p — 1}}
jest uniwersalng rodzing funkcji haszujacych.

Rozwigzanie: Dla ustalonego m i p (p liczba pierwsza, m < p) definujemy
rodzing funkcji Hy, ., (dla a € Z;,b € Z,):

hap(x) = ((ax +b) mod p) modm

(na podstawie Cormen, strona 234)
Niech k,l € Z, (k # 1). Rozwazmy wartosé funkcji na poziomie mod p:

r = (ak +b) mod p

s=(al+b) modp
Jesli odejmiemy réwnania stronami:

r—s=a(k—1) modp
Poniewaz a # 0 i k — | # 0 stad ich iloczny musi by¢ rozny od zera ( mod p).
Czyli na poziomie mod p nie mamy kolizji.
Mozemy nawet na podstawie par (r,s) i (k,[) jednoznacznie wyznaczy¢ funkcje
ktora daje takie mapowanie par:

a=(r—s)((k—10)~! mod p) mod p

b= (r—ak) modp
Teraz musimy oszacowaé jakie jest prawodpodobnieiistwo, ze dla losowych r, s €
Z, mamy r = s( mod m).

[p/m]—1<((p+m—1)/m)-1=(p—1)/m

Czyli prawodpodobnieristwo, ze r i s ze soba koliduja:

(p—1)/m/(p—1) =1/m



