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Zadanie 7.1

Oto ulepszony algorytm BubbleSort sortujacy niemalejaco n-elementows tablice
all,...,n):

i := n+1;
repeat
i =1 - 1;
posortowany := true;
for j := 2 to i do
if al[j]l] < al[j-1] then begin
alj-1] :=: aljl; { zamiana elementdw }
posortowany := false
end

until posortowany;
Zaprojektuj efektywny algorytm, ktory dla tablicy a zawierajacej permutacje
liczb 1,2,...,n obliczy ile razy algorytm BubbleSort wykona petle repeat.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze element bedzie brat udzial w zamianie (jako prawy
element) jesli po jego lewej stronie bedzie istnial jakis wiekszy co do wartosci
element.

®=1+max|{j:j<iand A[j] > A[i]}|

Gdyby tablica A zawierata dowolne wartosci to ® mozna obliczy¢ w czasie
O(nlogn) wstawiajac kolejne elementy A do drzewa AVL.
Jednak gdy A to permutacja liczb 1..n, to formula sie upraszcza:

® =1+ max (i — Afi])

i€l,...,n

(krytyczna warto$¢ ¢ ma na prawo tylko elementy wieksze — inaczej nie byla
by optymalna).

Zadanie 7.2



a) Do poczatkowo pustego AVL-drzewa wstawiamy kolejno klucze 1,2,...,n,
gdzie n jest dodatnig liczba catkowita. Podaj klucze, ktore kiedykolwiek
znajda sie w korzeniach kolejno powstajacych drzew.

b) Jaka jest minimalna, a jaka maksymalna liczba weztow (wewnetrznych) w
AVL-drzewie o wysokosci h?

¢) Zalozmy, ze kluczami w AVL drzewie sa kolejne liczby naturalne 1,2, .. ..
Jaki najmniejszy, a jaki najwiekszy klucz moze znalezé sie w korzeniu
AVL-drzewa o wysokosci h?

Rozwiazanie:

a) 28dlai=0,...,|logn]|. Dowdd przez indukcje na prawym poddrzewie.

b) Tinin(h) drzewo AVL o wysokosci h i minimalnej liczbie weztow:

h Tinin(h) FiB(h +2) Drzewo
0 0 1

1 1 2 o

2 2 3 \O

3 4 5 /\
4 7 8

Wzor na Tppin(h):

Tmm(h) = Tmzn(h - 1) + Tmin(h — 2) +1

Tonin to ciag https://oeis.org/A000071, i mozna go wyrazi¢ wzorem:

Tin(h) =FB(h +2) —1

Tinaz(h) drzewo AVL o wysokosci h i maksymalnej liczbie weztow, czyli:

Trnae(h) =2 — 1

¢) w korzeniu moga by¢ wartosci z zakresu [Tynin(h —2) + 1, Thnaz (R — 1) + 1].


https://oeis.org/A000071

Zadanie 7.3

Zaproponuj implementacje operacji Join i Split dla drzew typu “splay”.
Rozwigzanie:

Split(x):: wykonaj operacje Splay(x) i usuni korzen, otrzymujac lewe i prawe
poddrzewo,

Join(T},,Ty):: wykonaj operacje Splay(max(7,)) a nastepnie podtacz T, jako
prawe poddrzewo max(7T).

Zadanie 7.4

Dokonaj analizy kosztu zamortyzowanego operacji LocalSplay w przypadku 2a
(patrz wyktad).
Rozwiazanie:
Przypadek 2a)

AP =m/(z) +m/(y) +m’(x) — m(x) — m(y) —m(z)

Poniewaz m/(z) = m(z):

A® =m/(z) +m/(y) — m(x) — m(y)
Analogicznie do rozwigzania wyktadu przypadku 2b. Definiujemy tak samo a
ib(a=A|l+|B|+1ib=|C|+|D|+1), tylko uzywamy loga = my, logb = m/,
ilogla+b+1)=m, =ml.

Zadanie 7.5

Zaproponuj implementacje operacji Join i Split dla 2-3-4 drzew.
Rozwigzanie: Join i Split na 2-3-4 drzewach: http://courses.csail.mit|
edu/6.046/spring04/handouts/ps5-sol.pdf

Ogolnie o 2-3-4 drzewach: https://www.cs.purdue.edu/homes/ayg/CS251/
slides/chap13b.pdf


http://courses.csail.mit.edu/6.046/spring04/handouts/ps5-sol.pdf
http://courses.csail.mit.edu/6.046/spring04/handouts/ps5-sol.pdf
https://www.cs.purdue.edu/homes/ayg/CS251/slides/chap13b.pdf
https://www.cs.purdue.edu/homes/ayg/CS251/slides/chap13b.pdf

Zadanie 7.6

Zaprojektuj algorytm, ktoéry sprawdza, czy wierzchotki danego drzewa binarnego
mozna pokolorowaé¢ w taki sposob, zeby otrzymaé drzewo czerwono-czarne i jesli
odpowiedz jest tak, to znajduje takie pokolorowanie

Rozwigzanie:

Zdefiniujmy nastepujace wartosci:

h(v, B) oznacza zbiér mozliwych czarnych wysokosci drzewa czerwono-czarnego
o korzeniu v przy zalozeniu, ze v jest czarny,

h(v, R) oznacza zbior mozliwych czarnych wysokosci drzewa czerwono-czarnego
o korzeniu v przy zalozeniu, ze v jest czerwony.

Z wlasnosci drzew czerwono-czarnych wiemy, ze |h(v, R/B)| = O(logn).
Wzory rekurencyjne na obliczanie h:

o W(NULL,B) = {1}, (NULL,R) = 0,
o h(v, R) = h(left(v), B) N h(right(v), B)
o dla h(v, B):
— L={2+1:2 € h(left(v),R) Uh(left(v), B)}

— R={x+1:x € h(right(v), R) U h(right(v), B)}
— h(v,B)=LNR.
Co daje rozwiazanie O(nlogn). Jesli jednak zauwazmy, ze h(v, B) i h(v, R)

stanowig sp6jny przedzial lub zbiér pusty, to mozemy obliczy¢ wszystkie wartosci

w O(n).



