Algorytmy i Struktury Danych - rozwigzania
zadan z kolokwiow

2023-11-21

1 Klaséwka 2007 (1), zadanie 1

Opracuj strukture danych, ktora pozwala wykonywaé nastepujace operacje:

e Ini(k):: inicjacja struktury danych i ustalenie dtugosci krotek liczb catkowi-
tych na k

e Insert(< ay,ag,...,a; >):: dodaje do struktury krotke < aj,as,...,ar >
e Min:: podaje najmniejsza leksykograficznie krotke w strukturze

e ExtractMin:: usuwa najmniejsza leksykograficznie krotke ze struktury

W Twoim rozwigzaniu operacje Insert i ExtractMin powinny by wykonywane w
czasie O(logn + k)
Rozwigzanie:

Jako bazowsa strukture bedziemy uzywaé drzew Czerwono-czarnych. Dzieki
temu wysoko$¢ struktury nie bedzie przekracza¢ O(logn), oraz co pozniej okaze
sie istotne liczba rotacji czy wstawianiu/usuwaniu kluczy jest rzedu O(1).

W kazdym wezle utrzymujemy nastepujace informacje:

o key: krotke < aq,...,ar >,
o D5+ wskaznik do najblizszego przodka bedacego po lewej stronie,

® Dright Wskaznik do najblizszego przodka bedacego po prawej stronie,

lepie r+ najdiuzszy wspolny prefiks pomiedzy kluczem z wezla i kluczem z
Dleft,

leprigne najdtuzszy wspdlny prefiks pomiedzy kluczem z wezta i kluczem z
Pright,

W jaki spos6éb aktualizowaé takie dodatkowe atrybuty?
e dodawanie nowego liScia — musimy wyznaczy¢ atrybuty presi 1 prighe (W

czasie O(logn)), nastepnie obliczamy wartosci lepie s 1 lcprignt (W czasie

O(k)),
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Rysunek 1: Przykladowe drzewo dla krotek k = 5, wskazniki pi.f; zaznaczone s
na czerwono, wskazniki p,;gx: na niebiesko. Wartosci lepieys 1 leprigne zaznaczone
sa jako etykiety krawedzi.

e usuwanie skrajnie prawego wezta (najmniejszy klucz w drzewie) — jesli
wezel jest lisciem to nie musimy nic zrobi¢, jesli ma prawego syna (z
wlasnosci drzew czerwono czarnych prawy syn musi byé juz lisciem) to
poprawiamy w nim wartosci pies; 1 piep (zmieniajac je na NULL)

e rotacje — jesli wykonujemy rotacje weztow x i y = parent(x) to zauwa-
zamy, ze musimy jedynie zaktualizowaé czesé atrybutow z x i y, wartosci
atrybutéw w pozostatych weztach zostaja bez zmian. Koszt aktualizacji
pojedynczego wezta wynosi O(k).

Jak zrealizowac¢ operacje Insert w czasie O(logn + k)?

Musimy pokazaé, ze dzieki dodatkowym atrybutom lcp uda nam sie znaczaco
przyspieszy¢ poréwnywanie krotki z weztami podczas przechodzenia po drzewie
od korzenia do miejsce w ktérym nowa krotka powinna byé wstawiona. Dzieje
sie, tak dlatego, ze dzieki wartosciom lcp mozemy czesto w czasie O(1) poréwnaé
wstawiang krotke z wartoscia w wezle.



Algorytm 1: Insert(r, A =< ay,...,a; >)

v :=r; lep; = NULL; lcp, = NULL

while v # NullNode do
niech p; = piest(v), Pr = Pright(v)
niezmiennik: lep; = NULL lub LCP(A, key(pr)) = lepy < lepresi(v)
niezmiennik: lep, = NULL lub LCP(A, key(p,)) = lepr < leprighe(v)
if lepy! = NULL and lep; < lepiesi(v) then

| v =right(v)

else if lcp,! = NULL and lcp, < leppighi(v) then
| v=left(v)

else

I = mazx(coalesce(lepy, 0), coalesce(lep,, 0))
while [ < k and ;11 = key(v)[l + 1] do
| I=1+1
if [ =k then
| krotka juz istnieje w drzewie
else if ;41 < key(v)[l + 1] then
| v=left(v); lep, =1
else if a;11 > key(v)[l + 1] then
| v =right(v); lepy =1
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2 Klaséwka 2007 (1), zadanie 2

Udowodnij, ze jesli algorytm sortujacy tablice A[l..n] poréwnuje i zamienia
wylacznie elementy odlegle co najwyzej o 2007 (tzn. jesli poréwnuje A[i] z
Alj], to |i — j] < 2007), to jego pesymistyczny czas dziatania jest co najmniej
kwadratowy.

Rozwigzanie: Pojedyncza zamiana usuwa O(1) inwersji wiec dla ciagu odwrot-
nie uporzadkowanego (ktory ma ©(n?) inwersji) algorytm wymaga czasu Q(n?).

3 Klaséwka 2008 (1), zadanie 2

Zaproponuj wzbogacenie kopca zupelnego w taki sposob, zeby efektywnie w
czasie zamortyzowanym wykonywane byty operacje: Min, DeleteMin, Insert,
CountMin. Ostatnia operacja polega na podaniu aktualnej liczby elementéw



w kopcu o wartosci réwnej Min. Przeprowadz analize kosztu zamortyzowanego
wykonania poszczegolnych operacji.
Rozwiazanie: Wzbogacamy wezly kopca o atrybut countEq oznaczajaca liczbe
wezléw w poddrzewie zawierajacych identyczna warto$é co ten zapisany w
kluczu. Uwaga! atrybut ten nie ma znaczenia globalnego (bo trudno bytoby
aktualizowaé jego wartosci) tylko lokalne i dotyczy tylko poddrzewa danego
wezla.

Dzieki takiemu atrybutowi CountMin jest operacja trywialna. Mozemy tez
aktualizowaé¢ wartosé tego atrybutu przy wszystkich operacjach kopcowych.

4 Klaséwka 2009 (1), zadanie 1

Dana jest tablica n x n, n > 1, w ktorej w kazde pole wpisano liczbe catkowita.
Chcemy przej$é z dolnego lewego rogu (z (1,1)) do goérnego prawego rogu
(do (n,n) ) i wroci¢, idac w drodze z (1,1) zawsze w prawo lub w gore, a z
powrotem - w lewo lub w doét. Z danego pola mozna przejs¢ tylko na pola
sasiednie (wspohrzedne roznia sie o 1 na dokladnie jednej pozycji). Zadne pole
nie moze sie pojawi¢ na calej trasie (czyli tam i z powrotem) wiecej niz raz,
poza polem (1,1), ktore pojawia si¢ na poczatku i na koricu trasy. Zaprojektuj
algorytm znajdowania najtanszej trasy, czyli takiej, na ktorej suma wartosci pol
jest najmniejsza. Rozwigzanie: dynamik po przekatnych

5 Klaséwka 2010 (1), zadanie 2

Wykaz, ze kazdy algorytm znajdujacy mediane w zbiorze 5-elementowym wykona
w pesymistycznym przypadku co najmniej 5 poréwnan. Zaproponuj algorytm
dokonujacy tego za pomoca co najwyzej 6 poréwnan.
Rozwigzanie: Dolna granica: dzielimy wszystkie permutacje {1,...,5} na klasy
abstrakcji: (pozycja mediany, zbiér pozycji elementéw mniejszych od mediany).
Na przyktad permutacja (5, 1,4, 3,2) nalezy do klasy abstrakeji (4, {2,5}). Takich
klas abstrakcji jest 5 - (g) = 30. Dowolne drzewo poréwnan ktére rozroznia
wszystkie klasy abstrakcji musi mie¢ wysoko$é h > log, 30 > 4. Zauwazmy, ze
jesli algorytm utozsamia jakies dwie klasy abstrakcji to mozemy skonstruowac
dane dla ktorych udzieli nieprawidtowej odpowiedzi.

Algorytm wykonujacy 6 poréwnan. Poréwnaj a i b, poréwnaj c i d, poréwnaj
max(a,b) 1 max(c,d). Bez utraty ogdlnosci a > b > ¢ i d > c. Nastepnie:
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6 Klaséwka 2011 (1), zadanie 1

Danych jest n sléow o takiej samej dlugosci k, zbudowanych ze znakéw n-
elementowego, uporzadkowanego alfabetu. Rozmiarem zadania w tym przypadku
jest R = nk.

e Zaproponuj algorytm, ktory dla danego i, 1 < i < k, obliczy w czasie O(R)
liczbe wszystkich par stow, ktore r6znig sie tylko na i-tej pozycji.

e Zaproponuj algorytm, ktory obliczy w czasie O(R) liczbe wszystkich par
stow, ktore roznia sie tylko na dokladnie jednej pozyciji.

Rozwiazanie: Zakladamy ze wszystkie stowa na wejsciu sa rézne (mozemy to
tatwo sprawdzic).

Dla dowolnego i, j przez pref(i, j) oznaczamy kod prefiksu stowa w; dtugosci
J, checemy zeby kody byty liczbami z zakresu 1..n takimi, ze, w;[1..5] = wq[1..5]
wtw pref(i,j) = pref(q,j) (czyli moga stuzy¢ do poréwnywania prefiksow
ustalonej dtugosci)

Analogicznie definiujemy dla sufiksow: suf (3, j).

Rozwiazujemy w czasie O(n) kazdy problem z osobna dla j € 1.k (w tym
kroku bedziemy liczy¢ pary stow ktore roznig sie dokladnie na j-tej pozycji)



P=90
for i:=1..n do
for j:=1..k do
P+= (pref(i,j — 1),suf(i,k — j),i) (czyli zapisujemy kod stowa
L bez j-tego znaku)

posortuj leksykograficznie trojki z P
ile:=0
foreach grupy G trdjek o tych samych wartosciach pierwszych dwdch
elementéow do
// dowolna para stow z G rézni sie jedynie na j-tej pozycji
L ile+ = |G| % (|G| - 1)/2

Warto zauwazy¢, ze jesli jakie§ dwa stowa réznia sie na doktadnie jednej
pozycji to istnieje tylko jedna warto$é¢ j w ktoérej zostana zliczone

Poniewaz kazda faza zajmuje czas O(n) i faz jest k wiec caly algorytm zajmuje
O(nk).

Pozostaje jeszcze powiedzieé jak obliczy¢ pref/suf - robimy to podobnie jak
w izomorfizmie drzew, trzeba po prostu kompresowaé kody:

for i:=1 to n do
| pref(i,1) = w;[1]
for j:=2 to k do
P=90
for i:=1 to n do
L P += (pref(iaj - 1)awz[]]az)
posortuj leksykograficznie trojki z P
zgrupuj trojki o tych samych wartosciach pierwszych dwoch
elementéw w G1,Ga, ..G)
for t:=1 to p do
foreach (p,q,i) € G do
L | pref(i,j) =t

7 Klaséwka 2011 (1), zadanie 2

W tym zadaniu rozwazamy n-elementowe ciagi k-uporzadkowane (i-ty element
ciagu jest nie wiekszy od elementu i + k), 1 < k < n.

(5 pkt) Udowodnij, ze kazdy algorytm sortujacy przez poréwnania wy-
maga w pesymistycznym przypadku (nlogk) porownan do posortowania n-
elementowego ciagu k-uporzadkowanego.

(5 pkt) Zaproponuj algorytm sortujacy takie ciagi w czasie O(nlogk).

Rozwigzanie: TODO

8 Klaséwka 2012 (1), zadanie 2

Powiemy, ze dwa napisy sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy zawieraja jednakowe



liczby wystapient tych samych znakéw. Danych jest n napisow nad alfabetem
m-znakowym {1,2,...,m}. Zaproponuj algorytm, ktéry stwierdza, ile jest wsrod
nich ro6znych klas napiséow podobnych. Twoj algorytm powinien dziala¢ w czasie
O(R + m), gdzie R jest sumg dlugosci wszystkich napisow.
Rozwigzanie: Podstawowa idea:

e dla kazdego stowa w; oblicz jego kod code(w;) = sorted(w;), gdzie sorted(w)

oznacza stowo w z uporzadkowanymi niemalejacymi znakami (np. sorted(adbacab) =
aaabbed)

e posortuj stowa code(wy),. .., code(w,) uzywajac algorytmu z éwiczenn (sor-
towanie leksykograficzne stow roznej dtugosci)

e usuri duplikaty z posortowanej listy.

Kroki drugi i trzeci w uczywisty sposob zajma czas O(R 4+ m) Niestety jesli
pierwszy krok tego algorytmu zaimplementujemy naiwnie, to moze sie okazad,
ze obliczenie code(w;) zajmie nam czas O(|w;| + m), co w sumie moze daé

O(R + nm).
Na szczescie mozemy wygenerowaé kody stow w efektywniejszy sposob. Kazdy
znak z wi,...,w, zastepujemy przez trojke (c,i,j) oznaczajaca ze w;[j] = c.

Sortujemy wszystkie trojki w jednym kroku. Teraz dzieki tej posortowanej liscie
mamy uporzadkowane wszystkie litery z calego zbioru sléw i mozemy je kolejno
dopisywaé¢ do kodow stow:

Input: lista stow wq,...,w,
T:=pusta lista
foreach w; € wy,...,w, do

foreach j €1,...,|w;| do
L dOdaj (wzb]azm]) doT

posortuj leksykograficznie trojki z T
foreachie 1,...,n do
L code[w;] = € (pusty napis)

foreach (c,i,7) € T do
L code|w;|+ = ¢

Dzieki “zbiorczemu” sortowaniu listy T udato sie obliczy¢ kody wszystkich
stow w w czasie O(R + m).
Przyktad:

1 = aba
2 = ba
3 = caa
4 = ab

1), (b, 1, 2), (a, 1, 3),
1, (a, 2, 2),
1), (a, 3, 2), (a, 3, 3),
1), (b, 4, 2)

-

-

(c,
(a,

S wWw N -

-



posortowane T = [
(a, 1, 1), (a, 1, 3), (a, 2, 2), (a, 3, 2), (a, 3, 3), (a, 4, 1),
(b’ 1, 2), (b’ 2’ 1), (b, 4’ 2)’

(c, 3, 1)
]
code(w_1) = aab
code(w_2) = ab
code(w_3) = aac
code(w_4) = ab

9 Klaséwka 2012 (1), zadanie 3

Dana jest 2n-elementowa tablica zawierajaca n zer i n jedynek. Chcemy ja
uporzadkowaé tak, zeby zera i jedynki byty ulozone na przemian, poczawszy od
zera, tj. 010101... Zaproponuj efektywny algorytm, ktory wykona to w miejscu i
stabilnie (tj. kolejnos¢ zer i kolejnosé jedynek z wejscia musza by¢ zachowane).
Rozwigzanie: Posortuj stabilnie (ala MergeSort) a nastepnie rekurencyjnie
poprzeplataj.
Algorytm 2: Sort(A)
if |A| > 2 then

(Z;,0;)=Sort(A[l..n/2])

(Z,,0,)=Sort(A[n/2 + 1..n])

Exchange(Oy, Z,.)

return (Z, 4+ Z,.,0;+ O,.)

else
| return (A,0) (if A=[0]) or (§, A) otherwise

Algorytm 3: Unpack(A)
if |A| > 2 then
L= [IAl/4); v = TIA[/4] ;
// zamien ciag 0141/21141/2 na 0'1t071"
Exchange(A[(I + 1)..21], A[(20 + 1)..(2l + r)])
Unpack(A[1..21])
Unpack(A[(2] 4+ 1)..n])

10 Klaséwka 2012 (2), zadanie 1

Zaprojektuj strukture danych, ktora umozliwia efektywne wykonywanie ciagu
operacji Lacz(u,v) i Glgbokosé(u) na lesie drzew ukorzenionych o zbiorze wierz-
chotkow 1,2, ..., n. Poczatkowo kazde drzewo jest jednowierzchotkowe. Operacja
Lacz(u,v) polega na polaczeniu dwoch roznych drzew o korzeniach u i v w
jedno drzewo o korzeniu v, poprzez uczynienie u synem v (podwigzanie u do
v). Operacja Glebokosé(u) polega na wyznaczeniu gtebokosci wierzchotka u w



aktualnie zawierajacym go drzewie w lesie. Podaj sposéb i koszt inicjacji swojej
struktury danych, a nastepnie koszt wykonania kazdej z operacji Lacz i Glebokosé
w zaprojektowanym przez siebie rozwiazaniu.
Rozwiazanie:
Do kazdego wezta Find-Union dodajemy atrybut A (poczatkowo rowny 0),
ktory bedzie zawieral wzgledna odlegtosé do ojca.
Algorytm 4: Glebokosé(v)
v' = Find(v)
if v # v’ then
| return A(v) + A(v')
else
| return A(v)

Algorytm 5: Find(v)
if v = p(v) then

| return v
else
P’ =p(v)

v’ = Find(p')
p(v) := v’ - kompresja $ciezki
if v' # p’ then
L A(v) := Delta(v) + Delta(p’)

return v’

Algorytm 6: Lacz(u, v)
u' = Find(u)
v’ := Find(v)
taczymy wedlug rozmiaréw drzew (mniejsze do wiekszego) if
size(u’) < size(v') then

plu) = o/
A) :=A@)+1
else
p(v") ==’
A):=A@W) +1
L AW) = A@W) - A()

11 Klaséwka 2013 (1), zadanie 1

Zaprojektuj optymalny algorytm pod wzgledem pesymistycznej liczby poréwnan,
ktory znajduje dwa srodkowe elementy w zbiorze czterech elementéw. Dowiedz
poprawnosci swojego rozwigzania.

Rozwiazanie: Algorytm uzywajacy 4 poréwnan:
e poréwnaj (a,b) i (c,d)
e pordéwnaj min(a,b) i min(c, d)

e poréwnaj max(a,b) i max(c,d)



e w ten sposob wyznaczamy min(a,b,c,d) i max(a,b,c,d), pozostate dwa
elementy to poszukiwane §rodkowe wartosci.

12 Klaséwka 2013 (1), zadanie 2

Drzewem klasowkowym nazywamy pelne drzewo binarne, w ktérym klucze sa
rozmieszczone zgodnie z nastepujaca regula: dla kazdego wezta x najmniejszy
klucz w poddrzewie o korzeniu x znajduje si¢ w jego lewym podrzewie.

Zaproponuj implementacje drzewa klaséwkowego w sposéb, ktéry umozliwia
wydajne wykonywanie operacji kolejki priorytetowe;j:

e Ini:: majac dane n = 2 — 1 kluczy zbuduj n-wezlowe drzewo klasowkowe
e Min:: podaj warto$¢ najmniejszego klucza w drzewie
e ChangeKey(x,k):: zmieni warto$¢ klucza we wskazanym wezle « na k

Uzasadnij poprawnosé swoich rozwiazan oraz dokonaj analizy ich zloznogci
obliczeniowe;j.

Rozwigzanie: Przyklad drzewa klasowkowego:

5
/ \

/N /N
1 5 2 7

Wzbogacamy wezly v o dodatkowy atrybut min, ktory zawiera najmniejszy
element z poddrzewa (lacznie z wartoscig v.z). Formula na aktualizacje tego
atrybutu:

v.min := min(v.le ft.min, v.right.min,v.x)

Tak jak w kopcu jestesmy w stanie zdefiniowaé¢ operacje DownHeap(v):
e jesli v jest liSciem to nic nie réb,
o jesli v.left.min > v.right.min -> swap(v.left,v.right)

e jesli v.x < v.deft.min,v.right.min -> zamien v.x i v.left.x, zaktualizuj
v.min i wykonaj DownHeap(v.left)

Analogicznie UpH eap(v):

o jesli v jest korzeniem to nic nie réb,

e niech p = parent(v),

e zaktualizuj p.min,

e jesli p.left.min > p.right.min -> swap(p.left, p.right)
e wykonaj UpHeap(p)

Implementacja operacji:

10



e Ini:: utworz drzewo a nastepnie wykonaj DownH eap dla wszystkich weztow
idac od warstwy k to 1 (tak jak w liniowym algorytmie tworzenia kopca)

e Min:: zwrdé root.min

e ChangeKey:: zmien klucz i wykonaj DownHeap(v) i UpHeap(v)

13 Klaséwka 2013 (1), zadanie 3

Danych jest k£ uporzadkowanych list o dlugos$ciach bedacych parami réznymi
potegami dwdjki. Zaproponuj wydajny algorytm scalenia tych list w jedna liste
uporzadkowana. Uzasadnij poprawnosé swojego algorytmu i dokonaj analizy jego
zlozonosci obliczeniowej ze wzgledu na liczbe poréwnan wykonywanych podczas
scalania.

Rozwiazanie: Uporzadkuj listy rosnaco wedlug dlugodci i scalaj od najkrotszej
do najdtuzszej. Ztozonosé czasowa: O(>|L;|). Ztozonosé pamieciowa: O(k) (na
potrzeby uporzadkowania list, nie potrzebujemy dodatkowej pamieci na scalanie
bo operujemy na listach, ktore mozna scala¢ w pamieci O(1)).

14 Klaséwka 2014 (1), zadanie 3

Dane sg liczby calkowite dodatnie n, k, przy czym k < y/n. W tablicy a[l..n]
zapisano n liczb catkowitych o co najmniej k£ réznych wartosciach. Nalezy zapro-
jektowaé algorytm, ktory stabilnie i w miejscu przemiesci k£ parami roznych liczb
na poczatek tablicy a i uporzadkuje je rosnaco. Stabilnos¢ w tym przypadku
oznacza, ze kolejnos¢ wystepowania w tablicy liczb o tych samych wartos$ciach
zostaje zachowana. Twoj algorytm powinien dziala¢ w czasie O(nlogn).
Rozwiazanie: Mozemy uzy¢ nastepujacego algorytmu:
Algorytm 7: Solutionl(A, k)
Niech B oznacza blok A w ktérym bedziemy gromadzi¢ posortowane
rosnaco rozne elementy z A
Poczatkowo B jest pusty blokiem na samym poczatku A
foreachi€1,...,n do
if binarySearch(Ali], B) then
‘ // element Ali] jest juz znany wiec go ignorujemy
else
// element Ali] jest nowy i chcemy go dodaé do B
niech X oznacza blok zaczynajacy sie za B i koriczacy na Afi — 1]
Exchange(B, X)
dodaj A[i] do B
if |B| > k then break

przenies blok B na poczatek A

Analiza: Koszt O(n logn) ze wzgledu na wykonywane O(n) razy wyszukiwanie
binarne. Pozostale operacje zajmuja O(n) czasu:

e koszt dodawania nowych elementow to O(k?) czyli O(\/ﬁ2) = O(n),

11



o koszt wszystkich operacji Exchange to O(n) poniewaz Z?:l X5 < n
(zauwazmy, ze wszystkie zbiory X; sa roztaczne), oraz Z;’:l |B;| < k* <n.

15 Klaséwka 2015 (1), zadanie 3

Rozwazamy dynamicznie zmieniajacy sie ciag A =< ag,as, .. ., a, >, parami roz-
nych n liczb catkowitych. Na ciagu A dozwolona jest jedyna operacja NaPoczatek(i),
1 <i < n, ktora przesuwa element a; na poczatek A.

Przyktad: Dla A =< 4,1,3,5,2 >, po wykonaniu NaPoczatek(3) dostajemy
A=<3,4,1,5,2 >.

Interesuje nas ciag operacji NaPoczatek o minimalnej dtugosci, ktorych
wykonanie posortuje A. Nazwijmy go minimalnym ciaggiem sortujacym.

a) [3 punkty| Zaprojektuj algorytm, ktory w czasie O(n) wyznacza pierwszy
element minimalnego ciggu sortujacego.

b) [2 punkty] Zaprojektuj efektywny algorytm wyznaczajacy caly minimalny
ciag sortujacy.

¢) [4 punkty] Udowodnij poprawno$é¢ swoich rozwiazari.

Dokonaj analizy ztozonosci czasowej zaproponowanych algorytmow.
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze jesli algorytm sortujacy wykona przeniesienie
elementu a; = x to w kolejnych ruchach musi réwniez przeniesé¢ wszystkie
elementy o wartosciach 1,...,z — 1. Dodatkowo optymalny algorytm sortujacy
nie przenosi zadnego elementu wiecej niz 1 raz.

Podpunkt (a):

Nalezy wyznaczy¢, minimalne k < n, takie, ze k+ 1,k +2,...,n jest podciagiem
A. Mozna to zrobi¢ w czasie O(n) analizujac ciag A od prawej strony i szukajac
kolejno n, n — 1, itd. Pierwsza operacja to NaPoczatek(A™1(k)) (przeniesienie
elementu o wartosci k).

Podpunkt (b):

Kolejne operacje to NaPoczatek(A™1(k — 1)), NaPoczatek(A=(k — 2)), ...,
NaPoczatek(A=1(1)).

Niestety zeby efektywnie wykonywaé operacje A konieczna jest struktura
danych, ktora pozywala na:

e znalezienie indeksu elementu o wartosci x
e usuniecia elementu o wartosci = z ciaggu
e dodanie elementu o wartosci « na poczatek ciagu

Przy pomocy drzew zréwnowazonych, kazda z tych operacji mozna wykonaé w
czasie O(logn). Co daje algorytm o ztozonosci (nlogn).
Przyktad:

A =4156372

k=3, poniewaz [4,5,6,7] jest podciagiem A
NaPoczatek (A~{-1}(3)=5)
A1=34156T732
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NaPoczatek (A~{-1}(2)=7)
A2=23415617
NaPoczatek (A~{-1}(1)=4)
A3=123456717

16 Klaséwka 2015 (2), zadanie 2

Niech A bedzie skoniczonym, dynamicznie zmieniajacym si¢ ciagiem, ktorego
elementami sg liczby ze zbioru {—1,0,1}. Podciag kolejnych elementow A na-
zwiemy dobrym, gdy jego suma jest réwna zero. Podciag jest super-dobry, gdy
jest dobry i suma elementéw w kazdym jego prefiksie jest nieujemna.

Przyktad: W ciagu A = [1,1,0,-1,0,0,1,-1,1,1,-1], podciag -1,1,1,-1 jest dobry,
ale nie super-dobry. Super-dobrym podciagiem jest na przyktad 1,0,-1.

1. Zaproponuj algorytm, ktory w czasie liniowym obliczy dlugosé najdtuzszego
super-dobrego podciagu danego ciagu A.

2. Zaproponuj strukture danych, ktéra pozwoli na wydajne wykonywanie
nastepujacych operacji na A:

Ini(A):: A := []; //wykonywana tylko raz, na poczatku

Wstaw(A,e,i):: wstaw nowy element e jako i-ty w A, 1 <i < |A|+ 1;
Usuni(A,i):: usuni i-ty element z A, 1 < i < |A]

SuperDobry(A,i,j):: sprawdz, czy podciag Ali..j] jest super-dobry,
1<i<j <A

W kazdym zadaniu uzasadnij poprawnosé swoich rozwiazan i dokonaj analizy
ztozonoéci obliczeniowe]j zaproponowanych algorytmoéw.

17 Klaséwka 2016 (1), zadanie 2

Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Dla dodatniej liczby calkowitej k
powiemy, ze ciag liczb a[l],...,a[n] jest k-dobry, jesli kazda inwersja (i,7),
1<i<j<n,spehiaj<i+k.

a) [8 punktéw| zaproponuj asymptotycznie optymalny ze wzgledu na porow-
nania algorytm sortujacy ciagi k-dobre. Uzasadnij asymptotyczna opty-
malnos¢ swojego algorytmu. Uwaga: w tym zadaniu argumentami funkcji
zlozonosci sa k i n.

b) [6 punktow] zaproponuj efektywny czasowo i pamieciowo algorytm, ktory

sprawdza czy ciag liczb a[l], ..., a[n] dla zadanej liczby calkowitej k, jest
k-dobry. Uzasadnij poprawnosé algorytmu i dokonaj analizy czasowej i
pamieciowe]j

Rozwigzanie: (a) Dowolny algorytm sortujacy oparty o poréwniania musi
wykonaé Q(nlog k) poréwnaii: istnieje co najmniej (k!)*/* réznych permutacji
n-elementowych, ktore sa k-dobre. Stad algorytm sortujacy musi wykonaé co
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najmniej log((k!)™*) poréwnan, czyli Q(n/k - klogk) = Q(nlog k). Konstrukcja
tej rodziny permutacji: podziel liczby na bloki B; = 1.k, By = k + 1..2k,
itd. permutacja otrzymana z dowolnego przemieszania blokow p(By) + p(Bs) +
p(B3) ... jest k-dobra.

Algorytm: sortuj kolejno bloki dtugosci 2k zaczynajace sie na pozycjach
Lk+1,2k+1,....

(b) Niech pmaz[i] oznacza maxa[l..i) (maksymalne wartosci dla wszystkich
prefiksow tablicy, uwaga! pmax[i] nie zawiera a[é]). Tablica a jest k-dobra, jesli

Vi<j<npmaz[j — k] < a[j]

18 Klaséwka 2016 (2), zadanie 1

Zaprojektuj strukture danych, ktéra implementuje standardowe operacje stownika
reprezentujacego zbior S liczb catkowitych (Insert, Delete, Find) oraz dodatkowo
operacje:

o MaxSubset(d,S):: podaj rozmiar maksymalnego podzbioru zbioru S, w
ktorym kazde dwie liczby réznia sie co najmniej o d, gdzie d jest zadang z
gory staly catkowita.

Podaj rozwiazanie dla:
e (4 punkty) d=2,
e (7 punktow) d=10.

Uzasadnij poprawnos¢ swoich rozwiazan i przeanalizuj ztozonosé czasowa
poszczegdlnych operacji na strukturze danych wzgledem n (aktualnego rozmiaru
struktury).

19 Klaséwka 2017 (1), zadanie 1

W liczbowym, réznowarto$ciowym ciagu < ai,as,...,a, >, n > 2, element a;,
1 < i < n, nazywamy lokalnym ekstremum gdy jest mniejszy lub wiekszy od obu
sasiadéw, tzn.

albo a;—1 > a; < a;j41, albo a;—1 < a; > a;41

a) Udowodnij, ze kazdy algorytm sortujacy przez poréwnania 4-elementowe
ciagi z co najwyzej jednym lokalnym ekstremum wymaga wykonania w
pesymistycznym przypadku co najmniej 4 poréwnan.

b) Zaproponuj algorytm sortowania 4-elementowych ciagéw z co najwyzej 1
lokalnym ekstremum za pomoca co najwyzej 4 poréwnan

¢) Zaproponuj algorytm, asymptotycznie optymalny ze wzgledu na liczbe po-
réwnan, sortujacy ciagi o co najwyzej k lokalnych ekstremach dla zadanego
k, 0 < k < n. Dowiedz optymalnosci swojego rozwiazania.
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20 Klaséwka 2017 (2), zadanie 1

Niech S bedzie skoriczonym podzbiorem réznych, dodatnich liczb catkowitych, a
d dodatnig liczba calkowita.

1. (5 punktoéw) Przyjmij, ze elementy zbioru zapisano w uporzadkowanej
malejaco tablicy a[l..n], gdzie n = |S|. Zaprojektuj wydajny algorytm,
ktory policzy liczbe (nieuporzadkowanych) par roznych elementéw z S,
ktorych suma jest nie wieksza od d. Przyktad Dla S = {6,5,2,1} id =7,
liczba takich par wynosi 4.

2. (5 punktow) Zalézmy, ze d jest ustalone (ale moze byé¢ bardzo duze),
natomiast S jest zbiorem dynamicznym. Zaprojektuj efektywna strukture
danych, ktora umozliwi wydajne wykonywanie na zbiorze S nastepujacych
operacji:

e Ini(S):: S := 0; // operacja wykonywana raz, na samym poczatku
obliczen;

o Insert(x, S):: S :=SU{z};

o Delete(x, S):: S := 85— {z};

e Pairs(S):: return liczba par roznych elementéw z S, ktorych suma jest
nie wieksza od d.

Zaproponuj rozwiazanie, w ktorym operacje Insert i Delete sg wykonywane
w czasie O(log|S|), a operacja Pairs w czasie stalym, niezaleznie od wielko-
$ci d. Mozesz przyjaé, ze operacje arytmetyczne i poréwnania na liczbach sa
wykonywane w stalym czasie.

21 Klaséwka 2019 (1), zadanie 1

a) (2 punkty) Ile jest permutacji liczb od 1 do n o co najwyzej 2 inwersjach?

b) (3 punkty) Zaproponuj optymalny (ze wzgledu na liczbe poréwnan) algo-
rytm sortujacy przez porOéwnania ciggi réoznowartosciowe o co najwyzej 2
inwersjach.

22 Klaséwka 2019 (1), zadanie 2

Rozwazamy klasyczne sortowanie przez wstawianie tablicy a[l..n|, w porzadku
niemalejacym, w ktérej zapisano pewna permutacje liczb od 1 do n. Zaprojektuj
wydajny algorytm, ktéry dla danej zawartosci tablicy a wyznaczy najmniejsze
takie i, ze podczas sortowania przez wstawianie ali] jest poréwnywane najczesciej.
Rozwigzanie:

Element ali] jest porownany:

e niech k = |{j : a[j] > a[i] oraz j < i}| z k elementami podczas i—tej fazy
sortowania, ktore zakoriczyty sie zamiang elementow

e niech m = |[{j : a[j] < a[i] oraz j > i}| z m elementami podczas kolejnych
faz sortowania, ktore zakoriczyly sie zamiang elementow
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e niech p to liczba elementéw z ktorymi porownywany jest a[i] ale poréwnanie
nie zakoriczylo sie zamiang.

Jak policzyé¢ wartosci p:

foreach x € A do

S:=10
for i =1..n do
x = Alil

y=max{y € S:y<ux}
if y jest zdefiniowane then

De =Dz +1
Dy ::py+1
B S =5+ {A[i]}

23 Klasoéwka 2019 (1), zadanie 3

Dana jest tablica a[l..4n], w ktorej znajduje sie po n rekordéow etykietowanych
kazda z liczb ze zbioru {0, 1,2, 3}.

a) (4 punkty) Zaprojektuj liniowy algorytm sortujacy tablice a wzgledem
etykiet rekordéw w miejscu.

b) (4 punkty) Podaj algorytm dzialajacy w czasie O(nlogn), ktory sortuje
tablice a wzgledem etykiet rekordow w miejscu i stabilnie (tzn. kolejnosé
rekordow o tej samej etykiecie przed i po sortowaniu jest taka sama).

Rozwigzanie:
Algorytm liniowy (3 krotne rozwiazanie problemu flagi polskiej):

foreach z € {0,1,2} do
=1
for ¢:=1 to 4n do
if a[i] <=z then
if j < i then swap(i, j)
L =i+

Algorytm O(nlogn) (3 krotne rozwiazanie problemu stabilnego sortowania
ciagow 0/1)
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Algorytm 8: Sort

Data: afi..j], =
Result: afi..j] uporzadkowana w ten sposob, ze wszystkie wartosci < z
wystepuja przed wartosciami > x
if i < j then
m = [ (i +j)/2]
Sort(ali..m], z)
Sort(alm + 1..j], x)
niech L blok ali..m] zawierajacy wartosci > x
niech R blok a[m + 1..j] zawierajacy wartosci < x
if |[L| > 0 and |R| > 0 then
| zamien ze sobg bloki L i R

foreach z € {0,1,2} do
| Sort(a,z)

Powyzszy algorytm uzywa pamieci dodatkowej rzedu O(logn) ale latwo
zamienié rekurencje na iteracje i osiagna¢ pamie¢ O(1).

24 Klaséwka 2020 (1), zadanie 1

Na uporzadkowanym rosngco m-elementowym ciagu 1, xs,...,x, dokonano
dokladnie k& zmian wartosci elementéw w tym ciagu, 0 < k < n. Ciag otrzymany
w ten sposob nazywamy k-zaburzonym.

Przyktad

Uporzadkowany ciag (2,6, 8,12, 21). Po zmianach wartosci elementow - pierw-
szego na 7 i czwartego na 1 - dostajemy ciag 2-zaburzony (7,6, 8,1, 21).

Dana jest liczba calkowita k, 0 < k < n, oraz *k*-zaburzony ciag = =
(x1,x29,...,x,). Interesuje nas wydajne sortowanie ciagu x ze wzgledu na po-
réwnania.

a) Zaproponuj optymalne sortowanie ze wzgledu na poréwnania dla k = 1
oraz

en=1414
L a—
b) Zaproponuj asymptotycznie optymalny algorytm sortowania k-zaburzonych

ciagéw n-elementowych. Pamietaj o uwzglednieniu obu parametrow - n i
k.

Rozwigzanie: Punkt b)
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Algorytm 9: Rozwiazanie((z1,...,2,), k)
A=Y =10
fori=1,...,ndo
if A+#0 and Top(A) > z; then
> co najmniej jeden elemenet z {Top(A),x;} jest zaburzony, dla
pewmosci wrzucamy oba
Push(Y, x;)
Push(Y, Pop(A))
else
L Push(A, z;)

> |Y] < 2k, A zawiera ciag uporzadkowany rosnaco
Y’ = sort(Y)
return Merge(A,Y")

25 Klaséwka 2021 (1), zadanie 1

Powiemy, ze zbior n liczb catkowitych jest prawie gesty, jesli zawiera podzbior
o rozmiarze wiekszym niz n/3, w ktorym réznica pomiedzy najwiekszym i naj-
mniejszym elementem jest mniejsza od n. Taki podzbiér nazywamy $wiadectwem.
Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz n-elementowy zbiér liczb catkowitych
S. Zaproponuj algorytm, ktory w czasie liniowym sprawdzi, czy S jest prawie
gesty.
Uwaga: 3 punkty uzyskasz za algorytm, ktéry w czasie liniowym sprawdza, czy
wskazany, dowolny element z S nalezy do jakiegos swiadectwa.
Rozwiazanie:
Algorytm 10: CzyNalezy(S, n, x)
niech ' ={e€ S:le—z| <n}
poniewaz wszystkie elementy z S’ naleza do przedziatu [e — n,..., e+ n)
dtugosci 2n + 1 stad mozemy posortowaé S’ w czasie liniowym
S" = sorted(S")
fori=1,....m—[%][+1do
j=i+[5] -1
if S”[j] — S”[i] < n then
L return TAK (poniewaz s;,...,s; + by¢ ewentualnie = sg

$wiadectwem)

return NI/E

Algorytm 11: Rozwiazanie(S, n)
foreach k € {[n/4], [n/2],[3n/4]} do
x := DeterministicSelectKthElement(S, k)
if CzyNalezy(S,n,z) then
L return TAK
return NIE
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26 Klaséwka 2021 (1), zadanie 2

Zaproponuj optymalny ze wzgledu na poréwnania algorytm sortowania siedmio-
elementowego ciagu x1, ..., 27, 0 ktéorym wiadomo, ze x1 < zs9, T1 < 23, 4 < T3,
x4 < xg. Udowodnij optymalnosé swojego algorytmu.

Rozwiazanie: Wszystkich permutacji 7 elementowych spelniajacych warunki

zadania jest:
7 4
22 -2=35-2-4-2 =560

o {x1,x9,x3} mozemy wybra¢ z 7 elementéw na (g) sposobow

Poniewaz:

e mamy dwie mozliwodci na poréwnanie xo i x3 (z2 < x3 lub xo > x3)
o {x4,x5,x6} mozemy wybraé z pozostatych 4 elementéw na (g) sposobow,

e mamy dwie mozliwosci na poréwnanie x5 i xg (x5 < xg lub x5 > xg)

Algorytm 12: Rozwiazanie

cmp(zg, x3) (bez straty ogolnosci zo < x3)

cmp(zs, 26) (bez straty ogolnosci x5 < x4)

wstaw x7 pomiedzy x; < x9 < x3 uzywajac 2 poréwnan

scal dwa uporzadkowane ciagu (4 i 3 elementowe) przy uzyciu 6
porownan

27 Klaséwka 2021 (1), zadanie 3

Dla dodatniej liczby catkowitej n kratownica M,, nazywamy skierowany graf
(V, E) bez petli, w ktorym V = {(z,y) : £ =0,1,...,noraz y =0,1,....,n} i

E={(r,y) > (@,y):0<2' —x<loraz 0 <y —y<1}.

Wierzcholki grafu M, pomalowano na bialo lub czarno. Biata Sciezka na-
zwiemy kazda Sciezke, na ktorej wszystkie wierzchotki sa biale. Dane sg liczba
catkowita n > 0, nieujemna liczba catkowita m < (n + 1)? oraz m réznych, bia-
tych wierzchotkow (x1,y1), (z2,¥2), .-y (Tm, Ym ). Pozostate wierzchotki sa czarne.
Zaproponuj wydajny (czasowo i pamieciowo) algorytm, ktory obliczy liczbe
wszystkich bialych §ciezek z wierzchotka (0,0) do wierzchotka (n,n).
Rozwigzanie: Aby uprosci¢ rozumowanie zalozmy, ze wszystkie operacje
arytmetyczne mozemy wykonywaé w czasie stalym. Jest to o tyle istotne, ze
wynikowa warto$é¢ moze byé wieksza niz (2:) (to jest liczba §ciezek dla pelnego
biatego grafu M,, w ktorych poruszamy sie tylko w prawo lub w gore).
Przyktad:

Dla n =41 m = 11 bialych wierzchotkoéw:

B ={(0,0),(0,1),(0,2),(1,1),(1,3),(2,1),(2,2), (2,3),(3,3), (3,4), (4,4)}

mamy nastepujacy graf:
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Niech Ile(i, j) oznacza liczbe biatych $ciezek z (0,0) do (4, 7) spelniajacych
warunki zadania.

Jesli m = ©(n?) to mozemy w czasie O(n?) policzyé Ile(n,n) korzystajac z
nastepujacych wzorow:
1 jesli wierzchotek (0,0) jest biaty
0 wpp

1le(0,0) = {
Ile(-,—1) = Ile(—1,-) =0
Jesli (i,7) jest bialy to:
Tle(i,j) = Ile(i—1,5) + Ile(i— 1,5 — 1) + Ile(i,j — 1)
Jesli (4,7) jest czarny to:
Ile(i,j) =0
Jesli m < n to odpowiedzia jest 0 (nie ma wystarczajaco duzo biatych
weztow).

Jesli m = Q(n) to mozemy policzy¢ Ile(n,n) w czasie O(m). Zalozmy, ze
wierzcholki (0,0) i (n,n) sa biate (jesli byloby inaczej to oczywiscie odpowiedzia
jest 0).

Zdefiniujmy sobie 3 porzadki (<z .y, <y,z, <4) na parach liczb:

o (z1,y1) <z (T2,y2) Wtw (21 < 22) lub (21 = z2) A (11 < y2)
o (21,41) <y (T2,y2) WtW (y1 < y2) lub (y1 = y2) A (21 < 22)

o (z1,y1) <a (x2,y2) Wtw (21 —y1 < z2—y2) lub (1 —y1 = z2 —y2) A (21 <
z3)

W pierszym kroku uporzadkujmy leksykograficznie (czyli wg. <, ) ciag B. Od

teraz zakladamy, ze:

($17y1) <1:,y (x27y2) <m,y <m,y (xmaym)

Przy takim uporzadkowaniu definiujemy ILE[4] jako liczbe biatych ciezek z (0, 0)
do (z4,9:)-
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Dodatkowo definiujemy pomocnicze wartosci:

. edli (27 = ) A (y; +1 = y;
GpzIEX[i] = J ‘?es? (x]' x ). '(y] + )
—1 jesli takie j nie istnieje
GDZIEY[i] = J J_es? (y]. y ). .(xj + )
—1 jesli takie j nie istnieje

GozeDfj] = 47 1Sl (g FL=a0) A (41 =)
—1 jesli takie j nie istnieje

Wartosci GDZIE(X/Y/D) mozna obliczyé w czasie O(m) sortujac wierzchotki
wg porzadkow <, / <yz / <a (co mozemy zrobi¢ w czasie O(m)). Jedynym
kandydatem na warto$é¢ Gdzie jest poprzedni wierzchotek w danym porzadku
(co mozemy zweryfikowac¢ w czasie O(1)).

Gdy juz mamy obliczone wartosci Gdzie, wartosci Ile obliczamy korzystajac ze
wzoru:

ILE[i] = ILE[GdzieX [i]] + ILE[GdzieY [i]] + ILE[GdzieD[i)]

(przy czym sztucznie definiujemy ILE[—1] = —0)
Przyktlad:
Y
A
4 10 11
OO C
2 3-\ 7
1 4 6
0 1 > T
0 1 2 3 4
i |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(:Civyi) (070) (071) (072) (171) (173) (271) (272) (273) (373) (374) (474)
GpzeX[i]| -1 1 2 -1 -1 -1 6 7 -1 9 -1
GpzIEY[i]| -1 -1 -1 2 -1 4 -1 5 8 -1 10
GpzED[i]| -1 -1 -1 1 3 -1 4 -1 7 8 9

ILE[{] 1 1 1 2 1 1 3 4 7 11 18

28 Klaséwka 2022 (1), zadanie 1

Dla dodatniej liczby catkowitej n, w tablicy a|l..n| zapisano n réznych elementéw z
pewnego liniowo uporzadkowanego uniwersum. Ranga elementu ali], oznaczanego
przez R(i), nazywamy pozycje tego elementu w tablicy a po jej uporzadkowaniu
rosnaco.

Przyktad
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Dla a = [2,5, 3, 4], rangami elementow a[l], a[2], a[3]ia[4] sa odpowiednio 1,
4,2, 3.

Dla nieujemnej liczby calkowitej k powiemy, ze tablica jest k-zaburzona wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ = 1,2,...,n, |R(i) — i| < k. Dana jest liczba
catkowita k, 0 < k < n, oraz k-zaburzona tablica a[l..n].

a) Zaproponuj wydajny algorytm, ktory zbuduje w tablicy a kopiec zupelny
typu MIN.

b) Zaproponuj algorytm, optymalny ze wzgledu na liczbe poréwnan, sortowa-
nia l-zaburzonej tablicy a.

¢) Zaproponuj asymptotycznie optymalny algorytm sortowania tablicy a.

Rozwigzanie: Obserwacja: w tablicy k-zaburzonej jesli ¢ + 2k < j to mamy
Ali] < Alj].

Punkt a) utworz kopiec na pierwszych 4k elementach (pozostale elementy
beda juz tworzy¢ dobry porzadek kopcowy.

Punkt b) w tablicy 1-zaburzonej tylko sasiednie elementy moga by¢ zamie-
nione. Wiec wystarczy n — 1 poréwnan.

Punkt ¢) zlozonos¢ czasowa O(nlog k):

Algorytm 13: Rozwiazanie(A4, n, k)
1=1
while 7 < n do
HeapSort(A[i, ..., i + 4k])
i+ =2k
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W tym zadaniu rozwazamy skoriczone stowa nad alfabetem {d, i, k, s}. Niech s
bedzie stowem i niech s[j] bedzie j-tym znakiem w tym stowie. Blokiem znaku s[j]
nazywamy maksymalne podstowo s zawierajace znak s[j], w ktorym wszystkie
znaki s takie same, rowne s[j]. Taki blok oznaczamy przez B(s, j).

Przyktad

W slowie s = abbaac mamy B(s,3) = bb, B(s,4) = aa.

O dwoch stowach s; 1 so powiemy, ze sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy
|s1| = |s2| oraz dla kazdego j =1,...,|s1|, bloki B(s1,7) i B(s2,J) sa tej samej
dtugosci.

Zaprojektuj wydajny algorytm, ktory dla danego zbioru ) zlozonego z n
skoniczonych stow nad alfabetem {d, i, k, s}, wyznaczy wszystkie jego maksymalne
(nie dajace sie rozszerzy¢) podzbiory stéw podobnych.

Rozwiazanie: Dla stow z @ definiujemy funkcje kodows C(z1,ldots, ) =
(41,...,1p) takie, ze 1 < iy < iy <ip =k oraz x[i;] # x[ij41].

Nastepnie sotujemy wszystkie kody stow i liczymy ile réznych kodéw otrzy-

malismy.
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