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Optymalne sortowanie 5—ciu elementéw

Niech A = (a,b,¢,d,e).

e compare(a,b), (niech a < b)
e compare(c,d), (niech ¢ < d)

e compare(a,c), (niech a < ¢)

e teraz wkladamy, e pomiedzy a,c,d,
if (e > ¢) then compare(e,a) else compare(e, d)

e mozemy otrzymac jeden z nastepujacych posetow:

VA

kazdy z nich mozna posortowaé uzywajac 2 poréwnan.



2 Sortowanie metoda Shella

Lemat 1 Niechm, n, r bedg nieujemnymsi liczba catkowitymi i niech (x1, ..., Tmir)
oraz (Y1, - - - Yntr) bedg dowolnymi ciggami liczbowymi takimi, ze y; < Ty, dla
1 <i<r. Jesli elementy x oraz y posortujemy niezaleznie tak, ze 1 < ... <

Tgr 0102 Y1 < ..o < Ypyr to nadal bedziemy mieli y; < Ty dla 1 <7 <.

Po posortowaniu element ., ; jest wiekszy badz réwny od co najmniej m+1i
elementéw z x, wsrod nich jest co najmniej ¢ elementéw ktore przed sortowaniem
byty na pozycjach m,...,m + r, kazdy z tych elementéw ma wéroéd y element
od ktoérego jest wiekszy, stad ,,; jest wiekszy badz réwny od ¢ najmniejszych
elementow y.

(pelny dowdd jest w Knuth, tom ITI, strona 94)

Lemat 2 Jesli tablica jest h posortowana i k posortujemy, to nadal bedzie h
posortowana.

Niech a; i a;45 elementy ktére po sortowaniu nie sg h posortowane. Niech
Y ciag zawierajacy a;, @i+, Qit2k, - - .- Niech X ciag zawierajacy aiyn, Git+htk,
Qith42k, - - .- PO k posortowaniu ciagi Y i X sa uporzadkowane, z poprzedniego
lematu mamy jednak, ze a; < a;4p, — sprzecznosé.

Lemat 3 Liczba pordwnarn wymagana przy h posortowaniu tablicy rozmiaru n
wynosi O(n?/h).

Mamy h ciagow, kazdy o dtugosci n/h — stad calkowity czas wynosi h -
n%/h? =n?/h.

Lemat 4 Liczba poréwnan wymagana przy h; posortowaniu tablicy rozmiaru n,
ktora jest hit1 i hiro posortowana wynosi O(nhiy1hiyo/h;) (przy zatozeniu, ze
hit1 @ hiys sq wzglednie pierwsze)

Trzeba pokazaé, ze jesli ciag jest h;41 1 hipo posortowany, to jesli k >
hiv1hiza, toa; < a;qg.

Lemat 5 Dla ciggu h = {2 — 1 : i € N} algorytm ShellSort ma ztozonosé

(Knuth, tom III, strona 95)

Niech B; koszt i—tej fazy, t = [logn]. Dla pierwszy t/2 przebiegow h > /n,
poniewaz koszt jednej fazy jest ograniczona przez O(n?/h) stad sumaryczny
koszt jest rzedu O(n'®). Dla pozostalych przebiegéw mozemy skorzystaé z po-
przedniego lematu, koszt pojedynczej fazy jest rowny B; = O(nhiyohir1/h;),
wiec sumaryczny koszt tych faz jest rowniez rzedu O(n!-5).

Lemat 6 Dla ciggu h = {237 : i,5 € N} algorytm ShellSort ma ztozonosé
O(nlog®n).
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Wszystkich faz algorytmu jest O((logn)?). Trzeba pokazaé, ze kazda z nich
zajmuje O(n) czasu. Obserwacja — jedli ciag jest 2 i 3 uporzadkowany, to jego
1-posortowanie wymaga O(n) czasu. Analogicznie jesli ciag jest 2i i 3i posorto-
wany to jego i posortowanie wymaga O(n).

3 Przesuniecie cykliczne tablicy

Function CyclicLeftShift(a, k)

n = len(a)

Reverse(a, 1, n — k)
Reverse(a, n —k+ 1, n)
Reverse(a, 1, n)

4 Scalanie w miejscu dla ciggéw diugosci /n i
n—+/n

Algorithm 1: Merge(A)
Dana jest tablica A zawierajaca dwa uporzadkowane rosngco ciagi:
l.n—y/nin—+/n+1l.n.
Posortuj (uzywajac alg. insertion sort) ciag n — 2y/n + 1..n
Scal ciag 1.n — 2y/nin —2y/n+ 1.n — \/n uzywajac obszaru
n —/n + 1..n jako bufor
Posortuj (uzywajac alg. insertion sort) ciag n — y/n+ 1..n

5 Scalanie w miejscu
Knuth, Tom III, strona 698.

e podziel tablice na bloki rozmiaru [\/n], — Z1, Za, ..., Zmt2, (blok Z,, 12

moze by¢ mniejszy,

e zamienl blok lezacy na potaczeniu dwoch ciagéw, z blokiem Z,,,1, teraz
kazdy z blokow Z1, ..., Z,, jest uporzadkowany,

e posortuj uzywajac selection—sort bloki, wg. pierwszego elementu z blokow
(jesli dwa bloki maja ten sam element poczatkowy, to poréwnaj elementy
konicowe)

e scal 7y, ..., Zy, uzywajac Z,+1 jako bufora pomocniczego,

Algorithm 2: Z-Merge(Z)

foreachie1,....m—1do
L SimpleMerge(Z;,Zi11,Zm+1)




(nalezy jeszcze pokazac, ze taka procedura daje dobre uporzadkowanie) —
wskazowka: przed tym krokiem kazdy element jest w inwersji z co najwyzej
\/(n) innymi elementami blokéw Z1, .., Z,,+1

e dzielimy tablice na trzy czesci: A, B, C, |B| =|C| = 2[y/n]

e posortuj ostatnie 4 - [\/n] elementow (bloki B, C') uzywajac InsertionSort
(w rezultacie w bloku C' znajduja sie najwicksze elementy w tablicy)

e scal bloki A i B uzywajac C jako bufora

e posortuj blok C' uzywajac InsertionSort

Cwiczenie: dlaczego uzywajac selection-sort trzeba uwzglednia¢ poczatki i konce
blokow? Rozwiazanie: np. dla ciagéw (111,123),(111,145) (rozmiar bloku 3),
sortujac jedynie po poczatkach mogliby$my otrzymac: (123,145,111,111), ktory
przy scalaniu metoda opisang w algorytmie nie da uporzadkowanego ciagu.

6 Zadania z klasdéwek

Zadanie 1

W tym zadaniu rozwazamy rekurencyjny algorytm sortowania przez scalanie, w
ktoérym scalanie dwodch posortowanych ciaggéw odbywa sie w sposob klasyczny:
na swoja docelows, pozycje trafia mniejszy z poczatkowych elementow scalanych
ciagow.

Przyklad Podczas scalania ciagow [2, 4, 5, 8] oraz [1, 3, 6, 7] poréwnywane
sag kolejno2z1,223,423,426,526,8z6oraz8z7.

Zaprojektuj liniowy algorytm, ktory sprawdzi, czy w wyniku wykonania al-
gorytmu sortowania przez scalanie na danej permutacji p[1..n| liczb naturalnych
{1,...,n}, por6wnane zostana ze soba zadane, dwie rozne liczby a i b ze zbioru
{1,...,n}.

Rozwigzanie: 1. Znajdz wspélny poziom rekurencji na ktorej te elementy sa
scalane

2. Dla a i b wyznacz pierwszy wiekszy/mniejszy element o', a”, v, b"”

3. Sprawdz costam costam.

Zadanie 2

Udowodnij, ze jesli algorytm sortujacy tablice A[1..n] poréwnuje i zamienia wy-
tacznie elementy odlegle co najwyzej o 2015 (tzn. jesli porownuje Afi] z Alj], to
li-j| <= 2015), to jego pesymistyczny czas dzialania jest co najmniej kwadra-
towy.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze zamiana elementéw odleglych o co najwyzej
2015, moze zmniejszy¢ liczbe inwersji o O(1). Poniewaz tablica moze zawieraé

O(n?) inwersji, stad czas dzialania dowolnego algorytmu o tej wlasnosci bedzie
Q(n?).



Zadanie 3

Dana jest tablica a[l..n] parami réznych elementéow pochodzacych ze zbioru z
liniowym porzadkiem. Nalezy posortowaé tablice a rosnaco. Jedyna operacja
shuzaca do poréwnywania elementow miedzy soba jest funkcja ile(x,y), ktorej
wynikiem jest liczba caltkowita k zdefiniowana tak, ze

k| = {1 <i <n:min(z,y) < afi] < max(z,y)}|

Wartoséé k jest ujemna tylko wtedy, gdy x jest mniejsze od y. Udowodnij, ze
kazdy algorytm sortujacy a wywota funkcje ile w pesymistycznym przypadku
co najmniej n-1 razy.

Zaproponuje algorytm sortowania a w miejscu za pomoca co najwyzej O(n)
wywolan funkcji ile 1 O(n) zamian.
Rozwigzanie: 1. ZnajdZ minimum
2. Przejdz po wszystkich elementach i wstaw je w odpowiednie miejsce (uwagal
to musi by¢ w miejscu)



