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Definicje
Niech G = (V, E):

o skojarzenie — zbior krawedzi M C E, taki, ze jesli ey = (x1,y1), €2 =
(anyQ); €1,€2 S M) €1 7é €2, {xlvyl} N {$27y2} = @

e doskonate skojarzenie — skojarzenie M w ktérym kazdy wierzchotek jest
skojarzony,

e pokrycie wierzchotkowe — minimalny pozbiér wierzchotkéow C C V', taki,
ze dla kazdej krawedzi (z,y) € E, x € C lub y € C.

1 Ford Fulkerson, zlosliwy przyklad

Troche oszukiwany przyktad:

Rysunek 1: Przyktad z U. Zwick, TCS, 1995

Troche lepszy przyklad (rysunek 1)



o =521 o] T—p=p2 g pitl = pit2

)

e py = (s,c,b,1),
p1 = (s,a,b,¢,d,t),

e py=(s,¢b,a,t),

e p3 = (s,d,c,b,t),

e wybieramy Sciezki: po(p1,p2,p1,p3)*

sciezka  przeptyw | c(a,b) c¢(c,b) c(c,d)
r 1 1
Do 1 r 0 1
P1 r 0 r 1—7r=r?
P2 r r 0 r2
D1 r? r3 r? 0
D3 r? r3 0 r?

Problem 261

Kratownica n x n, dany zbior wierzchotkow M, czy istnieje | M| wierzchotkowo
roztacznych Sciezek z M do brzegéw kratownicy?

e sprowadzi¢ problem do maksymalnego przeptywu z ograniczeniem na wierz-
chotki (doda¢ przepustowos¢ wierzchotkow),

e sprowadzi¢ poprzedni problem do tradycyjnych przeptywow (kazdy wierz-
chotek v zamieniamy przez pare v’ i v” polaczong krawedzig o przepusto-
wosci wierzchotka v, krawedzie wchodzace do v wehodzg do v/, krawedzie
wychodzace z v wychodzg z v”).

2 Problem 262

Dany graf G, nalezy go pokry¢ jego wierzchotki minimalng liczbg roztacznych
wierzchotkowo $ciezek.

e dla grafow acyklicznych G = ({1,...,n}, FE), budujemy graf G’:

- Vl = {an"'7xn}U{y0a"'ayn}7
—- = {(x()vxi)v (yiayO) NS V} U {(xivyj) : ('Lv]) € E}’
— wszystkie krawedzie maja pojemnosé 1,

— odpowiedzig jest n — f gdzie f to wartos¢ znalezionego przeplywu
(wszystkie wierzcholtki x;, przez ktore nie plynie przeptyw, odpowia-
daja koricom $ciezek),

e jesli graf nie jest acykliczny, to poprzednie rozumowanie spowoduje po-
krycie grafu $ciezkami i cyklami.



26.2—-9, Spojnosé krawedziowa

Ile minimalnie usunaé¢ krawedzi, zeby rozspdjni¢ graf?

Niech f, , maksymalny przepltyw z s do t w grafie Gy, = (V + {s,t}, E +
{(s,u), (v,t)}), (wszystkie krawedzie z E maja przepustowo$¢ 1, dwie dodane
o0). Mozna pokazac, ze odpowiedzia dla zadania jest wartosé:

MINyEV, uztv |fuv |

Najliczniejsze skojarzenia przez przeplywy

Dodajemy do grafu dwudzielnego G = (AU B, E) dwa nowe wierzcholki s i
t, ktore ltaczymy z wierzchotki, ktore nastepnie laczymy odpowiednio z A i
B. Wszystkie krawedzie maja przepustowo$¢ 1. Nasycone krawedzie (poza
sasiadujacymi z s i t) naleza do skojarzenia.

Twierdzenia

Twierdzenie 1 (Hall, 1935) Niech G graf dwudzielny (o zbiorach wierzchotkéw
X iY). Pelne skojarzenie wierzchotkow X istnieje wtw, |S| < |N(S)| dla
dowolnego S C X.

Jesli graf ma skojarzenie doskonatle, to warunek jest spelniony.

Niech dla kazdego S C X, |S| < |N(S)|, oraz istnieje z¢p € X, ktory nie
jest skojarzony. Niech Z bedzie zbiorem wierzchotkéw osiagalnych z xg przez
Sciezki alternujace. Poniewaz M jest najliczniejszym skojarzeniem, nie wérod
nich $ciezek rozszerzajacych. Niech S = ZN A, T = Z N B. Kazdy wierzchotek
w T jest skojarzony z pewnym wierzchotkiem z S —{xo}, oraz kazdy wierzchotek
7 S — {xo} jest skojarzony z pewnym wierzchotkiem z T. Wiec |T| = |S] — 1,
ale T'= N(S5), stad [N(S)| = |S| — 1 — sprzecznosc.

Twierdzenie 2 (Frobenius, 1917) Dla k > 0, kazdy k—regularny graf dwu-
dzielny ma doskonate skojarzenie

WeZzmy dowolny zbior S (S C X). Poniewaz G jest k-regularny, to liczba
krawedzi wychodzacych z S jest rowna out(S) = k|S|, natomiast z N(S) wy-
chodzi out(N(S)) = k|N(S)|. Dla dowolnego S zachodzi rowniez out(S) <
out(N(S)). W takim razie k|S| < k|N(S)|, czyli |S] < |[N(9)|.

Twierdzenie 3 (Konig, Egervary, 1931) Jesli G graf dwudzielny, C minimalne
pokrycie wierzchotkowe G, M maksymalne skojarzenie G, to |C| = |M]|.

(przez przeptywy) Dodajemy do grafu s it (s polaczone z wierzchotkami X,
t poltaczone z wierzchotkami V'), wszystkie krawedzie z/do s, ¢, maja przepusto-

wosé 1, oryginalne krawedzie grafowe maja przepustowosé oo. |f| = |M], a jako
minimalne pokrycie bierzemy zbiér wierzchotkéw sasiadujacy z krawedziami cie-
cia. qued



Niech M maksymalne skojarzenie, w takim razie |C| > |M|. Nalezy jeszcze
udowodni¢, ze |M| > |C.

Niech C' minimalne pokrycie wierzchotkowe, mozna pokazaé, ze C'NX mozna
doskonale skojarzy¢ z Y —C (CNX 1Y —C musza spelniaé¢ twierdzenie Hall, ina-
czej mozna pokazaé, mniejsze minimalne pokrycie), oraz CNY mozna doskonale
skojarzy¢ z X —C, co w sumie daje skojarzenie o mocy |C|.



