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De�nicje

Niech G = (V,E):

• skojarzenie � zbiór kraw¦dzi M ⊆ E, taki, »e je±li e1 = (x1, y1), e2 =
(x2, y2), e1, e2 ∈M , e1 6= e2, {x1, y1} ∩ {x2, y2} = ∅.

• doskonaªe skojarzenie � skojarzenie M w którym ka»dy wierzchoªek jest
skojarzony,

• pokrycie wierzchoªkowe � minimalny pozbiór wierzchoªków C ⊆ V , taki,
»e dla ka»dej kraw¦dzi (x, y) ∈ E, x ∈ C lub y ∈ C.

1 Ford Fulkerson, zªo±liwy przykªad

Troch¦ oszukiwany przykªad:
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Rysunek 1: Przykªad z U. Zwick, TCS, 1995

Troch¦ lepszy przykªad (rysunek 1)
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• r =
√

5−1
2 , r < 1, 1− r = r2, ri − ri+1 = ri+2,

• p0 = (s, c, b, t),

• p1 = (s, a, b, c, d, t),

• p2 = (s, c, b, a, t),

• p3 = (s, d, c, b, t),

• wybieramy ±cie»ki: p0(p1, p2, p1, p3)∗

±cie»ka przepªyw c(a, b) c(c, b) c(c, d)
r 1 1

p0 1 r 0 1
p1 r 0 r 1− r = r2

p2 r r 0 r2

p1 r2 r3 r2 0
p3 r2 r3 0 r2

Problem 26�1

Kratownica n× n, dany zbiór wierzchoªków M , czy istnieje |M | wierzchoªkowo
rozª¡cznych ±cie»ek z M do brzegów kratownicy?

• sprowadzi¢ problem do maksymalnego przepªywu z ograniczeniem na wierz-
choªki (doda¢ przepustowo±¢ wierzchoªków),

• sprowadzi¢ poprzedni problem do tradycyjnych przepªywów (ka»dy wierz-
choªek v zamieniamy przez par¦ v′ i v′′ poª¡czon¡ kraw¦dzi¡ o przepusto-
wo±ci wierzchoªka v, kraw¦dzie wchodz¡ce do v wchodz¡ do v′, kraw¦dzie
wychodz¡ce z v wychodz¡ z v′′).

2 Problem 26�2

Dany graf G, nale»y go pokry¢ jego wierzchoªki minimaln¡ liczb¡ rozª¡cznych
wierzchoªkowo ±cie»ek.

• dla grafów acyklicznych G = ({1, . . . , n}, E), budujemy graf G′:

� V ′ = {x0, . . . , xn} ∪ {y0, . . . , yn},
� E′ = {(x0, xi), (yi, y0) : i ∈ V } ∪ {(xi, yj) : (i, j) ∈ E},
� wszystkie kraw¦dzie maj¡ pojemno±¢ 1,

� odpowiedzi¡ jest n − f gdzie f to warto±¢ znalezionego przepªywu
(wszystkie wierzchoªki xi, przez które nie pªynie przepªyw, odpowia-
daj¡ ko«com ±cie»ek),

• je±li graf nie jest acykliczny, to poprzednie rozumowanie spowoduje po-
krycie grafu ±cie»kami i cyklami.
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26.2�9, Spójno±¢ kraw¦dziowa

Ile minimalnie usun¡¢ kraw¦dzi, »eby rozspójni¢ graf?
Niech fu,v maksymalny przepªyw z s do t w gra�e Gu,v = (V + {s, t}, E +

{(s, u), (v, t)}), (wszystkie kraw¦dzie z E maj¡ przepustowo±¢ 1, dwie dodane
∞). Mo»na pokaza¢, »e odpowiedzi¡ dla zadania jest warto±¢:

minu∈V, u6=v|fu,v|

Najliczniejsze skojarzenia przez przepªywy

Dodajemy do grafu dwudzielnego G = (A ∪ B, E) dwa nowe wierzchoªki s i
t, które ª¡czymy z wierzchoªki, które nast¦pnie ª¡czymy odpowiednio z A i
B. Wszystkie kraw¦dzie maj¡ przepustowo±¢ 1. Nasycone kraw¦dzie (poza
s¡siaduj¡cymi z s i t) nale»¡ do skojarzenia.

Twierdzenia

Twierdzenie 1 (Hall, 1935) Niech G graf dwudzielny (o zbiorach wierzchoªków
X i Y ). Peªne skojarzenie wierzchoªków X istnieje wtw, |S| ≤ |N(S)| dla
dowolnego S ⊆ X.

Je±li graf ma skojarzenie doskonaªe, to warunek jest speªniony.
Niech dla ka»dego S ⊆ X, |S| ≤ |N(S)|, oraz istnieje x0 ∈ X, który nie

jest skojarzony. Niech Z bedzie zbiorem wierzchoªków osi¡galnych z x0 przez
±cie»ki alternuj¡ce. Poniewa» M jest najliczniejszym skojarzeniem, nie w±ród
nich ±cie»ek rozszerzaj¡cych. Niech S = Z ∩A, T = Z ∩B. Ka»dy wierzchoªek
w T jest skojarzony z pewnym wierzchoªkiem z S−{x0}, oraz ka»dy wierzchoªek
z S − {x0} jest skojarzony z pewnym wierzchoªkiem z T . Wi¦c |T | = |S| − 1,
ale T = N(S), st¡d |N(S)| = |S| − 1 � sprzeczno±¢.

Twierdzenie 2 (Frobenius, 1917) Dla k > 0, ka»dy k�regularny graf dwu-
dzielny ma doskonaªe skojarzenie

We¹my dowolny zbiór S (S ⊆ X). Poniewa» G jest k�regularny, to liczba
kraw¦dzi wychodz¡cych z S jest równa out(S) = k|S|, natomiast z N(S) wy-
chodzi out(N(S)) = k|N(S)|. Dla dowolnego S zachodzi równie» out(S) ≤
out(N(S)). W takim razie k|S| ≤ k|N(S)|, czyli |S| ≤ |N(S)|. qued

Twierdzenie 3 (Konig, Egervary, 1931) Je±li G graf dwudzielny, C minimalne
pokrycie wierzchoªkowe G, M maksymalne skojarzenie G, to |C| = |M |.

(przez przepªywy) Dodajemy do grafu s i t (s poª¡czone z wierzchoªkami X,
t poª¡czone z wierzchoªkami Y ), wszystkie kraw¦dzie z/do s, t, maj¡ przepusto-
wo±¢ 1, oryginalne kraw¦dzie grafowe maj¡ przepustowo±¢ ∞. |f | = |M |, a jako
minimalne pokrycie bierzemy zbiór wierzchoªków s¡siaduj¡cy z kraw¦dziami ci¦-
cia. qued
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Niech M maksymalne skojarzenie, w takim razie |C| ≥ |M |. Nale»y jeszcze
udowodni¢, »e |M | ≥ |C|.

Niech C minimalne pokrycie wierzchoªkowe, mo»na pokaza¢, »e C∩X mo»na
doskonale skojarzy¢ z Y −C (C∩X i Y −C musz¡ speªnia¢ twierdzenie Hall, ina-
czej mo»na pokaza¢, mniejsze minimalne pokrycie), oraz C∩Y mo»na doskonale
skojarzy¢ z X−C, co w sumie daje skojarzenie o mocy |C|. qued
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