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1 Plan zaj¦¢

• Silnie spójne skªadowe

• Znajdowanie podgrafu grafu dwuspójnego o co najwy»ej 2n − 2 kraw¦-
dziach

• Dodanie do grafu dwuspójnego mnimalnej liczby kraw¦dzi w celu jego
udwospójnienia,

• Sortowanie topologiczne

• Rozpoznawanie grafów zewn¦trznie planarnych,

2 Silne spójne skªadowe

Wierzchoªki x, y nale»¡ do tej samej silnej spójnej skªadowej, je±li istniej¡ ±cie»ki
z x do y oraz z y do x.

SCC(G)

• uruchom algorytm DFS, oblicz czasy f [v] dla ka»dego wierzchoªka,

• wyznacz graf GT (transpozycja grafu G)

• przegl¡daj alg. DFS, wierzchoªki GT w kolejno±ci malej¡cych czasów f [v],

• zwró¢ ka»de drzewo DFS jako osobn¡ siln¡ spójn¡ skªadow¡.

Lemat 1 Silne spójne skªadowe s¡ identyczne w grafach G i GT .

Lemat 2 Niech C i C ′ b¦d¡ ró»nymi silnie spójnymi skªadowymi grafu skiero-

wanego G = (V,E) i niech u, v ∈ C, natomiast u′, v′ ∈ C ′. Zaªó»my, »e istnieje

±cie»ka u→ u′ w G. Wówczas w G nie mo»e istnie¢ ±cie»ka z v′ → v.

Def. d(U) = minu∈Ud[u], f(U) = maxu∈Uf [u].

Lemat 3 Niech C i C ′ b¦d¡ ró»nymi silnie spójnymi skªadowymi w skierowanym

gra�e G = (V,E). Zaªó»my, »e istnieje kraw¦d¹ (u, v) ∈ E, taka, »e u ∈ C i

v ∈ C ′. Wówczas f(C) > f(C ′).
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Lemat 4 Niech C i C ′ b¦d¡ ró»nymi silnie spójnymi skªadowymi w skierowanym

gra�e G = (V,E). Zaªó»my, »e istnieje krawed¹ (u, v) ∈ ET , taka, »e u ∈ C i

v ∈ C ′. Wówczas f(C) < f(C ′).

Twierdzenie 1 Algorytm SCC poprawieni oblicza silnie spójne skªadowe w skie-

rowanym gra�e G.

3 Sortowanie topologiczne

Dany jest acykliczny graf skierowany, chcemy znale¹¢ takie ponumerowanie
wierzchoªków, »eby dla ka»dej kraw¦dzi (u, v) ∈ E, ponumerowanie speªniaªo
num[u] < num[v].
(Cormen, 22.4, strony 559�568).

Algorytm 1

• wykonaj DFS w celu obliczenia numerów f [v] (czas wyj±cia z wierzchoªka
v) dla wierzchoªków,

• posortuj wierzchoªki wg. malej¡cych warto±ci f [v],

• nadaj kolejne numery zgodnie z malej¡cymi warto±ciami f [v].

Algorytm 2

Algorytm 1: Topological-Sort(G)

Oblicz stopnie wej±ciowe wierzchoªków indeg[v];1

Dodaj na list¦ Q wierzchoªki o warto±ciach indeg[v] = 0 ;2

i = 0 ;3

while Q 6= ∅ do4

v=Q.Dequeue ;5

num[v] = i++ ;6

for u ∈ adj(v) do7

indeg[u]� ;8

if indeg[u] = 0 then Q.Enqueue(u)9

10

11

4 Rozpoznawanie grafów zewn¦trznie planarnych

Graf jest zewn¦trznie planarny je±li:

• jest planarny,

• mo»na go tak narysowa¢, »eby wszystkie jego wierzchoªki le»aªy na jednej
±cianie.

Opis algorytmu mo»na znale¹¢ w:
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• Manfred Wiegers: Recognizing Outerplanar Graphs in Linear Time. WG
1986: pp. 165-176.

Lemat 5 Je±li graf G jest zewn¦trznie planarny to zawiera wierzchoªek v, taki,
»e deg(v) ≤ 2.

Algorytm 2: Outerplanar(V,E)

if |V | ≤ 3 then1

zaznacz wszystkie kraw¦dzie jako zewn¦trzne, ;2

return true;3

else if ∃vdeg(v) = 1 then4

Niech w s¡siad wierzchoªka v ;5

Zaznacz kraw¦d¹ (v, w) jako zewn¦trzn¡. return6

Outerplanar(V − {v}, E − {(v, w)})
else if ∃vdeg(v) = 2 then7

Niech w1, w2 s¡siedzi wierzchoªka v ;8

if not Outerplanar(V −{v}, E−{(v, w1), (v, w2)}+ {(w1, w2)}) then9

return false;10

if (w1, w2) kraw¦d¹ wewn¦trzna then11

return false;12

Zaznacz kraw¦dzie (v, w1), (v, w2) jako zewn¦trzne ;13

Zaznacz kraw¦dzie (w1, w2) jako wewn¦trzn¡ ;14

return true;15

else16

return false;17

18
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