Zlozono$é obliczeniowa (bioinformatyka)
egzamin, 7 lutego 2024

1. Ktore z nastepujacych jezykow sa regularne? Ktore sa bezkontekstowe?

(a) X = {a™™c* | n+k=m);
() Y = {a"b"c* | n-k =m};
(c) Z ={a"b™c | n-k=0}.

2. Rozpatrzmy nastepujace problemy decyzyjne:

(a) Czy dana gramatyka bezkontekstowa generuje jakies stowo ztozone z samych liter a?

(b) Czy dana maszyna Turinga akceptuje jakie$ stowo ztozone z samych liter a?

Ktoéry z tych problemoéw jest rozstrzygalny? Ktory jest czesciowo rozstrzygalny? Czy to
mozliwe, ze ktorys z nich jest NP-zupetny?

3. Udowodni¢, ze jesli CSL C NP, to NP = PSPACE.

4. Ktoére z nastepujacych inkluzji zachodza? Ktore zawierania sa wtasciwe?
(a) NTIME(nlogn) C DSPACE(ny/n);
(b) co-NSPACE(ny/n) C DSPACE(n?);
(c) NSPACE(3n? + 2) C co-NSPACE(n?);
(d) DTIME(3™") C NTIME(ny/n).

Przykladowe rozwigzania

la: Jezyk X jest bezkontekstowy. Generuje go na przyklad taka gramatyka:
60 n= 5162, 51 n=e | a§1b, fg n=e | bflc.

Ale nie jest regularny, bo ma nieskoriczenie wiele réznych ilorazéow, np. X \ b* = {b%c*** | z € N}.

1b: Jezyk Y nie jest bezkontekstowy, bo nie spelnia lematu o pompowaniu. W przeciwnym razie
niech w = aNbAﬂcN7 gdzie N jest stala z lematu. Jesli w = zyzuv, gdzie |yzu| < N, to obie
czesci pompowane y 1 u zawieraja sie albo w prefiksie aVbY" albo w sufiksie b ¢V. Przypusémy,
ze zachodzi pierwszy przypadek (drugi jest analogiczny) i zaldézmy, ze w stowach y i u jest lacznie p
liter a oraz lacznie ¢ liter b. Poniewaz stowo zy?zu?v powinno naleze¢ do Y, wiec mamy réwnosé
(N +p)N = N2 + ¢, skad pN = ¢q. To niemozliwe, bo p+ ¢ < N.

1c: Jezyk Z jest regularny, bo Z = a*b* U b*c*.

2a: Jesli L jest jezykiem bezkontekstowym, to L Na* tez jest jezykiem bezkontekstowym. Co wiecej,
dang gramatyke dla jezyka L mozna latwo (w pamieci logarytmicznej) przerobi¢ na gramatyke dla
jezyka L N a*. Wrystarczy kazda litere terminalng inna niz a zastapi¢ przez nowy symbol nieter-
minalny 1, dla ktérego nie ma zadnej produkcji. Nasze zadanie sprowadza sie wiec do problemu
niepustosci dla jezykéw bezkontekstowych, o ktérym wiadomo, ze jest rozstrzygalny.

Problem niepustosci jezyka bezkontekstowego nalezy do klasy P. A zatem mozliwe, ze ten problem
jest NP-zupelny, ale wtedy P =NP. Wielomianowy algorytm dla niepustosci mozna opisa¢ tak: dla



danej gramatyki G = (A, N, P, &) konstruujemy zbior D = {¢ € N | Ik € N(¢ — a*)}, jako sume
wstepujacego ciagu Dy C Dy C Dy.... Zaczynamy od Dy = @, a potem ze zbioru D; tworzymy
Diyy = D;U{¢ € N | Fw(w € (D,Ua)* A (£ = w) € P)}. Kazdy taki krok wymaga czasu
proporcjonalnego do rozmiaru gramatyki, a liczba krokéw tez jest tego rzedu, bo dla pewnego i < ||
dostaniemy D = D; = D;;1. Na koniec sprawdzamy, czy & € D i juz.

2b: 7Z tym gorzej: to jest problem nierozstrzygalny. Mozna do niego sprowadzi¢ problem stopu. Dla
danej deterministycznej maszyny M i stowa wejsciowego w skonstruujemy bowiem maszyne Ny
w ten sposob, ze w € L(M) wtedy i tylko wtedy, gdy maszyna Ny, akceptuje jakies stowo zlozone
z samych liter a. Maszyna Ny, dla dowolnego wejscia v € ¥* dziala tak: uruchamia M na w i jesli
obliczenie sie zakoriczy, to akceptuje. A zatem:

— Jesli w € L(M), to L(Npw) =3*  (wtedy np. aa € L(Npw));
—Jesli w & L(M), to L(Npw) =2 (wtedy do L(Nar,,) nie nalezy zadne stowo aa. .. a).

Skoro problem 2b jest nierozstrzygalny, to w szczego6lnosci nie nalezy do klasy NP i nie moze by¢
NP-zupelny. Ale jest czesciowo rozstrzygalny, bo jesli dana maszyna akceptuje jakies stowo postaci
aa . ..a, to mozna to wykry¢, systematycznie przegladajac poczatkowe fragmenty wszystkich mozliwych
obliczen dla takich stow wejsciowych, az nie natrafi sie na obliczenie akceptujace.

3: Przypusémy, ze CSL C NP, pokazemy, ze NP = PspAckE. Wiadomo, ze zachodzi inkluzja
w prawo, wiec niech L € PSPACE, powiedzmy L € DSPACE(n¥). Jesli L' = {w$lv!*~Ivl | w € L},
to L' € DspacE(n) C CSL. A skoro CSL C NP, to L' € NTiME(n) dla pewnego £. Stad wynika, ze
L € NTIME((n*)*) = NTmME(n*¢) C NP.

4a: Wiadomo, ze NTIME(nlogn) C DsPACE(nlogn). A zatem inkluzja zachodzi, bo nlogn < ny/n
nlogn
=0.

i jest wlasciwa, bo lim
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4b: Wiadomo , ze co-NSPACE(ny/n) = NSPACE(ny/n) C DSPACE(n?). Poniewaz n® < n*, a granica

ilorazu jest zerem, wiec inkluzja zachodzi i jest wlasciwa.

4c: Ta inkluzja tez zachodzi, ale jest niewlasciwa, bo klasy NSPACE(3n? + 2) i NSPACE(n?) sa iden-
tyczne, a na dodatek zamkniete ze wzgledu na dopelnienie.

4d: Ostatnie zawieranie nie zachodzi: faktycznie mamy wtasciwa inkluzje w przeciwng strone. A

to dlatego, ze NTIME(ny/n) C DTIME(29("V™)) C DTIME(2"°8"V™), Ta ostatnia klasa jest ostro

onlogn/n nlog TL\/’E
3n?

zawarta w DTIME(3"") bo iloraz dazy do zera.



