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1. Niech φ : RR → P(R) b ↪edzie określona nast ↪epuj ↪aco: φ(f) = ~f−1(IQ),
gdzie IQ = R−Q. Zbadać, czy funkcja φ jest różnowartościowa i czy
jest na P(R).

2. Jaka jest moc zbioru F = {f ∈ RR | φ(f) = ℵ0}, jeśli φ jest funkcj ↪a
z zadania 1?

3. Niech D ⊆ R. Zbiór V ⊆ R jest D- latwy , gdy (x + y)3 − 2xy ∈ D dla
wszystkich x, y ∈ V , takich że x 6= y. Zbiór V ⊆ R jest D-trudny , gdy:

∀x ∈ R(x ∈ V ∨ ∃y ∈ V ((x + y)3 − 2xy 6∈ D)).

Dla jakich D istnieje zbiór V , jednocześnie D- latwy i D-trudny?

4. Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie cz ↪eściowym porz ↪adkiem i niech f : A → A.
Za lóżmy, że dla każdego  lańcucha L w 〈A,≤〉 istniej ↪a kresy dolne

zbiorów L i
→
f (L), a jeśli L 6= ∅, to na dodatek f(inf L) = inf(

→
f (L)).

Udowodnić, że f ma najwi ↪ekszy punkt sta ly.

Uwaga: Za lożenia o kresach dolnych dotycz ↪a tylko  lańcuchów !



Rozwi
↪
azania

Zadanie 1: Funkcja φ nie jest różnowartościowa. Jeśli na przyk lad
f(x) = x+1 dla x ∈ R, to φ(idR) = φ(f) = IQ. Natomiast φ : RR na−→ P(R),
bo dla dowolnego B ⊆ R zachodzi B = φ(f), gdzie

f(x) =
{

π, jeśli x ∈ B,
0, w przeciwnym przypadku.

Zadanie 2: Zbiór F jest mocy 2C. Nierówność F ≤ 2C wynika st ↪ad, że
F ⊆ RR, a ten ostatni zbiór ma moc CC = 2C. Aby wykazać, że F ≥ 2C,
zauważmy najpierw, że zbiór QR−N jest także mocy 2C, bo R− N = C.
Funkcja ξ : QR−N 1−1−→ F może zaś być określona warunkiem

ξ(f)(x) =
{

π, jeśli x ∈ N,
f(x), w przeciwnym przypadku.

Zadanie 3: Zbiór jest jednocześnie D- latwy i D-trudny, wtedy i tylko
wtedy, gdy jest maksymalnym zbiorem D- latwym (tj. elementem maksymal-
nym rodziny wszystkich zbiorów D- latwych, uporz ↪adkowanej przez inkluzj ↪e).
Rodzina ta spe lnia za lożenia lematu Kuratowskiego-Zorna, jeśli bowiem
L jest  lańcuchem zbiorów D- latwych, to

⋃
L też jest zbiorem D- latwym,

(a jako taki, stanowi ograniczenie górne  lańcucha). Istotnie, jeśli x, y ∈
⋃

L,
to istniej ↪a takie V1, V2 ∈ L, że x ∈ V1 i y ∈ V2. Ponieważ L jest  lańcuchem,
wi ↪ec V2−i ⊆ Vi dla i = 1 lub i = 2. Wtedy x, y ∈ Vi, sk ↪ad wynika poż ↪adana
w lasność (x + y)3 − 2xy ∈ D.

Z powyższego wynika, że dla każdego D, do rodziny wszystkich zbiorów
D- latwych stosuje si ↪e lemat Kuratowskiego-Zorna, a wi ↪ec maksymalny zbiór
D- latwy istnieje zawsze.

Zadanie 4: Ponieważ zbiór pusty jest  lańcuchem, wi ↪ec istnieje inf ∅,
czyli najwi ↪ekszy element zbioru A. Oznaczmy go przez >. Dalej zauważmy,
że funkcja f jest monotoniczna. Jeśli bowiem a ≤ b to zbiór {a, b} tworzy
 lańcuch o kresie dolnym a. Zatem f(a) jest kresem dolnym dla {f(a), f(b)},
czyli f(a) ≤ f(b).

Niech ak = fk(>). Z monotoniczności funkcji f wynika, że ci ↪ag ak jest
zst ↪epuj ↪acy: a0 ≥ a1 ≥ a2 . . . Zbiór {ak | k ∈ N} jest wi ↪ec  lańcuchem i ma
kres dolny aω. Z za lożenia o f mamy teraz f(aω) = inf{fk+1(>) | k ∈ N} =
inf{fk(ak) | k ∈ N} = aω. A wi ↪ec aω jest punktem sta lym f . Jeśli b
jest innym punktem sta lym, to oczywíscie b ≤ >. Przez indukcj ↪e  latwo
udowodnić, że b = fk(b) ≤ fk(>) = ak sk ↪ad b jest ograniczeniem dolnym
zbioru {ak | k ∈ N}. A zatem b ≤ aω, bo aω jest kresem dolnym tego zbioru.
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