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. Niech ¢ : RE — P(R) bedzie okreslona nastepujaco: ¢(f) = f(1Q),
gdzie IQ = R — Q. Zbadaé, czy funkcja ¢ jest réznowartoéciowa i czy
jest na P(R).

. Jaka jest moc zbioru F = {f € R® | ¢(f) = R}, jedli ¢ jest funkcja
z zadania 1?7

. Niech D C R. Zbiér V C R jest D-tatwy, gdy (z +y)> — 2zy € D dla
wszystkich x,y € V, takich ze x # y. Zbiér V C R jest D-trudny, gdy:
Ve e R(z € VVIye V((z+y)®—2xy ¢ D)).

Dla jakich D istnieje zbior V', jednoczesnie D-tatwy i D-trudny?

. Niech (A, <) bedzie czeSciowym porzadkiem i niech f : A — A.
Zatézmy, ze dla kazdego laricucha L w (A, <) istnieja kresy dolne

—

zbioréw L i f (L), a jedli L # (), to na dodatek f(inf L) = inf(f (L)).
Udowodnié, ze f ma najwiekszy punkt staly.

Uwaga: Zalozenia o kresach dolnych dotycza, tylko taricuchéw!



Rozwigzania
Zadanie 1: Funkcja ¢ nie jest réznowarto$ciowa. Jesli na przyklad
f(z) =z+1dlaz R, to (idr) = ¢(f) = IQ. Natomiast ¢ : RE 2% P(R),
bo dla dowolnego B C R zachodzi B = ¢(f), gdzie

f(z) = w, jeslix € B,
|1 0, w przeciwnym przypadku.

Zadanie 2: Zbiér F jest mocy 2%. Nieréwnosé F < 2% wynika stad, ze
F C RR, a ten ostatni zbiér ma moc €% = 2¢. Aby wykazaé, ze F > 2%,
zauwazmy najpierw, ze zbiér QF N jest takze mocy 2%, bo R—N = ¢.

. _y 1-1 . S . .
Funkcja € : QRN = F moze za$ byé¢ okreslona warunkiem

(7 jeflizeN,
§(f)(=) = { f(x), w przeciwnym przypadku.

Zadanie 3: Zbioér jest jednoczesnie D-tatwy i D-trudny, wtedy i tylko
wtedy, gdy jest maksymalnym zbiorem D-tatwym (tj. elementem maksymal-
nym rodziny wszystkich zbioréw D-tatwych, uporzadkowanej przez inkluzje).
Rodzina ta spelnia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna, jesli bowiem
L jest laricuchem zbioréw D-tatwych, to |J L tez jest zbiorem D-latwym,
(a jako taki, stanowi ograniczenie gérne tanicucha). Istotnie, jesli x,y € |J L,
to istnieja takie Vi,Vo € L, ze x € V1 i y € V5. Poniewaz L jest tancuchem,
wiec Vo_; CV;dlai =1 1lubi=2. Wtedy z,y € V;, skad wynika pozadana
whasnoéé¢ (z + y)® — 22y € D.

7 powyzszego wynika, ze dla kazdego D, do rodziny wszystkich zbioréw
D-tatwych stosuje sie¢ lemat Kuratowskiego-Zorna, a wigc maksymalny zbiér
D-tatwy istnieje zawsze.

Zadanie 4: Poniewaz zbiér pusty jest taricuchem, wiec istnieje inf (),
czyli najwiekszy element zbioru A. Oznaczmy go przez T. Dalej zauwazmy,
ze funkcja f jest monotoniczna. Jesli bowiem a < b to zbiér {a,b} tworzy
taricuch o kresie dolnym a. Zatem f(a) jest kresem dolnym dla {f(a), f(b)},
cryli f(a) < F(b).

Niech a;, = f*(T). Z monotonicznosci funkcji f wynika, ze ciag ay jest
zstepujacy: ag > a1 > ag... Zbior {a; | k € N} jest wiec tanicuchem i ma
kres dolny a,,. Z zalozenia o f mamy teraz f(a,) = inf{ f**1(T) | k € N} =
inf{f*(a) | K € N} = a,. A wiec a, jest punktem staltym f. Jeli b
jest innym punktem stalym, to oczywiscie b < T. Przez indukcje latwo
udowodnié, ze b = f¥(b) < f*(T) = as skad b jest ograniczeniem dolnym
zbioru {ay | k € N}. A zatem b < a, bo a,, jest kresem dolnym tego zbioru.



