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. Niech IQ = R — Q i niech ¢ : RR — P(R) — {()} bedzie taka, ze ¢(f) = f(IQ). Zbadad,
czy funkcja ¢ jest réznowartosciowa i czy jest na P(R) — {0}.

. Dla wszystkich k € N okreslamy funkcje fy : {0, 1} — {0, 1} jak nizej:

a(n)+a(n+1)—a(n)a(n+1), dlan=Ek,
fr(a)(n) =< a(n)a(n+ 1), dlan=k+1,
a(n), W przeciwnym razie.

Kazda z takich funkcji nazywamy wesotq transformacjg. Wyznacz moc zbioru G wszyst-
kich tych ciagéw nalezacych do {0,1}", ktére za pomoca skoriczonej liczby wesolych
transformacji mozna przeksztalci¢ w jaki$ element zbioru

B ={ac{0,1}" | 3In € N(Vi < n(a(i) = 1) AVi > n(a(i) = 0))}.

. Zbiér A C R nazwiemy wzorcowym, jezeli kazda liczba rzeczywista jest wspSimiernal

z pewng liczba ze zbioru A, ale zadne dwie liczby ze zbioru A nie sa wspétmierne. Czy
istnieja zbiory wzorcowe?

. Niech (Er, <) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym i niech Ku C Er bedzie pod-
zbiorem zbioru Er o mocy Ng. Zalézmy, ze

e Kazdy podzbiér zbioru Er ograniczony z géry ma kres gorny.
e Jedli x,y € Er i x <y to istnieje takie ku € Ku, ze x < ku < y.

e W zbiorze Er nie ma elementu pierwszego ani ostatniego.

Udowodnié, ze zbiér (Er, <) jest mocy continuum.

'Liczby rzeczywiste x i y sa wspdtmierne, gdy ma 4+ ny = 0 dla pewnych calkowitych m i n.



Rozwiazania

Zadanie 1: Funkcja ¢ nie jest réznowartosciowa. Jesli na przyklad f(z) = x4+ 1 dla
z € R, to ¢(idr) = ¢(f) = IQ. Aby wykazaé, ze ¢ : RR 2% P(R), zauwazmy, ze dla kazdego
niepustego zbioru B C R zachodzi B < €. Istnieje wiec funkcja fp : IQ — B. Wtedy
o(f) = B, gdzie
fe(x), jesli z € IQ,
J(@) = { 0 w przeci dk
, przeciwnym przypadku.
Zadanie 2: Zbiér G jest mocy Rg. Oczywiscie B = g, wiec G > Rg, bo B C G. Pokazemy,
ze G < Ng. Niech H bedzie zbiorem tych ciagéw z {0,1}Y, w ktérych wystepuje tylko
skoniczenie wiele jedynek. Jako przeliczalna suma przeliczalnych zbiorow
Hy, = {ac{0,1}| ¥n > k.a(n) = 0},

zbiér H sam jest zbiorem przeliczalnym. Ponadto G C H. Istotnie, kazda wesota transfor-
macja zmienia ciag w co najwyzej dwdch miejscach, aby wiec w skoniczonej liczbie krokéw
otrzymaé element zbioru B, trzeba zacza¢ od ciagu, ktory od pewnego miejsca ma same zera.

Zadanie 3: Zbiér wzorcowy to maksymalny element rodziny R wszystkich zbioréw o ele-
mentach parami niewspdétmiernych, uporzadkowanej przez inkluzje. Larncuch takich zbioréw
jest ograniczony z géry w R przez swoja sume — jest ona bowiem elementem R. Istotnie,
jesli liczby x, y naleza do sumy takiego laricucha, to kazda z nich nalezy do pewnego sktadnika
sumy, powiedzmy, ze z € S iy € T. Poniewaz jednak 71" i S sa elementami tancucha, mamy
S CTlub T C S, a wiec obie liczby x i y naleza do tego samego skladnika i musza by¢é
niewspotmierne.

7 powyzszego wynika, ze rodzina R spelnia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna, a wiec
ma element maksymalny — zbiér wzorcowy.

Zadanie 4: 7Zbiér Ku jest mocy Vg, jest gesty i nie ma elementu pierwszego ani ostatniego,
a wiec jest izomorficzny ze zbiorem liczb wymiernych Q (uporzadkowanym tak jak zwykle).
Niech f : Ku =1 Q bedzie odpowiednim izomorfizmem. Dla er € Er przez er| oznaczymy
zbiér {ku € KunjL ku < er}. .

Rozpatrzmy przeksztalcenie F' : Er — R, dane wzorem F'(er) = sup f(er]). Przeksztalce-
nie to jest réoznowartosciowe, bo jesli x < y to x < ku; < kue < y dla pewnych kuj, kus € Ku.
Wtedy dla dowolnego d € x| mamy f(d) < f(ku1), skad F'(z) < f(ku1) < f(kug) < F(y).

Analogicznie, jesli G(r) =sup f ({g e Q| ¢g<r}) dlar e R, to G: R =L Er. Dowéd
jest w zasadzie taki sam. A wiec pokazalismy, ze Er < R oraz R < Er. Zatem Er = €.



