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1. Niech IQ = R−Q i niech φ : RR → P(R) − {∅} b ↪edzie taka, że φ(f) = ~f(IQ). Zbadać,
czy funkcja φ jest różnowartościowa i czy jest na P(R) − {∅}.

2. Dla wszystkich k ∈ N określamy funkcje fk : {0, 1}N → {0, 1}N jak niżej:

fk(a)(n) =


a(n) + a(n + 1) − a(n)a(n + 1), dla n = k,
a(n)a(n + 1), dla n = k + 1,
a(n), w przeciwnym razie.

Każd ↪a z takich funkcji nazywamy weso l ↪a transformacj ↪a. Wyznacz moc zbioru G wszyst-
kich tych ci ↪agów należ ↪acych do {0, 1}N, które za pomoc ↪a skończonej liczby weso lych
transformacji można przekszta lcić w jakís element zbioru

B = {a ∈ {0, 1}N | ∃n ∈ N(∀i < n(a(i) = 1) ∧ ∀i ≥ n(a(i) = 0))}.

3. Zbiór A ⊆ R nazwiemy wzorcowym, jeżeli każda liczba rzeczywista jest wspó lmierna1

z pewn ↪a liczb ↪a ze zbioru A, ale żadne dwie liczby ze zbioru A nie s ↪a wspó lmierne. Czy
istniej ↪a zbiory wzorcowe?

4. Niech 〈Er ,≤〉 b ↪edzie zbiorem liniowo uporz ↪adkowanym i niech Ku ⊆ Er b ↪edzie pod-
zbiorem zbioru Er o mocy ℵ0. Za lóżmy, że

• Każdy podzbiór zbioru Er ograniczony z góry ma kres górny.

• Jeśli x, y ∈ Er i x < y to istnieje takie ku ∈ Ku, ze x < ku < y.

• W zbiorze Er nie ma elementu pierwszego ani ostatniego.

Udowodnić, że zbiór 〈Er ,≤〉 jest mocy continuum.

1Liczby rzeczywiste x i y s ↪a wspó lmierne, gdy mx + ny = 0 dla pewnych ca lkowitych m i n.



Rozwi
↪
azania

Zadanie 1: Funkcja φ nie jest różnowartościowa. Jeśli na przyk lad f(x) = x + 1 dla
x ∈ R, to φ(idR) = φ(f) = IQ. Aby wykazać, że φ : RR na−→ P(R), zauważmy, że dla każdego
niepustego zbioru B ⊆ R zachodzi B ≤ C. Istnieje wi ↪ec funkcja fB : IQ na−→ B. Wtedy
φ(f) = B, gdzie

f(x) =
{

fB(x), jeśli x ∈ IQ,
0, w przeciwnym przypadku.

Zadanie 2: Zbiór G jest mocy ℵ0. Oczywíscie B = ℵ0, wi ↪ec G ≥ ℵ0, bo B ⊆ G. Pokażemy,
że G ≤ ℵ0. Niech H b ↪edzie zbiorem tych ci ↪agów z {0, 1}N, w których wyst ↪epuje tylko
skończenie wiele jedynek. Jako przeliczalna suma przeliczalnych zbiorów

Hk = {a ∈ {0, 1}N | ∀n ≥ k. a(n) = 0},
zbiór H sam jest zbiorem przeliczalnym. Ponadto G ⊆ H. Istotnie, każda weso la transfor-
macja zmienia ci ↪ag w co najwyżej dwóch miejscach, aby wi ↪ec w skończonej liczbie kroków
otrzymać element zbioru B, trzeba zacz ↪ać od ci ↪agu, który od pewnego miejsca ma same zera.

Zadanie 3: Zbiór wzorcowy to maksymalny element rodziny R wszystkich zbiorów o ele-
mentach parami niewspó lmiernych, uporz ↪adkowanej przez inkluzj ↪e.  Lańcuch takich zbiorów
jest ograniczony z góry w R przez swoj ↪a sum ↪e — jest ona bowiem elementem R. Istotnie,
jeśli liczby x, y należ ↪a do sumy takiego  lańcucha, to każda z nich należy do pewnego sk ladnika
sumy, powiedzmy, że x ∈ S i y ∈ T . Ponieważ jednak T i S s ↪a elementami  lańcucha, mamy
S ⊆ T lub T ⊆ S, a wi ↪ec obie liczby x i y należ ↪a do tego samego sk ladnika i musz ↪a być
niewspó lmierne.

Z powyższego wynika, że rodzina R spe lnia za lożenia lematu Kuratowskiego-Zorna, a wi ↪ec
ma element maksymalny — zbiór wzorcowy.

Zadanie 4: Zbiór Ku jest mocy ℵ0, jest g ↪esty i nie ma elementu pierwszego ani ostatniego,
a wi ↪ec jest izomorficzny ze zbiorem liczb wymiernych Q (uporz ↪adkowanym tak jak zwykle).
Niech f : Ku 1−1−→

na
Q b ↪edzie odpowiednim izomorfizmem. Dla er ∈ Er przez er↓ oznaczymy

zbiór {ku ∈ Ku | ku < er}.
Rozpatrzmy przekszta lcenie F : Er → R, dane wzorem F (er) = sup ~f(er↓). Przekszta lce-

nie to jest różnowartościowe, bo jeśli x < y to x < ku1 < ku2 < y dla pewnych ku1, ku2 ∈ Ku.
Wtedy dla dowolnego d ∈ x↓ mamy f(d) < f(ku1), sk ↪ad F (x) ≤ f(ku1) < f(ku2) ≤ F (y).

Analogicznie, jeśli G(r) = sup ~f−1({q ∈ Q | q < r}) dla r ∈ R, to G : R 1−1−→ Er . Dowód
jest w zasadzie taki sam. A wi ↪ec pokazalísmy, że Er ≤ R oraz R ≤ Er . Zatem Er = C.
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