Egzamin ze wstepu do teorii mnogosci
IT termin — 9 marca 2006

1. Powiemy, ze zbiér funkcji F' C 2% rozréznia elementy zbioru A C X
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych réznych x,y € A istnieje taka
funkcja f € F, ze f(x) # f(y).

(a) Czy istnieje minimalny (ze wzgledu na inkluzje) zbiér F C 2V
rozrézniajacy elementy zbioru N7

(b) Czy istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbiér F C 28
nie rozrozniajacy elementéw zbioru N7

(c) Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych podzbioréw zbioru 28,
ktére rozrézniaja elementy zbioru N7

(d) Czy dla kazdego F' C 2% istnieje maksymalny (ze wzgledu na
inkluzje) zbiér A C X, ktérego elementy rozréznia zbidr F?

2. Niech Q* = {g € Q| ¢ >0}iniech f: N3 Qig: N5 Q.
Definiujemy funkcje h : Q LN QT, przyjmujac h(f(n)) = g(m), gdzie
m = min{k € N[Vi <n[h(f(i)) # g(k)ALf(i) < f(n) < h(f(i)) < g(k)]]}-
Czy funkcja h jest dobrze okreslona? Czy jest ,na Q*"7?

3. Nie powotujac sie na twierdzenie Cantora, prosze udowodni¢ nastepu-
jacy wariant tego twierdzenia:

Dla Zadnego zbioru A nie istnieje surjekcja z A na 24.



Rozwiazania!

Zadanie la: Niech dla kazdego n € N funkcja f, : N — 2 bedzie funkcja
charakterystyczna zbioru {n}, tzn. niech f,(k) =1, gdy k =n, a f,(k) =0,
gdy k # n. Niech F = {f,|n € Nyn > 0}. Wtedy F rozréznia elementy
zbioru N. Wezmy bowiem dowolne dwie rézne liczby naturalne i oznaczmy
wieksza przez x, a mniejsza przez y (zatem x > 0). Wtedy f.(z) = 1,
za$ f.(y) = 0, a zarazem f, € F. Zbiér F jest takze minimalnym zbiorem
rozrozniajacym N. Wezmy bowiem dowolny jego podzbiér Fj rozrézniajacy N
oraz dowolne naturalne n > 0. Wiemy, ze istnieje takie naturalne z > 0, ze
fz € Fy oraz f,(0) # f.(n). Poniewaz f.(0) = 0, wiec f.(n) = 1, a zatem
xr = n. Dowodzi to, ze dla kazdego naturalnego n > 0 mamy f, € Fj.
A zatem F, = F.

Zadanie 1b: Niech F' = {f : N — 2| f(0) = f(1)}. Zbiér F' nie rozrdéznia
zbioru N, poniewaz dla kazdego f € F zachodzi f(0) = f(1). Niech F’ bedzie
dowolnym nadzbiorem F' nie rozrozniajacym N i niech g bedzie dowolnym
jego elementem. Istnieja rézne liczby naturalne x,y takie, ze dla kazdego
f € F' zachodzi f(x) = f(y), gdyz w przeciwnym razie F’ rozrézniatby N.
Jezeli x > 1, to f, € F oraz f,(x) = 1 jest rézne od f.(y) = 0. Podobnie
jesliy >1. Azatemor =1iy =0lubxz =01y = 1. Skoro g € F’, to
g(x) = g(y), a wiec g(0) = g(1). Zatem g € F. Dowodzi to, ze F' = F.

Zadanie lc: Zbidr F' z czedci la rozréznia elementy zbioru N i jest mocy Ny.
Poniewaz dla dowolnej mocy nieskoriczonej m zachodzi m + Ny = m, wigc
moc zbioru 2V — F' jest réwna continuum. Poniewaz kazdy zbiér postaci
F UG, gdzie G C 2V — F, rozréznia elementy zbioru N, wiec rodzina tych
podzbioréw zbioru 2V, ktére rozrézniaja cale N jest mocy co najmniej 2¢. Ta,
rodzina jest wiec dokladnie mocy 2%, bo jest zawarta w zbiorze P(2V), ktéry
tez jest mocy 2¢.

Zadanie 1d: Rozwazamy uporzadkowany przez inkluzje zbiér Z wszystkich
tych A C X, ktérych elementy rozréznia zbiér F. Zauwazmy, ze nasz zbior
spelia zatozenia lematu Kuratowskiego-Zorna, tj. suma dowolnego tancucha
zbioréw nalezacych do Z sama nalezy tez do Z. (Istotnie, jesli x,y sa ele-
mentami sumy tancucha L to x € A, y € B, dla pewnych A, B € L. Jeden
ze zbiorow A, B zawiera drugi, a zatem oba elementy x,y do niego naleza,
istnieje wiec pozadana funkcja.) Istnienie elementu maksymalnego rodziny Z
wynika wiec z lematu Kuratowskiego-Zorna.

Zadanie 2: Udowodnimy przez indukcje, ze dla dowolnego n € N, okreslone sa
wszystkie wartosci h(f(i)) dla ¢ < n, oraz ze dla i,j < n zachodzi warunek
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f@) < f(5) < h(f(@) < h(f(j)). Wynika stad, ze h(f(i)) jest dobrze
okreslone dla wszystkich : € N. Dla n = 0 teza jest oczywista, zalézmy wiec,
ze n > 0, 1 ze warunek zachodzi dla i, j < n — 1. Ustawmy wartosci f(7) dla
i <n—1wciagrosnacy ag < a3 < -+ < a,_1. Zauwazmy, ze wartosci h(f(7))
tworza wtedy tez ciag rosnacy h(ag) < h(a;) < -+ < h(a,—1). Liczba f(n)
nalezy do jednego z przedzialéw (—oo, ag), (ag, a1), - - -, (@pn_2, @n_1), (@n_1,00),
a wartos$¢ h(f(n)) jest okreslona, bo kazdy z odpowiadajacych im w Q¥
przedziatéw (0,bg), (bo, b1), .-, (bn_2,bn_1), (by_1,00) jest niepusty. A wiec
funkcja jest dobrze okreslona.
Dla dowolnego n, liczby b € Q1 speliajace warunek

Vi < n[f(i) < f(n) < h(f(i)) < b},

nazwiemy liczbami dozwolonymi dla n. Mozna wiec powiedzie¢, ze h(f(n))
to liczba dozwolona dla n, o najmniejszym mozliwym numerze.

Przypusémy, ze nasza funkcja nie jest surjekcja, i niech m bedzie najmniej-
sza taka liczba, Ze g(m) nie jest wartoscia funkcji h. Ustawmy w ciag rosnacy
bp < by < -+ < by liczby g(i) dla i < m. Wtedy h(a;) = b;, dla pewnych
liczb ap < a3 < -+ < ap—1. Niech a; = f(n;) dla i < m. Liczba g(m)
nalezy do jednego z przedzialéw (0, o), (bo, b1), - -, (by—2,bm—1), (by—1,00),
powiedzmy do przedziatu (b;,b;41). (Pozostale przypadki sa analogiczne.)
Wybierzmy najmniejsza taka liczbe k, ze f(k) nalezy do przedziatu (a;, a;y1).
Wartos¢ h(f(k)) nalezy do przedziatu (b;, b;+1), a skoro jest rézna od g(m)
i wszystkich b(i), wiec musi by¢ postaci g(n) dla pewnego n > m.

Mamy teraz dwie mozliwosci. Jesli k jest wigksze od obu liczb n;, n;11, to
liczby dozwolone dla k tworza doktadnie przedziat (b;, b;11), a wiec nieréwnosé
n > m jest sprzeczna z definicja funkcji h. Jesli za$ k jest mniejsze od
jednej z nich, na przyktad od n;, to wartosé¢ b; = g(l) jest dozwolona dla k,
a tymczasem [ < m < n. To tez jest sprzeczne z definicja funkcji h.

Zadanie 2: Niech F': A =% 24 i niech

| 1, jesli F(a)(a)
ﬂ@—{o,%hn@@

0;
1

Skoro F' jest surjekcja wiec f = F'(b) dla pewnego b i mamy sprzecznosc:

F(b) =1 f(b) =0.



