Wyktadowcy /koordynatorzy

Podstawy matematyki dla informatykéw
» Jacek Chrzaszcz,
chrzaszcz@mimuw.edu.pl,
Semestr zimowy 2024/25
» Pawet Urzyczyn,
urzy@mimuw.edu.pl.

Ogodlnodostepna strona przedmiotu Konsu/tacje
http://www.mimuw.edu.pl/ urzy/Pmat

Wszyscy prowadzacy zajecia odbywaja w ustalonych godzinach
> Skrypt: pomat .pdf konsultacje dla studentéw.

> Zadania: zadania24.pdf

] Konsultacje P. Urzyczyna: poniedziatki, zdalnie:
» Obrazki: slajdy240.pdf

https://us02web.zoom.us/j/84593508534

Moodle od 19:00 do ostatniego klienta.

https://moodle.mimuw.edu.pl/course/view.php?id=2223

Konsultacje J. Chrzaszcza: TBA
> Jak wyzej.

» Zagadki itp. ...
» Forum ogdlne i dla poszczegdlnych grup, czat, ...

Uwaga: te terminy moga ulega¢ zmianom.

Zaliczenie przedmiotu Ocena koncowa

Ocena koricowa z przedmiotu zostanie ustalona

Aby zaliczy¢ przedmiot nalezy (w pierwszym terminie) na podstawie maksimum
zaliczy¢ éwiczenia i zdaé egzamin. z dwéch wielkosci:
1. O zaliczeniu ¢wiczen decyduje prowadzacy ¢wiczenia. 1. Wynik egzaminu
2. Aby zaliczy¢ éwiczenia nalezy koniecznie zaliczy¢: 2. Srednia wazona wyniku klaséwki (30% )
> prace domowe; i egzaminu (70%)
> klaséwke;

Punkty z ewentualnej klaséwki poprawkowej nie licza sie

> )
inne zagadki. do wyniku koncowego.

3. W razie watpliwosci patrz punkt 1. . . )
W drugim terminie ocena koncowa bedzie ustalana
na podstawie samego egzaminu.

Klaséwka Egzamin zerowy

Do egzaminu zerowego (przed sesja zimowa) moga
przystapi¢ osoby, ktore:

Klaséwka bedzie w czwartek 12 grudnia > uzyskaty z kolokwium co najmniej 90% punktéw,

(zamiast wyktadu) » maja zaliczone prace domowe,

> zglosza gotowos¢ do egzaminu najpézniej 7 stycznia.

Tryb egzaminu (ustny/pisemny) zaleznie od liczby chetnych.


http://www.mimuw.edu.pl/~urzy/Pmat
http://www.mimuw.edu.pl/~urzy/Pmat/pomat.pdf
http://www.mimuw.edu.pl/~urzy/Pmat/zadania24.pdf
http://www.mimuw.edu.pl/~urzy/Pmat/slajdy240.pdf
https://moodle.mimuw.edu.pl/course/view.php?id=2223
https://us02web.zoom.us/j/84593508534?pwd=b1d6QXg0cHhCS3R1eXZkV3FlOTg0dz09

Rézne ksiazki dla dociekliwych

» Stewart, Tall,

» Kuratowski,

» Kuratowski, Mostowski,

» Btfaszczyk, Turek,

» Guzicki, Zakrzewski, IAN STEWART
) DAVID TALL

> Rasiowa. PODSTAWY

» Zbiory zadan: MATEMATYKI

» Marek, Onyszkiewicz,
» Guazicki, Zakrzewski,
» tawrow, Maksimowa.

Co to s3 ,podstawy matematyki'?

Dwa znaczenia:
» podstawowe wiadomosci o matematyce;

» metamatematyka - dziat matematyki zajmujacy sie
Jjezykiem i struktura samej matematyki:

— logika, teoria zbioréw, teoria obliczen, ...
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Teoria zbioréw
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Ktopoty ze zbiorami (Antynomia Russella)

{x | W(x)} oznacza zbiér wszystkich x o wtasnosci W(x)
R = {x | x jest zbiorem i x & x}

Jesli ReE R, toRZR... alejesli RZ R, to R € R!
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Books in English

» lan Stewart, David Tall, The Foundations of Mathematics,
» David Makinson, Sets, Logic and Maths for Computing

» Kees Doets and Jan van Eijck, The Haskell Road
to Logic, Maths and Programming

» Glynn Winskel, Set Theory for Computer Science

Juliusz Stowacki wielkim poeta byt

Chodzi mi o to, aby jezyk gietki
Powiedziat wszystko, co pomysli gtowa

Aby przeleciat wszystko ducha skrzydfem.
Strofa by¢ winna taktem, nie wedzidfem.

(Beniowski, Piesn piagta)

Georg Cantor:

Zbiorem nazywamy zgromadzenie w jedng catos¢
wyraznie wyréznionych przedmiotéw
naszej intuicji lub naszej mysli.

{x | W(x)} oznacza zbiér wszystkich x o whasnosci W/(x).

y €A  oznacza, ze y jest elementem zbioru A.
ye{x| W)} < W)

Zbiér {x | W(x)} to ,zmaterializowane" kryterium W(x).

Typy

Zbiér {x | W(x)} to ,zmaterializowane” kryterium W(x).
Ale nie kazde kryterium W/(x) ma sens dla dowolnego x.

Wartosci zmiennej x naleza zawsze do pewnej dziedziny D.
Takie dziedziny nazywamy typami.

Zbiory tworzymy wybierajac elementy ustalonego typu:

D[ WX}



Definiowanie zbioréw: wycinanie Definiowanie zbiorow: wyliczanie

> {x:D | W(x)}, gdy elementy sa typu D.

» {1,3,5,7} to zbiér o elementach 1,3,5,7.
ye{x:D|W(kx)} < y:DA W(y). {1,357}

» Podobnie {2}, {x,y}, {{0,1},{0,2},{1,6}}, itp.
> {x e A| W(x)}, gdy chodzi o podzbicr zbioru A.
> Takiej notacji uzywamy ostroznie:

ye{xeA|WXx)} & yeAA W(y). > {xi,.xn ki
> {Xl,Xz,X3..4.}4

» Mozna napisa¢ {x | W(x)} gdy typ jest oczywisty.
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Definiowanie zbioréw: zastepowanie Rownosc¢ zbiorow (zasada jednoznacznosci)

Jesli dla kazdego x € X okreslone jest jakies a, € Y, to zbior

{beY|x(xeXnb=a)} Zbiory A'i B s3 réwne (jest to jeden i ten sam zbiér)
zapisujemy prosciej tak: wtedy i tylko wtedy, gdy maja doktadnie te same elementy.

{ax | x € X}.
A=B & Vz(z€ A< z € B)

Na przykfad, zbiér {2x? | x € (—1,2)} to przedziat [0, 8).

A zatem {a, b}, {b,a}, {b,a, b} i{a, b, b,a} to to samo.
Uwaga: Z tego, ze 2y € {2x* | x € (—1,2)}

nie wynika, ze y € (—1,2).
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Zbior pust Zawieranie (inkluzja):
pusty

Méwimy, ze zbiér jest pusty, gdy nie ma zadnego elementu.

Fakt
Kazdy typ D ma doktadnie jeden pusty podzbicr.

Dowdd: Gdyby byty dwa, to miatyby te same elementy.  [J Notacja:

AL B oznacza, ze —A C B. Inaczej:
Zbiér pusty oznaczamy symbolem &
AZB & Jz(ze ANz ¢ B).

AC B oznacza,ze AC B,ale A# B
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Zbior potegowy: Dziatania na zbiorach

Elementami zbioru P(A) sa wszystkie podzbiory zbioru A Niech A. B C D. Wowczas:

X € P(A) & XCA > Sumg zbioréw A i B nazywamy zbior
- AUB={x:D|xecAVxeB}
» lloczyn lub przeciecie zbioréw A i B to zbiér

Zbiory obiektéw typu D s3 typu P(D). ANB={x:D|xe€AAx¢€ B}.
» Réznicg zbioréw A i B nazywamy zbiér
P(A) = {X:P(D) | X C A} : P(P(D)) A-B={x:D|xeAAx¢B}.

» Dopetnienie zbioru A (do typu D) to zbiér
—A={x:D|x ¢&A}
Przyktad: P({0,1}) = {@,{0}.{1},{0,1}} (czyli réznica D — A).
P(o) = {2}, P({2})={2.{a}}.
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Ztote mysli

x€AUB & x€eAV xeB

xe€eANB & xeAANXxeB

xeA—-B & xeEANXx¢EB
xe€—-A & x&€A

Dziatania uogdlnione

Suma uogdlniona rodziny zbioréw R:
UR={x|3A(AeRAX

Uwaga: [J{A. B} = AUB.

€A}

Uogdlniony iloczyn niepustej rodziny R:
AR ={x|VA(Ae R = x € A)}.

Na przyktad jesli R = {{0,2},{2,1},{2}},

to UR = {0,1,2} oraz R = {2}.

Cwiczenie (prawo De Morgana)

» Dla dowolnych A, B zachodzi réwnosc:

—(AUB)=-An-—

B.

Dowdd: Bo dla dowolnego x mamy réwnowaznos¢:
x¢AUB “ x¢A AN x¢B,

czyli

Vx(x € —=(AUB) < xe€ —AN—B).

» Dla dowolnych A i B zachodzi réwnos¢:

—(ANB)=-AU-—

Nie zawsze jest tak fatwo

Jak udowodni¢, ze A C B?

Najpierw trzeba zapytaé: co to znacz

B.

y?

Odpowiedz: A C B znaczy, ze Vx(x € A— x € B).
,Dla kazdego x, jesli x € A, to x € B."

Nalezy wiec pokaza¢, ze kazdy x € A nalezy do B.

Doktadniej: nalezy zatozyé, ze x € A i udowodni¢, ze x € B,
gdzie x jest dowolne (tj. nic wiecej o nim nie wiadomo).

,Rozpatrzmy dowolne x € A. Wtedy

Zatem x € B."
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Ztote mysli

xe€AUB
x¢ZAUB
xeANB

xZANB

Ztote mysli:

Nie zawsze jest tak tatwo

xeAV xeB
xX¢€ANXx¢EB
xeANxeB

xX¢€AV x¢B
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JA(Ae RAx € A).

VA(AER — x € A).
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Réwnos¢é A = B nie zawsze jest taka oczywista.

Czesto trzeba osobno dowodzi¢, ze A C B

Cwiczenie:

i osobno, ze B C A.
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Udowodni¢, ze jesli AUB C C,to A—BC C—B.

Zatézmy, ze AUB C C.

(Cel 1: A~BC C—B)

Rozpatrzmy dowolne x € A — B. (Cel 2: xe C—B)
Poniewaz x € A — B, wigc x € A oraz x ¢ B.

Skoro x € A, to x € AU B.

A wiec z zatozenia wynika x € C.
Ponadto x ¢ B, wiec x € C — B. (Cel 2 osiagniety)
Zatem Vx(x e A—- B — x e C - B),

czyli A-BC C—B.

(Cel 1 osiagnigty)

Zatem jesli AUBC C,to A-BC C—B.
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Cwiczenie:
Udowodhni¢, ze jesli AUBC C,to A— B C C—B.

Zatézmy, ze AUB C C. (Cel1: A-BC C—B)

Rozpatrzmy dowolne x € A — B. (Cel 2: xe C—B)
Poniewaz x € A — B, wigc x € A oraz x ¢ B.

Skoro x € A, to x € AU B.

A wiec z zatozenia wynika x € C.

Ponadto x ¢ B, wiec x € C — B. (Cel 2 osiagniety)
Zatem Vx(x e A— B — x e C - B),
czyi A-BC C—B. (Cel 1 osiagniety)

Zatem jesi AUBC C,to A—BC C—B.
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JesiA—B=atoACB

(Cel 1: AC B)
(Cel 2: xe B)
(Cel 3: sprzecznosc)

Zatézmy, ze A— B = @.
Rozpatrzmy dowolne x € A.
Zatézmy, ze x ¢ B.

Skoro x e Aix ¢ B, toxe A—B.
Ale A— B = &, wiec x € &, sprzecznos¢. (Cel 3 osiagniety)
Zatem x € B. (Cel 2 osiagnigty)
Zatem Vx(x € A— x € B), czyli AC B. (Cel 1 osiagnigty)

Zatem jesli A— B=2 to AC B.

To samo, krécej:
Niech A— B = & oraz x € A. Gdyby x ¢ B,
to x € A— B = &, sprzecznos¢. Zatem x € B.
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Przyktad: Jesi A—BC C,to AC BUC.

(Cel 1: ACBUC)

Zatézmy, ze A— B C C.
(Cel 22 xe BUC)

Rozpatrzmy dowolne x € A.

Wiadomo, ze x € B lub x & B.
Przypusémy, ze x € B. (Cel 3: xe BUC)
Wtedy x € BU C. (Cel 3 osiagniety)

Przypusémy, ze x ¢ B. (Cel 4: xe BUC)
Poniewaz x € Ai x ¢ B, wiec x € A— B.
Poniewaz x € A— Boraz A— B C C, wigc x € C.

Wtedy x € BU C. (Cel 4 osiagniety)
W kazdym przypadku x € BU C. (Cel 2 osiagnigty)
Zatem Vx(x e A— x € BUC). (Cel 1 osiagnigty)

Zatem jesli A—BC C,to AC BUC.
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Liczby naturalne
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Cwiczenie: Udowodnic¢, ze jesli A— B = @, to AC B.

(Cel 1: AC B)
(Cel 2: x € B)
(Cel 3: sprzecznos¢)

Zatézmy, ze A— B = o.
Rozpatrzmy dowolne x € A.

Zatézmy, ze x ¢ B.
Skoro x e Aix ¢ B, toxe A— B.

Zatem x € B.
Zatem Vx(x € A— x € B), czyli AC B. (Cel 1 osiagnigty)

Zatem jesli A— B =2 to AC B.

,Jesli zatozenie —p prowadzi do sprzecznosci, to zachodzi p'
(Bo musi by¢ albo p albo —p.)

Ale A— B = @, wiec x € &, sprzecznos¢. (Cel 3 osiagniety)

(Cel 2 osiagniety)
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Whioskowanie przez zaprzeczenie

Twierdzenie: Jesli A— B =@, to AC B.

Dowéd: Niech A— B = & oraz x € A. Gdyby x ¢ B,
to x € A— B = &, sprzecznos¢. Zatem x € B.

Dowéd powyzej uzywa metody wnioskowania przez
zaprzeczenie, ktéra mozna wyrazi¢ za pomoca schematu:

(~p—1L)—p.

,
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Whioskowanie przez przypadki
Twierdzenie: Jesi A— B C CtoAC BUC.

Dowéd (zwiezty):

Niech x € A. Jesli x € B, to oczywiscie x € BU C.
W przeciwnym razie x ¢ A— B C C, wiec x € C,
czyli takze x € BU C.

Ten dowdd uzywa metody wnioskowania przez przypadki,

ktéra mozna wyrazi¢ za pomoca schematu:
(pva)r(p—=r)A(@—r)—r

Najczesciej stosujemy go tak:

(p=>r)A(=p—r)—r.
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Liczby naturalne (Giuseppe Peano, 1889, 1891)

1. Zero jest liczba naturalna.
2. Kazda liczba naturalna n ma nastepnik s(n),
ktéry jest liczbg naturalna.
3. Liczby o tych samych nastepnikach sa réwne.
4. Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalnej.
5. Jesli zero ma pewna wtasnos¢ W, oraz
» 7z tego ze jaka$ liczba naturalna ma wtasnosé¢ W
wynika, ze jej nastepnik tez ma wiasnosé W,
to kazda liczba naturalna ma wtasnos¢ W.
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Zbior (typ) N liczb naturalnych

» Elementy typu N:

1. 0:N.
2. Jesli n: N, to takze s(n) : N.

(Innych elementéw nie ma.)
» Oznaczenia:
> 5(0) =1, s(1) =2, itd.
> Whasnosci:

3. Jesli s(n) = s(m), to n = m.

4. Zawsze s(n) # 0.

5. Jesli W(0) oraz Vm:N(W(n) — W(s(n))),
to Vn:N. W(n).

Przyktad dowodu przez indukcje

Twierdzenie: Vn:N.s(n) # n.

Dowdd: Stosujemy schemat indukcji do warunku
W(n): s(n)#n.
Trzeba sprawdzi¢, ze W(0) oraz Vn:N(W(n) — W(s(n))).

(1) Krok bazowy s(0) # 0 wynika z aksjomatu Vm. s(m) # 0.

(2) Krok indukeyjny: Vn:N(s(n) # n — s(s(n)) # s(n)).

Rozpatrzmy dowolne n € N i zatézmy, ze s(n) # n.

Gdyby s(s(n)) = s(n), to z wtasnosci nastepnika

wynika s(n) = n, a to nieprawda (z zatozenia indukcyjnego).
Zatem s(s(n)) # s(n).

Definiowanie przez indukcje: przyktad

Dla dowolnego n € N okreslamy
odcinek poczatkowy Ti wyznaczony przez n:

0=2 s(n)=nau{n}.

Co jest suma wszystkich takich odcinkow?
Cos takiego: OUTU?2...7
Lepiej tak to napisac: | J,. A Albo tak: (J{7 | n € N}.

Teraz wida¢ po co nam potrzebne sumy uogélnione.

Dziatania nieskonczone
Suma uogdlniona rodziny R:
UR={x|JA(AeRAx €A}

Uogdlniony iloczyn niepustej rodziny R:
AR ={x|VA(Ae R = x € A)}.
Na przykfad jesli A, = {(x,y) | x> + y? < t?}, to:
U{Ac | teR} = R? = UtER A
(A |t € R} = {{0,00} = MNeep A

Dlaczego?
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Whioskowanie przez indukcje

Teza: Vn:N. W(n)

Nalezy udowodnié¢, ze:

1. zachodzi W(0);
2. Vn:N(W(n) — W(s(n))).

Whioskowanie przez indukcje:
Cel: ¥n:N W (n)

42

Zatem W(0). (Krok bazowy wykonany)

Niech n € N (Cel 1: W(n) — W(s(n)))

Zatézmy, ze W(n).

Z;tem W(s(n)).

(Cel 2: W(s(n))

(Cel 2 osiggnigty)

Zatem W(n) — W(s(n)).

(Cel 1 osiggniety,

Zatem VYn:N (W(n) — W(s(n))). (Krok indukcyjny wykonany)

Zatem Vn:N W(n)

Dziatania nieskoriczone

Suma uogdlniona rodziny R:

UR={x|A(Ac R Ax € A)}.

Uogdlniony iloczyn niepustej rodziny R:
AR ={x|VA(Ae R = x € A)}.

Na przyktad jesli 0 = @ oraz  s(n
U neN} =,y =N
({7 | neN} =N,y =2.

Dlaczego?

=

tatwe ¢wiczenia

> Jesi Ac R, to MR CAC UR.
> Jesli R £ 2, to R C UR.
> Jesli R =9, to JR = @.

> Jesli g e R, to (R =0.

="nU{n}, to:
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Dygresja: fatszywi przyjaciele

» Stwierdzenie ,dla pewnego A € R zachodzi x € A"
zapisujemy tak:

JAeR.x €A albo tak: JA(A€ RAx € A).

» Stwierdzenie ,dla kazdego A € R zachodzi x € A”
zapisujemy tak:

VAeR.xc A,  albotak: VA(AcR — xcA).
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Jak uzywamy zatozenia egzystencjalnego?

... istnieje element o zbioru P(A) o wtasnosci a € o.
Ustalmy wiec takie o € P(A), ze a € av.
Wtedy a € a CA,...

Sens: symbol o oznacza jakis domniemany obiekt, o ktérym
nic nie wiadomo, oprécz tego, ze & € P(A) oraz a € a.
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Czesty btad: |, nie to samo x”

Nie udowodnimy, ze jesli A # @i B # &, to AN B # &.

Skoro A # &, to istnieje takie x, ze x € A.
Skoro B # @, to istnieje takie y, ze y € B.

Teraz wida¢, ze mozliwe jest x # y.
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Relacje

Dowolny podzbiér r iloczynu kartezjanskiego A x B nazywamy
relacja z A do B. Jesli A = B, to relacja jest w zbiorze A.

Jesli (x,y) € r, to czesto piszemy xry.

55

Cwiczenie: Udowodni¢, ze | JP(A) = A, dla dowolnego A.

Rozwiazanie: Najpierw udowodnimy, ze [ JP(A) C A,
potem, ze A C [JP(A).

(C) Przypusémy, ze a € |JP(A). To znaczy, ze istnieje
element « zbioru P(A) o wiasnosci a € a.

Ustalmy wiec takie a € P(A), ze a € a

Wtedy a € o C A, skad a € A.

(2) Niech a € A. Wtedy a € {a} oraz {a} € P(A).
Wskazalismy wiec element « zbioru P(A) o wtasnosci a € .

Zatem a € [ JP(A).
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Czesty btad: |, nie to samo x”

,Udowodnimy", ze jesli A+ @i B # &, to ANB # @.

Skoro A # &, to istnieje takie x, ze x € A.
Skoro B # @, to istnieje takie x, ze x € B.
Notox € Aix e B, wiecx e ANB7!

Na czym polega bfad?

Nazwa x jest zwigzana dwa razy.

Jak unikna¢ btedu? Uzywaé¢ réznych zmiennych.
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Para uporzadkowana

(a,b) = (d, e) & a=d oraz b=e.
Jesli d : D oraz e : £ to para (d, e) jest typu D x &.
lloczyn kartezjanski (produkt)

Jesi ACDiIBCE, to

AxB={(a,b):DxE|acANbe B}.
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Cwiczenie

Udowodni¢, ze jesli Ax B C C x D, orazB # &, to AC C.

Rozwigzanie: Mamy udowodni¢, ze A C C.

Niech a € A. Poniewaz B # &, wiec

zbiér B ma jakis element. Nazwijmy go b.

Wtedy (a,b) € Ax BC C x D, skad (a,b) € C x D.
A zatema € C.

Uwaga: jesli B = &, to A x B = & dla kazdego A.

Wtedy np. {1,2} x @ = @ C {3,4} x {5}, chociaz
{1,2}  {3,4}.
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Suma roztaczna (koprodukt, suma prosta)

AdB={(d); |de At U{(e), | ec B}
Element sumy roztacznej A @ B jest

» albo postaci (a);, gdzie a € A (lewa kopia elementu a),
» albo postaci (b),, gdzie b € B (prawa kopia elementu b).

Lewe i prawe kopie sa zawsze rézne:
(x)i = (y); wtedy itylko wtedy, gdy x =y oraz /= j.

Konwencja: Czesto przyjmujemy, ze A,B C A& B.
To wygodne, ale niebezpieczne!

Funkcje

Definiowanie funkcji

Definicja implicite:
h(n)=em:N.(3-m<n)A(n<3-(m+1))
Napis 2x. W(x) czytamy: , jedyne x o whasnosci W(x)"

Definicja indukcyjna: f(0)=0, f(s(n))=s(s(f(n))).

Cwiczenie: Co to za funkcja? A jak to udowodni¢?
Przez indukcje!

Funkcje

Przeciwdziedzina funkgji f : A — B to zbiér B.
Przy tej definicji przeciwdziedzina zalezy od kontekstu.
Bojeslif:A— BiBCC,totakze f : A— C.
Zbior wartosci funkeji f : A — B to zbiér
Rg(f) ={y € B| 3xeA.f(x) =y} = {f(x) | x € A}

Jesli f: A— B, to Dom(f) = A oraz Rg(f) C B.
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Przyktad

Zwykta suma {0,1} U {0} ma dwa elementy:

{0,1}u {0} ={0,1}

Suma prosta {0,1} & {0} ma trzy elementy:

{0,1} & {0} = {(0)1. (1)1, (0)2}

Definiowanie funkcji

Definicja wprost:

f(x)=x+y AX.x+y

Definicja warunkowa:

(n) = n/2, jesli n jest parzyste;
M= 3n+ 1, w przeciwnym przypadku.

g(n) = if (n jest parzyste) then n/2 else 3n+ 1.

Funkcje catkowite i czesciowe

Napis f : A— B oznacza, ze f jest funkcja z A do B.
(Kazdemu a € A przypisane jest doktadnie jedno f(a) € B.)

Napis B* oznacza zbiér wszystkich funkcji z A do B.
To samo oznacza napis A — B.

f:A—o» B oznacza, ze f jest funkcja czesciowa z A do B.
(Niektérym a € A przypisane s3 f(a) € B.)

Dziedzina funkgji:
Dom(f) = {x | f(x) jest okreslone}.
(Jesli f: A— B, to Dom(f) = A.)

Rownosé funkcji

Dlaf,g:A— B,

f =g wtedyitylko wtedy, gdy Vx:A.f(x) = g(x);
f#g wtedyitylko wtedy, gdy 3Ix:A.f(x) # g(x).

Wykres funkcji:
W(F) ={(xy) | f(x) =y}

Funkcje o tym samym wykresie s3 réwne.
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Cwiczenie

f=g wtedyitylko wtedy, gdy Vx:A.f(x) = g(x);

lle jest réznych funkcji:

» ze zbioru pustego do pustego?
ze zbioru pustego do niepustego?

1
1
ze zbioru niepustego do pustego? 0
ze zbioru jednoelementowego do jednoelementowego? 1

2

ze zbioru jednoelementowego do dwuelementowego?

vvyvyyvyy

ze zbioru dwuelementowego do piecioelementowego? 25
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f:A—B

» Funkcja réznowartosciowa (injekcja), ozn. f : A 5B

x,y €A(x #y = f(x) #f(y))
Vx,y €A(F(x) = f(y) = x =)

» Funkcja na B (surjekcja), ozn. f : A "% B
VyeB3axeA(f(x) =y)
Inaczej: B = Rg(f)

> Funkcja réznowartosciowa i na, to bijekgja (f : A = B).
Jesli istnieje bijekcja £ : A 23 B, to piszemy A ~ B
na

i méwimy, ze zbiory A i B s réwnoliczne.
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Cwiczenie
Niech f : P(N) x P(N) — P(N) bedzie taka, ze
f((C,D)) = Cn D, dla dowolnych C,D C N.

Czy funkgcja f jest réznowartosciowa?
Odpowiedz: Nie, bo na przykfad

({0} {1}) = & = F(({2}, {1})).
Czy funkcja f jest na P(N)?

Odpowiedz: Tak, bo dla dowolnego A € P(N) mamy
A=1f((AA)).
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Jesli A4 @i f: AXS B, toistnieje g : B " A.
B
A f Re(f)

71

Whasnosci funkgji

66

Przyktady
Funkcja identycznosciowa ids : A — A jest bijekcja.
Funkcja nastepnika s : N — N jest réznowartosciowa.

Niech 71 : AXx B — Aim: Ax B — B beda okreslone tak:
m({(a, b)) = a, m((a, b)) = b.
Dla A, B # &, te funkcje (rzutowania) sa surjekcjami.

Niech iny : A— A® Biiny : B— A® B beda okreslone tak:
ini(a) = (a)1,  iny(b) = (b)2

Te funkcje (wlozenia) sa réznowartosciowe.
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Takie proste twierdzenie. . .

... ktére wcale nie jest takie oczywiste.

Twierdzenie
Jesli A i B sa niepustymi zbiorami,
to nastepujace warunki s3 rownowazne:
» Istnieje injekcja z A do B;
» Istnieje surjekcja z B na A.
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Jesli A4 @i f: AL Btoistnieje g : B - A
Jest jakies a € A. B

A f Rg(f)
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Jesli A£ @i f: A Btoistnieje g : B A.
Jest jakies o € A. B

A £ Re(f)

[}
v

g(b) = if b = f(a) then a else a

Jesli g - B 25 Ato istnieje £ : A 3 B.

A

B
_—
.
—~——

f(a) = ,.jakiekolwiek b takie, ze g(b) = a"

Obciecie

Obciecie funkgji f : A — B do podzbioru C C A,
to taka funkcja f[c: C — B, ze | (a) = f(a) dlaa e C.

Wtedy Dom(f[.) = C.

f~1: Rg(f) =3 Dom(f)

Whiosek:

Jesli f: A5 B, to F1: Rg(f) 23 A

(bo wtedy Dom(f) = A)

Jesli f jest bijekcja z A do B, to f~* jest bijekcja z B do A.
(bo wtedy Rg(f) = B).

Whiosek: Jesli A~ B, to B ~ A.
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Jesli g : B 25 A to istnieje f : A =5 B.

B
A
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Operacje na funkcjach
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Funkcja odwrotna

Funkcja odwrotna do f : A L;i B to funkcja f1: B —o= A
fHy) =wx €A f(x)=y.
Jest okreslona tylko dla funkcji réznowartosciowej. Wtedy:
Fly)=x & f)—y.
Wartosé f1(y) jest okreslona dla y € Rg(f).
Funkcja f~! przyjmuje wszystkie wartosci w zbiorze Dom(f):
f~1: Rg(f) % Dom(f).

Funkcja odwrotna jest réznowartosciowa,
bo jesli F1(y) = f1(z) =x,toy = f(x) = z.

Ostatecznie:

£1: Rg(f) =5 Dom(f).
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Ztozenie funkgji

Niech f : A — B oraz g : B — C. Ztozeniem funkcji f i g
nazywamy funkcje g o f : A — C okre$long réwnaniem

(g0 F)(x) = g(f(x))-

Przyktad: (Ax.x 4+ 1) o (Ax.2x) = Ax.2x + 1.
(Ax.2x) o (Ax. x +1) = Ax. 2(x + 1).
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WHtasnosci operacji sktadania WHtasnosci operacji sktadania

Niech f: A— Boraz g : B— C. Ztozeniem funkcji f i g
nazywamy funkcje g o f : A — C okreslona réwnaniem Niech f : A— B oraz g : B — C. Ztozeniem funkcji f i g
nazywamy funkcje g o f : A — C okre$lona réwnaniem
(g0 F)(x) = g(f(x))-

(g0 F)(x) = g(f(x))-

Fakt
1) Jeslif:A—B,g:B—Cih:C— D, to
ho(gof)=(hog)of. Fakt

1) Jeslif: A3 Borazg: B 5 Ctogof: A5 C.

2) Jeslif: A5 B, toflof =idg oraz fof!=idg.
N 2) Jeslif : A" Borazg:B "5 Ctogof: A% C.

3) Jeslif:A— B, tofoida=Ff=idgof.
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Obraz podzbioru C C A przy przeksztatceniu f : A — B Obraz
A B
— f £(C) Niech f: A o= B. Ob.r’az zbioru C C A przy
C \ przeksztatceniu f to zbior
\> f(C)={b € B|3acDom(f)(ac CAf(a)=hb)}.
W skrécie:
— F(C) = {f(a) | a € C}.

Inne oznaczenia obrazu: £(C), f[C].
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Przeciwobraz D C B przy przeksztatceniu f : A — B Przeciwobraz
A B
F10) [T
= Przeciwobraz zbioru D C B przy f : A —o— B to zbiér:
L F~1(D) = {a € Dom(f) | f(a) € D} C A.

Dla funkgji catkowitej to po prostu:
f-Y(D)={ac A|f(a) € D}.

fYD)={ac Al f(a)e D}
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Przeciwobraz Cwiczenie

Niech f : P(N) x P(N) — P(N) bedzie taka, ze
f((C,D)) = CnD, dla dowolnych C,D C N.

Przeciwobraz zbioru D C B przy f : A —o— B to zbiér: Znalez¢ przeciwobraz zbioru {N} przy f, czyli f*({N}).
f~}(D) = {a € Dom(f) | f(a) € D} C A. Czy to pytanie ma sens? Czy {N} C P(N) ?
Dla funkgji catkowitej to po prostu: Tak, bo N € P(N), wiec {N} C P(N).
fiD)={a€ Al f(a) € D} Rozwiazanie: f-({N}) = {(C,D) | f((C, D)) € {N}}
—{(C,D)| CND =N}
={{N,N)}
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Cwiczenie

Niech £ : P(N) x P(N) — P(N) bedzie taka, ze
f((C,D)) = Cn D, dla dowolnych C.D C N.

Pr - zbiér wszystkich liczb parzystych.
Znalez¢ obraz f(P(Pr) x P(Pr)).
Rozwiazanie: Niech L = f(P(Pr) x P(Pr)).
L={f((C,D)) | (C,D) € P(Pr) x P(Pr)}
={CND|CCPrADCPr}
=P(%Pr)
Istotnie:
Jesli C,D C Pr, to CN D C Pr, zatem L C P(Pr).
Jesli E C Pr, to E = EN E, zatem P(Pr) C L.
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No zaraz, ale co to w ogdle jest dodawanie?

Czy dodawanie mozna zdefiniowa¢
z pomoca samej operacji nastepnika?

Mozna.
Jak?
Przez indukcje!
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Dwa razy dwa

o

O+n = n
s(m)+n = s(m+n) s(m) -

=
3> 3

= m-n+n

2:2=1-242=(0-2+2)+2=
(04+2)+2=2+2=5(1+2) =
s(s(0 +2)) = s(s(2)) = s(s(s(s(0)))) = 4.
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Dowodzenie przez indukcje
0+n=n  s(m)+n=s(m+n)

Fakt
Dodawanie jest faczne: dla dowolnych liczb m, k,| € N
zachodzi réwnos¢ m+ (k + 1) = (m+ k) + 1.

Dowdd:  Indukcja ze wzgledu na m.
Udowodnimy, ze kazda liczba m : N ma wiasnos¢
Vk, I:N.m+ (k+1)=(m+k)+ 1.

Po pierwsze, 0+ (k+ /) = (k+ 1) = (0 + k) + I

Po drugie z warunku m + (k + /) = (m+ k) + | wynika
s(m)+(k+1)=s(m+(k+1)=s((m+k)+1) =
s(m+k)+1=(s(m)+k)+1 idobrze. O
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Funkcje wieloargumentowe

Funkcje o dwoch i wiecej argumentach traktujemy jak zwykte
funkcje okreslone na iloczynie kartezjanskim.

Jesli £ : Ax B — C, to zamiast f((x,y)) piszemy f(x,y).
Na przyktad dodawanie liczb naturalnych to funkcja typu
NxN—=N
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Definiowanie funkcji przez indukcje

Dodawanie (funkcja typu N x N — N):

0+n = n
s(m)+n = s(m+ n).

Mnozenie:
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Schemat definiowania przez indukcje

Definicja funkgji f : N x Dy x -+ x Dy — E przez indukcje
ze wzgledu na pierwszy argument:

f(O,dl,...,dk) = g(dl,...,dk);
f(s(m),dr,....d) = h(m,di,...,d,f(m, dy,..., dk)).

Na przyktad dodawanie (k =1, D; =N, E = N):

0+n = n
s(m)+n = s(m+n).

Tutaj g(n) = n oraz h(m, n, k) = s(k).

Uzywajac tego schematu definiujemy mnozenie, potegowanie. . .
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Dowodzenie przez indukcje

W podobny sposéb dowodzimy wielu innych wtasnosci liczb
naturalnych. Na przyktad

» ze dodawanie jest przemienne;
> ze mnozenie jest taczne i przemienne, itp.
Z przemiennosci dodawania wynika m.in., ze
s(n) =s(0+ n) =s(0)+ n=n—+s(0).
A wiec s(n) = n+ 1.
Podobnie, n=0+n=n+0. Awiecn+0=n.
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Przyktad

Definiujemy ciag zbiorow {A,} e
Ao ={0.2}, Apr1 = {x+y | x.y € A}.
To tez szczeg6lny przypadek schematu
f(0,dh,....dx) = g(di,...,dk);
f(s(m), dl, ey dk) = h(m, dl, ey dk, f(m, dl, ceey dk))
(k=0, f:N=P(N), h(mX)={x+y|x,yeX})
Cwiczenie:

Unpen An = Parzyste.
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Whasnosci nieréwnosci
Trzy fatwe ¢wiczenia:
(1) Dla dowolnych m, n € N:
m < n, wtedy i tylko wtedy, gdy m < s(n).
(2) Dla dowolnych m,n € N:
m < n wtedy i tylko wtedy, gdy s(m) < s(n).
Przypomnijmy, ze 0=@  s(n)=nU{n}.
(3) Dla dowolnego n € N:
n={keN]|k<n}
9

Whasnosci relacji nieréwnosci

» Zwrotnosé¢: Vn € N.n < n.
» Przechodniosé¢: V\nmk e N.n < mAm<k—n<k.
» Antysymetria: Vnm e Non < mAm<n-—n=m.

» Spéjnos¢: Vnme N.n < mV m < n.

Dowody opuszczamy z braku czasu.
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Cwiczenie:  Niech ¢ : P(A x B) — P(A)?, gdzie:
p(A)(b) ={ac A|(a b) €A},

dla dowolnego A € P(A x B) i dowolnego b € B.
Pokaza¢, ze ta funkcja jest réznowartosciowa.

Rozwiazanie: Dla A # ¥ ma zachodzi¢ p(A) # ¢(X).
Niech wiec A # ¥. Co to znaczy?

Ze istnieje para (x, y) nalezaca do A — ¥, lub istnieje
para (x,y) nalezaca do ¥ — A. Przypus¢my, ze zachodzi
pierwszy przypadek (drugi jest podobny).

Mamy pokaza¢, ze p(A) # o(X). Co to znaczy?

Trzeba wskazac¢ takie b, zeby ¢(A)(b) # p(X)(b).
Wystarczy wskazac takie a, b, ze (a,b) € A, ale (a,b) € L.
Mozna przyja¢ a=xib=y.
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Nieréwnosci liczb naturalnych

Definicja:
— napis m < n oznacza, ze m + k = n, dla pewnego k;
— napis m < n oznacza, ze m < n, ale m # n.

Whiosek:
Jesli m < n, to oczywiscie m + k = n, dla pewnego k # 0.

| na odwrét (ale to wymaga dowodu przez indukgje).

Whasnosci relacji nieréwnosci

» Zwrotnos¢: Vn € N.n < n.
» Przechodniosé: Vnmk e N.n < mAm<k —n<k.
» Antysymetria: Vnm e Non < mAm<n—n=m.

» Spéjnos¢é: Ynme N.n < mvV m < n.

Méwimy, ze relacja < jest liniowym porzadkiem.

Wréemy do funkgji

Cwiczenie

Cwiczenie: Niech o : P(A x B) — P(A)E, gdzie:
P(B)(b) = {2€ A| (2.5) € A},

dla dowolnego A € P(A x B) i dowolnego b € B.
Pokaza¢, ze ta funkcja jest na P(A)E.

Rozwigzanie: Kazdy element zbioru P(A)® ma by¢ wartoscia
funkcji ¢. Elementy zbioru P(A) to funkcje z B do P(A).

Rozpatrzmy wiec dowolna funkcje F : B — P(A).
Szukamy takiego zbioru A, ze p(A) = F.
Czyli takiego, ze (A)(b) = F(b), dla dowolnego b € B.

Inaczej, {ac A| (a,b) € A} = F(b).

Albo tak: (a,b)e A & ac F(b).

No to wezmy A = {(a,b) | a € F(b)}. Wtedy dla b € B:
p(A)(b)={aeA|(a,b)c A} ={ac A|ac F(b)} = F(b).

98

100

102

104



Réwnolicznosé zbioréw

Definicja
Zbiory A i B s3 rownoliczne (tej samej mocy), gdy istnieje
bijekcja f : A 5 B. Piszemy A ~ B lub A = B.

Z poprzedniego ¢wiczenia wynika, ze P(A x B) ~ P(A)E.
Zbiory P(A x B) i P(A)Z sa réwnoliczne.

Zbiory skonczone

Lemat (¢wiczenie)

Niech a ¢ Ai b ¢ B. Wéwczas:
» Injekcja f : AU {a} L Bu {b} istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje injekcja g : A B

» Dla B # @, surjekcja f : AU {a} 2 B U {b} istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja g : A —= B.

> AU {a} ~ BU{b} wtedy i tylko wtedy, gdy A ~ B.

Fakt
1. Jesli istnieje injekgja f @ m L5, tom < n.
2. Jesli istnieje surjekcja f : i — 7, to m > n.
Whiosek
Dla kazdych m.n € N, jeslim ~ 7 to m = n.

Whiosek

JesliA~TniA~m, tom=n.

Morat: Zbiér A jest skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy
jest réwnoliczny z doktadnie jednym odcinkiem postaci 7.

Mowimy, ze zbiér A jest n-elementowy i piszemy A=n.
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Proste wtasnosci

Dla dowolnych A, B, C:
> A~ A
> jesli A~ B, to B~ A;
> jesli A~ BiB~C,to A~ C;
> jesli A~ o, to A= 2.

Zbiory skonczone

Odcinek poczatkowy wyznaczony przez n,
to zbiér 1= {m:N | m < n}, ozn. tez przez O(n).
(Czasem utozsamia sie liczbe n z odcinkiem 7.)

Definicja: Zbiér jest skoriczony wtedy i tylko wtedy,
gdy jest réwnoliczny z pewnym odcinkiem postaci 7.

Pytanie: Czy tylko z jednym takim?

Fakt
1. Jesli istnieje injekcja f = m L5 tom < n.
2. Jesli istnieje surjekcja f - i —— 7, to m > n.

Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na m.

Szczegdty opuszczamy.

Fakt
1. Jesli istnieje injekcja f : m A tom < n.
2. Jesli istnieje surjekcja f : m —=» 7, to m > n.

Whiosek

Niech zbiér A ma m elementéw, a zbiér B ma n elementow.
1. Jesli istnieje injekcja f : A 5B tom<n.
2. Jesli istnieje surjekcja f : A = B, to m > n.
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Zasada szufladkowa

Whiosek
Jesli zbior A jest n-elementowy, zbiér B jest m-elementowy,
oraz n > m, to nie istnieje funkcja réznowartosciowa z A do B.

Whiosek
Jesli 6 gotebi siedzi w 5 szufladach, to przynajmniej w jednej
szufladzie s3 dwa.

Whiosek
Jesli ze zbioru {0,1,. .., 13} wybierzemy 8 réznych liczb,
to dwie z nich réznig sig¢ o 7.

Dowdd:  Bo jest tylko 7 mozliwych reszt modulo 7. ]

13
WHtasnosci zbioréw skonczonych
> Zbidr A jest skorczony wtw, gdy AU {a} jest skonczony.
» Kazdy podzbiér zbioru skonczonego jest skonczony.
» Jesli A nieskoniczony, B skonczony, to A — B # @.
> Jesli A jest skonczony i f : B S AtoB jest skonczony.
> Jesli A jest skonczony i f: A 25 B, to B jest skofczony.
> Jesli A, B skonczone to A& B, AU B, A x B skonczone.
Bo jesli a & A, to A ~ 7 wtedy i tylko wtedy, gdy AU {a} ~ s(n).
tatwa indukcja z pomoca poprzedniego punktu.
Bo inaczej A C B i A skonczony.
Bo wtedy B ~ Rg(f) C A.
Bo wtedy istnieje g : B oA
Indukcja (éwiczenie).
115
Twierdzenie
Jesli A jest skonczony, oraz f : A — A, to:
f jest réznowartosciowa < f jest na A.
Préba dowodu (=): Indukcja ze wzgledu na moc A.
Dowodzimy, ze kazda liczba n: N spetnia warunek:
Dla kazdego A i kazdej funkcji f : A — A, jesli A = n, to:
f jest réznowartosciowa = f jest na A.
Jesli A= &, to funkcja f jest pusta i teza jest oczywista.
Jesli A ma s(n) elementéw, to A = A’ U {a}, gdzie a ¢ A’
oraz A" ma n elementéw.
Chcemy wiec zastosowa¢ zatozenie indukcyjne do zbioru A'.
Funkcja 7], : A" — A jest réznowartosciowa. . . ale to nie
jest funkcja z A do A’ i zatozenie indukcyjne nie pasuje!
Co robi¢? Wzmocni¢ teze!
17

Twierdzenie
Jesli zbiory skoriczone A i B sa réwnoliczne oraz f : A — B, to:
f jest réznowartosciowa <> f jest na B.

Dowdéd: (=) Indukcja ze wzgledu na liczbe elementow A.
Jesli A= @, to funkcja f jest pusta i teza jest oczywista.

Jesli A ma s(n) elementéw, to A = A" U {a}, gdzie a ¢ A’
oraz A" ma n elementéw.

Wtedy takze B = B' U {f(a)}, gdzie f(a) & B’ oraz B =n.

Funkcja f[, : A" — B’ jest r6znowartosciowa i z zatozenia
indukcyjnego jest na B’.

Zatem ,cata” funkcja f jest na B.
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Fakt
1. Jesli istnieje injekcja f : m LA, tom < n.
2. Jesli istnieje surjekcja f - m — 7, to m > n.

Whiosek
Nie istnieje funkcja réznowartosciowa f : s(n) =
Whiosek

Nie istnieje funkcja réznowartosciowa f : N Lo
Zatem zbicr liczb naturalnych N jest nieskoriczony.

Dowéd: W przeciwnym razie f[ 5 : s(n) i

Jeszcze o zbiorach skonczonych

Udowodnimy silniejsze twierdzenie.

Twierdzenie
Jesli zbiory skoriczone A i B sa rownoliczne oraz f : A — B, to:
f jest réznowartosciowa < f jest na B.

Whiosek
Jesli A jest skoriczony oraz f : A — A, to:
f jest r6znowartosciowa < f jest na A.

Twierdzenie

Jesli zbiory skoriczone A i B sa réwnoliczne oraz f : A — B, to:
f jest réznowartosciowa < f jest na B.

Dowéd: (<) Indukcja ze wzgledu na liczbe elementéw A.

Jesli A= &, to funkcja f jest pusta i teza jest oczywista.

Jesli A=s(n), to A= A'U{a}, B=B'U{f(a)},

gdzie a ¢ A, f(a) ¢ B, oraz A =B =n.

Zauwazmy, ze f [, : A" — B’, tj. funkcja f[, nie przyjmuje

wartosci f(a). Inaczej bytaby to surjekcja ze zbioru

n-elementowego do zbioru s(n)-elementowego.

Ponadto funkcja [, : A' — B’ jest na B,
wiec z zatozenia indukcyjnego jest réznowartosciowa.

Zatem funkcja f jest tez ré6znowartosciowa.
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Fakt
1. Jesli istnieje injekgja f @ m L5, tom < n.
2. Jesli istnieje surjekcja f : i —— 7, to m > n.

Whiosek
Dla kazdych m,n € N, jesli m ~ 7 to m = n.
Whiosek

Jesli A~7 i A~Tmmi, tom=n.
Morat: Zbiér A jest skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy

jest réwnoliczny z doktadnie jednym odcinkiem postaci 7.

Méwimy, ze zbiér A jest n-elementowy i piszemy A=n.
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Zasada szufladkowa

Whiosek
Jesli zbior A jest n-elementowy, zbiér B jest m-elementowy,
oraz n > m, to nie istnieje funkcja réznowartosciowa z A do B.

Whiosek
Jesli 6 gotebi siedzi w 5 szufladach, to przynajmniej w jednej
szufladzie s3 dwa.

Whiosek
Jesli ze zbioru {0,1,. .., 13} wybierzemy 8 réznych liczb,
to dwie z nich réznig sig 0 7.

Dowdd:  Bo jest tylko 7 mozliwych reszt modulo 7. ]
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Zbiory nieskonczone
125
Przykfad: Zbiory N x N i N sa réwnoliczne.
L] L] L[] ° L] L] °
l L] L] L] L] L] L]
l:>o:>- [ . o L
ei—0e—e0—0o . . .
o—0—>0 TI L] L] L]
TI<:. l} TI L] L] L]
IS S 2000 N
127

Fakt
1. Jesli istnieje injekcja f : m LA, tom < n.
2. Jesli istnieje surjekcja f - m —= 7, to m > n.

Whiosek

Niech zbiér A ma m elementéw, a zbiér B ma n elementow.
1. Jesli istnieje injekcja f : A = B, tom < n.
2. Jesli istnieje surjekcja £ A = B, to m > n.
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Twierdzenie
Jesli A jest skonczony, oraz f : A — A, to:
f jest réznowartosciowa < f jest na A.
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Motywujacy przyktad:

Niech

Pr={ne N | n jest parzyste},
Np = {n € N | n jest nieparzyste}.

Zbiory Pr i Np s3 réwnoliczne, bo mamy funkcje
)\n.n+l:9’1‘5>3\fp.
na
Ale takze zbiory Pr i N sa réwnoliczne, bo
An.2n: N 25 pr,
na

Zatem ,,potowa” moze by¢ réwnoliczna z catoscia.
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Funkcje pary z N x N do N

> t(m,n)=2m3" (réznowartosciowa)
» u(m,n) =2"(2n+1) (réznowartosciowa)
> u(m,n)=2"2n+1)—-1 (bijekcja)

> v(m,n) = w +m (bijekcja)
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Przykfad: v(m,n) = MM

+m
e o o
e o o
° L] (]
e o o
e o o
e 0 0o 0o 0 0 0 >

Przyktad: Przedziaty otwarte (a, b) i (c. d) sa réwnoliczne,
bo jesli f(x) = 9=€ - x + k=2 o £ : (a,b) T (c, d).

b—a

dr- —7
1
1

|
|
|
1
l
a b

Przyktad: Pétprosta otwarta jest réwnoliczna z prosta
(funkcja logarytm).

Przyktad: Przedziaty (0,1] i (0,1) sa réwnoliczne:

Flx) = L jesli x =1, dla pewnego n € N;
“ | x,  w przeciwnym przypadku.

Wtedy £ : (0,1] 23 (0, 1).
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Przyktad: Zbiory Z x Z i N sa réwnoliczne.

. ei—0<—0<—0<—0 .

\
. : o —o0—
o—o—lol— —

130

Przykfad: Przedziat (-3, 75) (i kazdy inny przedziat otwarty)
jest réwnoliczny z R (funkcja tangens).
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Przedziaty (0,1] i (0,1) sa rownoliczne

1 O
®
[ ]
[ )
[ ]
0 1
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Proste obserwacje

> Jesli A~ B, to P(A) ~ P(B).

» Jesli A~BiC~D, toAx C~BxD.
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Przykfad:
Zbiér P(N) jest réwnoliczny z produktem P(N) x P(N).

Dowdd: Juz wiemy, ze N ~ Pr ~ Np.
Z tego fatwo wynika, ze P(N) ~ P(Np) ~ P(Pr).

Ale poniewaz N = Pr U Np, wiec mamy bijekcje:
F: P(N) 23 P(Np) x P(Pr)
okreslong tak: F(A) = (ANNp,ANPr), dla ACN.

Stad P(N) ~ P(Np) x P(Pr) ~ P(N) x P(N).
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Nie wszystkie zbiory nieskonczone sg réwnoliczne

Twierdzenie: Zbiér {0, 1} wszystkich nieskoriczonych ciaggow
zerojedynkowych nie jest réwnoliczny z N.
Dowdd:  Przypusémy, ze wszystkie ciagi zerojedynkowe

mozna ustawi¢ w ciag nieskonczony, np. tak:

rp = 0110010101101...
n = 0101000001001...
rn = 1000011101000...
r; = 1101010110001 ...

Ale ciagu 1010... na pewno tutaj nie ma.
|
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Nieprzeliczalnos¢

Twierdzenie

Zbior P(N) nie jest réwnoliczny z N.

Dowdd:  Przypusémy, ze P(N) = {A, | n € N}. Niech
B={n|n¢gA,}.

Wtedy B = Ay, dla pewnego k.

Jesli k € B, to k & Ay, wiec k & B, sprzecznosc.

Jesli k & B, to —(k & Ay), czyli k € Ay = B, sprzecznosé. [
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Paradoks fryzjera

Fryzjerowi polecono goli¢ tych, ktérzy sie sami nie gola.
F:A— P(A)
F(x) ={y | x goli y}

To polecenie jest niewykonalne. Nie istnieje takie b, ze:

Vx(b goli x < x nie goli x)
Vx(x € F(b) & x & F(x))
be F(b) & b¢ F(b)
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Przyktad: P(N) = {0,1}" =N — {0, 1}.

Dowéd:  Bijekcja F : P(N) =5 (N — {0,1}) moze by¢
okreslona tak: F(A) = AmN.if n € A then 1 else 0.

Uwaga: Funkcja F(A) to funkcja charakterystyczna zbioru A.
Bywa oznaczana symbolem y 4.
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Nie wszystkie zbiory nieskonczone sg réwnoliczne

Twierdzenie:  Zbiér P(N) wszystkich podzbioréw zbioru N
nie jest réwnoliczny z N.

Dowdd:  Przypusémy, ze wszystkie podzbiory N mozna
ustawi¢ w ciag nieskoriczony, np. tak:

Zbicr Funkcja
charakterystyczna
Ao = {1,2,5,7,9,10,12,...} 0110010101101...
A = {1,3,9,12,...} 0101000001001...
A, = {0,5,6,7,9,...} 1000011101000 ...

A; = {0,1,3,5,7,8,12,...} 1101010110001...
Jakiego zbioru brak? B ={0,2,...} xg=1010...
neB & ndA,
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Uogdlnienie:

Twierdzenie (Cantora) B

Dla dowolnego zbioru A zachodzi A # P(A).

Dowéd:  Przypusémy, ze F : A = P(A). Niech
B={xeA|x¢&F(x)}.

Istnieje takie b € A, ze F(b) = B.

Jesli b e B, to b ¢ F(b) = B, sprzecznos¢.

Jesli b ¢ B, to b € F(b), sprzecznosé. 0
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Liczby kardynalne

Umowa: Zbiorom przypisujemy liczby kardynalne.
Liczbe kardynalna (moc) zbioru A oznaczamy przez A.
Robimy to tak, aby zachodzita réwnowaznos¢:

A=B wtedy i tylko wtedy, gdy A~ B.

» Liczby kardynalne zbioréw skonczonych
to liczby naturalne.

» Moc zbioru N oznaczamy symbolem ¥, (,alef zero”).
» Moc zbioru R oznaczamy symbolem € (,continuum”).

£ N

3

Z poprzedniego wynika, ze P

&

Pokazemy poézniej, ze P(N) =
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Zbiory przeliczalne

» Zbidr jest przeliczalny, gdy jest skonczony lub mocy R
(czyli réwnoliczny z N).
» W przeciwnym razie zbiér jest nieprzeliczalny.

Przyktady:

» Zbiory N, Z, Q, @, {0,1,6} sa przeliczalne.
» Zbiory R, P(N), R? (ptaszczyzna), P(R), N®
s3 nieprzeliczalne.

Uwaga: nie wszystkie zbiory nieprzeliczalne s3 réwnoliczne!
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Whasnosci zbioréw przeliczalnych
Fakt
» Podzbiér zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.
» Jesli zbiory A i B s3 przeliczalne,
to zbiory A& B, AU B i A x B s3 przeliczalne.
Dowdéd:  Cwiczenie. (Podobne do dowodu, ze N x N ~ N
i PrUNp ~ N. Trzeba wszystko ponumerowac.) ]
147
Przyktady zbioréw przeliczalnych
» Zbiér N x N jest przeliczalny.
» Zbiér Z wszystkich liczb catkowitych jest przeliczalny.
» Zbiér Q wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny.
> Zbiér wszystkich punktéw ptaszczyzny o wspétrzednych
wymiernych jest przeliczalny.
» Zbior skonczonych ciagow (krotek) liczb naturalnych
jest przeliczalny.
Bo to produkt zbioréw przeliczalnych.
Bo f: N x N2 7, gdzie f(m,n) = m — n.
Bo f: Z x (Z — {0}) % Q, gdzie f(m,n) = .
n
Bo to po prostu Q x Q.
Bo to w istocie przeliczalna suma | J{N¥ | k € N}.
149

Nieréwnosci

Méwimy, ze moc zbioru A jest mniejsza lub réwna
mocy zbioru B (i piszemy A < B), wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje injekcja £ : A 25 B.

ieiele < B ale zbiory A i B nie sa réwnoliczne, to piszemy
A < B i méwimy, ze zbiér A jest mocy mniejszej niz zbiér B.

Przykfad: N < P(N).
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Przeliczanie przeliczalnego

Elementy niepustych zbioréw przeliczalnych mozna numerowac:
A={a,| neN}

Nieskonczone bez powtdrzen, skonczone z powtdrzeniami.

Inaczej:

Niepusty zbior A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje surjekcja g : N = A.

Twierdzenie
Suma przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych
Jjest przeliczalna.

Dowéd:  Niech A bedzie przeliczalna rodzing zbioréw
przeliczalnych. Zatézmy, ze A # @ oraz @ ¢ A.

Elementy rodziny A mozna ponumerowa¢: A = {X, | n € N}.
Elementy zbioréw X, tez mozna: X, = {af | k € N}

Niech G(n, k) = af dla n,k € N.

Funkcja G : N x N = U,y X, jest na [,y Xo-

neN

Zatem | J, .y X» = [J A jest zbiorem przeliczalnym. O

Jeszcze jeden przyktad
Definicja
Liczby algebraiczne to pierwiastki rzeczywiste wielomianéw

o wspétczynnikach wymiernych.

Fakt

Zbiér wszystkich liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Dowdd:  Wielomian jest wyznaczony przez skofczony ciag
swoich wspétczynnikéw. Zbior wielomianéw Q[x] jest wiec
réwnoliczny ze zbiorem skonczonych ciagow (krotek) liczb
wymiernych i tez przeliczalny.

Wielomian ma skonczenie wiele pierwiastkéw, wiec zbiér liczb
algebraicznych to przeliczalna suma zbioréw skonczonych. [

Poprawnosc definicji <
Lemat JeseiA=B=m i C=D =n oraz istnieje
injekgja f : A e to istnieje tez injekcja g : B o
Dowdd: Istnieja bijekcje ¢ : B 5 Aoraz s € 55 D.
na na

Zatemruofo»::BiD

A ¢
® (2
B -D
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Nieréwnosci

> Jesli AC B, to A < B.

» Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi n < N,.

> Dla dowolnego zbioru A zachodzi A < P(A).
Istotnie, z jednej strony Aa. {a} : A Rt P(A), a z drugiej
strony mamy twierdzenie Cantora.
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Whiosek
Zbior A jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest
réwnoliczny z pewnym swoim podzbiorem wfasciwym.

Dowdd: (=) Zbiér A ma podzbiér B mocy Nq.
Mamy wtedy B = {f(n) | n € N}, gdzie f : N 5B

Mozemy okreslic g : A oA
f(n+1), jeslix=f(n)e B;
sty { (107D = 0

X, w przeciwnym przypadku.

Funkcja g nie jest na A, bo f(0) ¢ Rg(g).
Zatem A ~ Rg(g) ¢ A O
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Nieréwnosci

Fakt
Dla dowolnych niepustych zbioréw A, B nastepujace warunki
sg rownowazne:

1) A < E;
2) Istnieje g : B "% A;

3) Zbior A jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem zbioru B.
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Twierdzenie (Cantora-Bernsteina)
Jesli A<B i B<A to A=B.

Inaczej:

Jes’/if:AQBorazg:B:)A,

to istnieje h: A =5 B.
na

159

Najmniejsza moc nieskornczona to Wg.

Twierdzenie
Zbior A jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy,

gdy ma podzbiér mocy Ny.

Szkic dowodu (=):

Zbiér nieskoniczony jest niepusty, wiec jest jakies ag € A.

Zbior A— {ag} tez jest niepusty, wiec jest jakies a; € A— {ao}.

| tak dalej: mamy ciag elementéw a, o wtasnosci

Te elementy tworza zbiér mocy Ry.

Whiosek
Zbidr A jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest
réwnoliczny z pewnym swoim podzbiorem wtasciwym.

Dowéd: (<) Wtedy istnieje funkcja 7 : A A
ktéra nie jest na A. Zatem A nie jest skonczony. ]

Nieréwnosci

Fakt
Dla dowolnych zbioréw A, B, C:

Przyktad
Poniewaz K C A C L ~ K, wiec wszystkie trzy zbiory
s3 réwnoliczne.
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Przyktad Dowad twierdzenia Cantora-Bernsteina

Zatézmy, ze A < B < A
. P B 5 1-1
Przedziaty (0,1) i [0, 1] s3 réwnoliczne, bo Istnieja funkcje £ : A= Borazg: B — A.
. a1
> (0,1) C [0, 1] Niech C = Rg(g). Wtedy B ~ C,oraz gof : A— C.
> [0.1]C (~1,2) ~ (0,1).
Wystarczy wiec udowodni¢:

Lemat: Jesli o A5 CCA, to C~ A

161 162

Dowéd twierdzenia Cantora-Bernsteina Dowéd twierdzenia Cantora-Bernsteina
Lemat: Jeélip:AQCgAtoCAdA.

Lemat: Jesli o : A5 CC A to A~ C.

e
©(Xo)

Xn+1 = W(Xn)

X X
1]
>

w(x) :{ o(x), jesli x € Unen Xoi
Pomyst: uzyé ¢ tylko w czesciach zakreskowanych. X5 w przeciwnym przypadku.
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Definicja
Moc zbioru wszystkich liczb rzeczywistych
Moc continuum nazywamy continuum i oznaczamy przez €.
Twierdzenie

¢=PN)=1{0,1}F =N - {0,1}.

Dowdd:  Czes¢ fatwa juz byta.

165 166

N> {0,1} <R R<PQ
Dowéd:  Definiujemy G : R 25 P(Q):

Dowdod:  Okreslamy funkcje H : (N — {0,1}) = [0,1): 6(r) = QN (—o0.1)

= ()
H(f) = -
") ,Z:o: 107+t Jeslin <rton <q<rdlapewnego g € Q.
Wtedy g € G(r2) — G(n).
Na przyktad H(0110001110...) = 0,0110001110...

Dwa rézne ciagi f i g daja dwie rézne liczby H(f) i H(g). Dygresja:
Ale nie kazda liczba z przedziatu [0, 1) jest postaci H(f). Czy fancuch zbioréw przeliczalnych musi by¢ przeliczalny?
Nie.

Zbiory G(r) sa przeliczalne i tworza nieprzeliczalny taficuch!
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Morat: P(N) ~ R

Dowdd:
Po pierwsze, P(N) = N — {0,1} < R=c¢

Po drugie, € = R< P(Q) = ﬁ

Z twierdzenia Cantora-Bernsteina
zbiory P(N) i R sa réwnoliczne.

Arytmetyka liczb kardynalnych

Niech m, n to liczby kardynalne.

Suma m + n to moc zbioru A& C, gdziej:m iC=n.
lloczyn m - n to moc zbioru A x C, gdzie A= m, T=n.
Potega m" to moc zbioru A€, gdzie A=m, C=n.

(Dla liczb naturalnych wychodzi to, co zwykle.)

Fakt
Jeslim > Ny tom + Vg = m.

Dowéd:  Niech A=mi C = Ng, aprzy tym AN C = 2.

Wystarczy udowodnic¢, ze AU C = A.

Istnieje podzbiér B C A, o mocy Xy. Wtedy
AUC=(A-B)U(BUC)~(A-B)uB =A.

Azatemm+Rg=AUC =A=m.

Potegowanie:
> ml=1;
> m! =m;
> 1" =1,
> 0" =0 (oilem#0);
> m"mP = me);
> m"ept = (mep)Y

v

(m")P = m"P.

Bo tylko funkcja pusta nalezy do A?.

Bo elementy A% to funkgje state.

Bo tylko Ax. ¢ nalezy do {c}*.

Bo nie ma funkcji ze zbioru niepustego do @.
Bo AB x AC ~ ABSC,

Bo AB x CB ~ (A x C)B.

Bo (AB)C ~ ABXC.
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Dziatania na liczbach kardynalnych

Przyktady:

> Ry + Ry =R, bo Z ~ N.
> X Ng =2y, bo NxN~N,

> 2% =¢ bo P(N)~R.

Dodawanie i mnozenie:
> m+0=m;

> mtn=n+m

> (m+n)+p=m+(n+p)

> m-1=m;

> m-0=0;

> m-n=n-m

> (m-n)-p=m-(n-p);

m-(n+p)=m-n4+m-p.

BoA¢ @~ A

Bo A®B~B®A.

Bo(AeB)a C~A& (Bs ().

Bo A x {c} ~ A

BoAx o =0.

Bo Ax B~ B x A.

Bo (Ax B)x C~Ax (BxC).

BoAx (B®C)~ (AxB)@(Ax C).

v

Monotonicznos¢

Jeslim <nip<q, to:
> m+p<n+gq;
> m-p<n-q;

> m? <nl (oilep #0).
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Whioski

> Ry-C=€-C=¢ AwiecNxR~R>~R.
> RO = =¢;  Awiec (N—= N)~ (N—R)~R.
> 26 =R =¢%  Awiec (R = N)~ (R —R).

BoC=1-C<Ry-C<E-¢=28. 2% —Ro+No _ 9N _ ¢
Bo € = 2N < RN < g0 — (2No)Ro — Moo — oo — ¢
Bo 2¢ < R¢ < €€ = (2M0)¢ — oMo — o€

Alefy i bety
Niech Jo = Ng i dalej 3,1 = 27"

Wtedy P(N) = R = 3;, P(P(N)) = J,, itd.

Liczba N; to najmniejsza nieprzeliczalna liczba kardynalna,
liczba N, to najmniejsza liczba wieksza od Ny, itd.

Hipoteza continuum: ¥; = J;.

Hipotezy continuum nie mozna ani udowodni¢
ani obali¢ metodami teorii zbioréw.
Jest niezalezna od aksjomatéw teorii zbioréw.

Relacje

(dwuargumentowe)

Operacje na relacjach

Relacja odwrotna do relacji r C A x B to zbidr

rr={{y,x) eBxA|(x,y) €r}.

Na przyktad relacja odwrotng do relacji < w zbiorze N
jest relacja >. Mozna napisaé <! = >.
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Ostrzezenie

Monotonicznos¢ dziatan nie jest Scista.
> 5+N0:N0+N0:N0;
> 5. Ng =Ny Ny = Ng;
> 2% — R = ¢;
> @5 =gl = ¢

Nie zachodza prawa skracania; liczb kardynalnych nie mozna
odejmowac, dzieli¢, pierwiastkowa¢ ani logarytmowac.
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Ostrzezenie

Z tego, ze A C R jest nieprzeliczalny. .. B
nie wynika, ze A= ¢ Il
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Relacje

Przypomnijmy, ze:
Dowolny podzbiér r iloczynu kartezjanskiego A x B nazywamy
relacja z A do B. Jesli A = B, to relacja jest w zbiorze A.

Jesli (x,y) € r, to czesto piszemy xry.
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Operacje na relacjach

Ztozenie relacji r C A x B oraz s C B x C to relacja

r-s={(x,y) €Ax C|3z(xrzAzsy)}

x(r-s)y wtedy itylko wtedy, gdy Jz(xrzAzsy).

Przyktad:

Jesli znaki || i L oznaczaja odpowiednio réwnolegtos¢

i prostopadtosé prostych na ptaszczyznie, to || L = L.
Acotojest L - 17
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Operacje na relacjach

Relacja identycznosciowa w A to relacja

14=1{(a,a) | ac A}.

Uwaga: al,b wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

185

Relacje przechodnie

Relacja r w A jest przechodnia, gdy
Vx,y,zEA(xry ANyrz — xrz)

Przyktady:

» Relacja < w zbiorze liczb rzeczywistych.
> Relacja C w zbiorze P(A).
» Relacja réwnolegtosci prostych.
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Relacje przechodnie

Cwiczenie 1:

Relacja r jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy r-r C r.

Dowéd: (<) Zafézmy, ze r - r C r. Mamy udowodnic,
ze r jest przechodnia, tj. zeVxyz.(xry Nyrz — xrz).

Przypusémy, ze xry i yrz.
Wtedy x (r-r) z.
A poniewaz r - r C r, wiec x r z.
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Domkniecie przechodnie

Niech r C A x A.
Relacje r™ nazywamy domknieciem przechodnim relacji r,
gdy jest to najmniejsza relacja przechodnia zawierajaca r, tj:
» T jest przechodnia;
> rCrt
» jesli r C si s przechodnia, to r™ C s.
Fakt: Istnieje doktadnie jedna taka relacja rt.

Mozemy ja zdefiniowaé tak:

r*=({s CAxA|rCsoraz s przechodnia}

191

WHtasnosci operacji sktadania

v

r-(s-p)=(r-s)p;
> r-(sUp)=r-s U r-p;
> (sUp)-r=s-rUp-r

> r-lg=14-r=r, gdyrCAXB;

v

JedlirCrisCs,tor-sCr'-s.
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Relacje przechodnie

Cwiczenie 1:

Relacja r jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy r-r C r.

Dowod: (=) Zatézmy, ze r jest przechodnia i rozpatrzmy

dowolny element ztozenia r - r. Zbicr r - r jest relacja, wiec ten

element musi by¢ para uporzadkowana. A wiec:

Niech (x,y) € r-r.

Z definicji r - r istnieje takie z, ze (x, z), (z,y) € r.

Poniewaz jednak r jest przechodnia, wiec (x,y) € r.
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Relacje przechodnie

Cwiczenie 2:

lloczyn niepustej rodziny relacji przechodnich jest przechodni.

Dowdd: Niech R bedzie rodzing relacji przechodnich.

Mamy wykazaé, ze iloczyn ('R jest przechodni.

Przypusémy, ze (x,y),(y,z) € [\ R.

Pokazemy, ze (x,z) € (R,

tj., ze (x, z) € r, dla wszystkich relacji r € R.

Niech r € R. Wtedy (x,y),(y,z) € r

a poniewaz r przechodnia, wiec (x.z) € r.

Z dowolnosci r wynika (x,z) € (| R.
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rt =({sCAxA|rCsorazs przechodnia}

Przyjmijmy oznaczenie:
R={sCAxA]|rCsorazs przechodnia}
Wtedy r* = R.

WHtasnos¢ 0: Zbiér R jest niepusta rodzing relacji.

Dowdd: Relacja A x A zawiera r i jest przechodnia,
czyli Ax AeR.
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r" =R, gdzie R={sCAxA|rCs orazs przechodnia}

Whtasnosé 1: r C rt

Dowdd: Niech (x,y) € r.
Jeslis € R, to r C s, wiec (x,y) € s.
Z dowolnosci s wynika (x,y) € R = r*.

103
r" =R, gdzie R={sCAxA|rCs orazs przechodnia}
Whasnosé 3: Jesli r C s i s przechodnia, to r™ C s.
Dowdd: Jesli r C s i s przechodnia, to s € R.
Zatem rt = (R Cs.
195
Przyktady
> Jeslir={(n,n+1) | neN}, tor" ={(n,m) | n<m}
> Relacja < w zbiorze N jest swoim wtasnym domknieciem
przechodnim.
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Dombkniecie przechodnie inaczej
Dla ustalonej relacji r w zbiorze A, definiujemy ciag relacji r,:
» rn=r;
> 1 =rU (fn . fn)-
Wreszcie niech r, = [J,cy -
Fakt: r, = rt

Dowdd: Teraz trzeba pokazaé, ze r, C r*. W tym celu
przez indukcje dowodzimy, ze r, C r* dla wszystkich n € N.

Po pierwsze, rp = r C r*.
Po drugie, jesli r, C r™, to

fop1 =t U () CriUu(rt-rf) Crturt =rt.
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r" =R, gdzie R={sCAxA]|rCs orazs przechodnia}

Wiasnosé 2: Relacja r jest przechodnia.

Dowdd: Poniewaz R jest rodzing relacji przechodnich,
wiec jej iloczyn jest przechodni.
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r" =R, gdzie R={sCAxA]|rCs orazs przechodnia}

. Zbiér R jest niepusta rodzing relacji.
rcrt.

. Relacja r* jest przechodnia.

w N = o

. Jesli r C s i s przechodnia, to r* C s.

Zatem r' jest
— dobrze okreslona relacja (0),

— domknigciem przechodnim relacji r (1-3).
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Dombkniecie przechodnie inaczej
Dla ustalonej relacji r w zbiorze A, definiujemy ciag relacji r,:

> rnn=r,
» 1 =rU (rn . rn)'
Wreszcie niech r, = [J,cy fn-

tatwy lemat: Jesli m < n, to rpy, C r,.
(Indukcja ze wzgledu na n.)

Fakt: r, = rt

Dowdd: Zacznijmy od tego, ze relacja r, jest przechodnia.
Bo tak: jesli (x,y), (y,z) € r,, to istnieja takie m. n, ze
(x,y) € rm i (y,z) € r,. Wtedy obie pary naleza do fnax{m.n},
Skad <X'Z> € Imax{m,n}+1 C ry.

Poniewaz r = ry C r,, i r,, jest przechodnia, wiec r™ C r,.
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Relacje zwrotne

Relacja r C A x A jest zwrotna w A
wtedy i tylko wtedy, gdy x r x dla wszystkich x € A.

(Inaczej: r jest zwrotna, gdy 14 C r.)

Przyktady: 1,, <, réwnolegtosé¢ prostych.
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Domkniecie przechodnio-zwrotne

Domkniecie przechodnio-zwrotne relacji r to najmniejsza
relacja przechodnia i zwrotna zawierajaca r, czyli relacja

rr=1,Ur".

Cwiczenie: Sprawdzi¢, ze to faktycznie ta relacja.
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Witasnosci relacji
Relacja r w A jest
zwrotna (w A), gdy Vx€A(xrx);
symetryczna, gdy Vx,y€A(xry — yrx);
przechodnia, gdy Vx,y,z€A(xryAyrz— xrz);
antysymetryczna, gdy Vx,y€A(xryAyrx —x=y);
spojna (w A), gdy Vx,y€A(xryVyrx).
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Przyktad: réwnolegtos¢ prostych
Jakie whasnosci ma ta relacja?
Jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.
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Przyktad: Liczby catkowite x i y sa w relacji =3
wtedy i tylko wtedy, gdy 3 | x — y.

Inaczej:
x =3 y wtedy i tylko wtedy, gdy x mod 3 = y mod 3.

To jest jadro funkgeji Ax. x mod 3,
a wiec relacja réwnowaznosci.
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Przyktady

Niech — oznacza relacje sasiedztwa wierzchotkéw w pewnym
grafie. Wtedy relacja —* (oznaczana tez przez —) to relacja
osiggalnosci w tym grafie.

Domknieciem przechodnim relacji nastepnika w N
jest relacja <.

Relacja < jest jej domknieciem przechodnio-zwrotnym.
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Relacje réwnowaznosci
204
Relacje réwnowaznosci
Dwuargumentowa relacja r w zbiorze A jest relacja
réwnowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwrotna,
symetryczna i przechodnia:
> VxeA(xrx);
> Vx,yeA(xry = yrx);
> Vx,y.z€A(xry ANyrz — xrz).
Przyktad: Jadro przeksztatcenia f : A — B:
(x,y) € ker(f) < f(x)="f(y).
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Przyktad 1: Dwa punkty na prostej sa w relacji r,
wtedy i tylko wtedy, gdy ich odlegtos¢ jest liczba wymierna.
To jest relacja réwnowaznosci, bo:
> Kazdy punkt jest w odlegtosci zero sam od siebie;
» Punkt y jest w tej samej odlegtosci od x, co x od y;
» Odlegtos¢ od x do z jest zawsze suma lub réznica
odlegtosci x od y i odlegtosci y od z.
Przyktad 2: Dwa punkty na ptaszczyznie s3 w relacji, r
wtedy i tylko wtedy, gdy ich odlegtos¢ jest liczba wymierna.
To nie jest relacja rownowaznosci, bo nie jest przechodnia.
Na przyktad odlegtosci od (1,0) do (0,0) i od (0,0) do (0, 1)
s3 wymierne, a odlegtos¢ od (1,0) do (0. 1) nie jest wymierna.
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Jadro

Definicja: Jadro przeksztatcenia f : A — B:
(x,y) € ker(f) < f(x)=f(y).

Jadro jest zawsze relacja réwnowaznosci.

Przyktad: Relacja
{{f,g) € NV x NV | Vx (f(x) # g(x) — xmod 3 # 0)}
jest jadrem przeksztatcenia

AfF T xmod3 =0}

a zatem jest relacja réwnowaznosci.
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Przyktad: x =3 y wtedy i tylko wtedy, gdy
x mod 3 =y mod 3.

Ta relacja ma 3 klasy abstrakcji: [0]=,, [1]=,, [2]=,.

211

Fakt: Nastepujace warunki sa réwnowazne:
a) [x]r = Iyl

b) xry;

) xells

d) y €1

e) X. Nyl # 2;

Dowdd (e) = (a):

Skoro [x], N [y], # @, to jest takie z, ze z € [x], N [y],.
Wtedy zrx oraz zry.

Niech v € [x],. Wtedy vrx, xrz, oraz zry.
Z przechodniosci v ry, czyli v € [y],.
Pokazalismy, ze [x], C [y],.

Podobnie w przeciwna strong, a wiec [x], = [y],.
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Przykfad: Dwa punkty na prostej s3 w relacji r,

wtedy i tylko wtedy, gdy ich odlegtos¢ jest liczba wymierna.
Inaczej: dwie liczby rzeczywiste sa w relacji,

wtedy i tylko wtedy, gdy ich réznica jest liczba wymierna.

Jakie klasy abstrakcji ma taka relacja r?
Na przyktad [%], =Q=] = [%], itd.

Ogolnie klasy sa postaci [a], = {a+ ¢ | g € Q}.
Kazda klasa to ,przesunieta kopia” zbioru liczb wymiernych.

Zbior (typ) ilorazowy

A/r={a/r | ac Dom(r)}
a/r=>b/r wtedy i tylko wtedy, gdy arb.

Klasy abstrakcji
Xlr={yeAlyrx}.

Uwaga: x € [x], # 2.

Def. [xr={yeAlyrx}.
Fakt: Nastepujace warunki sa réwnowazne:

a

Te implikacje sa fatwe:
(a) = (b). (b) = (c), (c) = (d) i (d) = (e)
Sens implikacji (€) = (a):

Klasy abstrakcji sa albo réwne albo roztaczne.

WHtasnosci klas abstrakcji

1) x € [x],.
2) Nastepujace warunki sa réwnowazne:
a) xry;

(x]r = ¥l
XI-nlyl- # 2.

Whiosek: [x], =[y]l, & x/r=y/r
Morat: Mozna uwaza¢, ze A/r to zbiér klas abstrakgji.
Czyli [x], to to samo, co x/r.
A= (), | x € A}

Przyktad: Punkty ptaszczyzny (x1,y1) i (x2,y2) sa w relacji
wtedy i tylko wtedy, gdy x? + y2 = x2 + y2.

Klasy abstrakgji to okregi o srodku w (0, 0) i dowolnych
promieniach, oraz jeden singleton {(0,0)}.

Te zbiory sa roztaczne i pokrywaja cata ptaszczyzne.
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Zasada abstrakcji

Podziat zbioru A to rodzina P C P(A) o wtasnosciach:

> VYp(p e P— p+# Q)
> Vp.q(p.q € P = (p=qVpNqg=2));
> |JP = A, czyli Vx(xeA — Ipe P(x € p)).

Twierdzenie (Zasada abstrakgji)

1) Jezeli r jest relacja réwnowaznosci w A, to A/ jest
podziatem zbioru A.

2) Jezeli P jest podziatem zbioru A, to istnieje taka relacja
réwnowaznosci r w A, ze P = A/r.
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Zasada abstrakcji: Kazdy podziat zbioru A jest postaci A/r.
Dowdd: P — podziat zbioru A.
r={(x,y)EAxA|dpeP(xepryep)}
Wtedy:

1. r jest relacja réwnowaznosci;

2.
Zwrotnos$¢ i symetria sa fatwe.

Przechodnios¢: Przypusémy, ze xry i y rz. Wtedy s3 takie
p,g€E P, ze x,y € porazy,z € q. Ale wtedy pN q # &,
wiec p = q. Skoro wiec x E piz€ g=p, to xrz.
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Zasada abstrakcji: Kazdy podziat zbioru A jest postaci A/r.
Dowdd: P — podziat zbioru A.
r={(x,y) EAxA|dpeP(xepAry€Ep)}
Wtedy:
1. r jest relacja réwnowaznosci;
2. jeslixepeP, to[x], =p.
Pokazemy, ze P = A/y.

(C©): Jesli p € P, to p # @, wiec jest x € p. Wtedy p = [x],
na mocy (2), wiec p € A/r.

(2): Dla dowolnego x € A istnieje takie p € P, ze x € p.
Wtedy [x]|, = p. A zatem kazda klasa [x], € A/ nalezy do P.

221

Jeszcze kilka przyktadow

Przykfad: Jesli V; jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V/,
to relacja ~ w zbiorze V:

x ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy x —y € V}
jest relacja réwnowaznosci.

Jej klasy abstrakcji nazywamy warstwami podprzestrzeni V.

Ta relacja jest jadrem pewnego homomorfizmu h: V — V/,
ktéry ma te whasnos¢, ze Vo = h™1({0}).

h(x)=h(y) < h(x-y)=0

Zanim przejdziemy do dowodu. . .

Cwiczenie 1: Czy istnieje taka relacja réwnowaznosci r
w zbiorze N, ktéra ma 22 klasy abstrakcji, a kazda klasa
abstrakcji ma 37 elementéw?

Odpowiedz: Nie, bo suma wszystkich klas miataby
tylko 814 elementéw, a liczb naturalnych jest wiecej.

Cwiczenie 2: Czy istnieje taka relacja réwnowaznosci r
w zbiorze R, ktdrej klasami abstrakcji sa doktadnie zbiory:

(o0, =7],(~7,-5),[-5,0),{0,1,7},(0,1), (1, 7), (7, 00)?

Odpowiedz: Tak, bo te zbiory tworza podziat prostej.
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Zasada abstrakcji: Kazdy podziat zbioru A jest postaci A/r.
Dowdd: P - podziat zbioru A.
r={(x,y) EAxA|IpeP(xepAy€Ep)}

Wiedy:
1.
2. jeslixepeP,to[x], =p.
([x]r € p) Niech x € p € Piniech t € [x],. Wtedy x,t € g
dla pewnego g € P. Ale g =pbo x € pngq. Zatem t € p.
(p C[x];) Jeslitep, totrx(boxe p)wiect e [x],.
220

Zasada abstrakgji
Podziat zbioru A to rodzina P C P(A) o wtasnosciach:

> Vp(pe P —p+#2);

> Vp,q(p.q € P = (p=qVpNqg=2));

> JP = A, czyli Vx(xeA — 3pe P (x € p)).
Twierdzenie (Zasada abstrakgji)
1) Jezeli r jest relacja réwnowaznosci w A, to A/ jest
podziatem zbioru A.
2) Jezeli P jest podziatem zbioru A, to istnieje taka relacja
réwnowaznosci r w A, ze P = A/r.
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Podprzestrzen i warstwa
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Kazda relacja rownowaznosci jest jadrem

x r y wtedy i tylko wtedy, gdy [x], = [v],

r = ker(Ax. [x],)

Porzadki

Przyktady porzadkow

» Relacja < w N jest liniowym porzadkiem.
> Relacja podzielnosci jest czesciowym porzadkiem:
m|n wtedy i tylko wtedy, gdy Jk:N (k- m = n).
» Inkluzja czesciowo porzadkuje P(A).
» Porzadek leksykograficzny w zbiorze N x N:
xyy<X,y) & x<xXVx=xAy<y)

jest porzadkiem liniowym.

Definicje

Niech (A, <) bedzie czesciowym porzadkiem.

1. Elementy a, b € A sa poréwnywalne,
gdya<blubb<a.
W przeciwnym razie a, b s3 nieporownywalne.

2. Jesli kazde dwa elementy zbioru B C A s3 poréwnywalne
to méwimy, ze B jest faricuchem w A.

3. Jesli kazde dwa rézne elementy zbioru B s3
nieporéwnywalne, to B jest antyfaicuchem w A.
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Niech Pr oznacza zbiér wszystkich liczb parzystych

Cwiczenie: Dwie relacje w zbiorze N — N:
> f r g wtedy i tylko wtedy, gdy Vx : N. |f(x) — g(x)| € Pr;
> f s g wtedy i tylko wtedy, gdy Vx € Pr. f(x) = g(x).
Czy to sa relacje réwnowaznosci? Moze jadra?
Relacja r jest jadrem operacji Af (Ax. f(x) mod 2).
Relacja s jest jadrem operacji Af. f|p,.

Jakie s3 klasy abstrakeji? Czy jest ich skonczenie wiele?

Relacje porzadkujace

Relacja czesciowego porzadku to relacja
zwrotna, antysymetryczna i przechodnia.

Relacja liniowego porzadku to spéjny czesciowy porzadek.

Przyktad

W zbiorze A —o— B funkgji czesciowych z A do B
definiujemy relacje C:

f C g wtedy i tylko wtedy, gdy
Dom(f) € Dom(g) AVa(a € Dom(f) — f(a) = g(a)).

Przyktady

» W porzadku (N, | ) potegi dwojki tworza tancuch,
a liczby pierwsze tworza antytancuch.

» Zbiér jednoelementowy jest zaréwno tancuchem
jak antytancuchem.Tak samo zbiér pusty.

» Zbiory dwuelementowe tworza antytancuch w (P(N), C).
> Rodzina {(—x,0) | x > 0} jest fancuchem w P(R).
» Rodzina {(x,>) | x > 0} tez.
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Definicje
Niech (A, <) bedzie czesciowym porzadkiem i niech a € A.

Mowimy, ze element a jest w zbiorze A:

najwigkszy, gdy Vx € A(x <a);
maksymalny, gdy Vxe A(a<x— a=x);
najmniejszy, gdy Vx € A(a<x);
minimalny,  gdy Vx € A(x <a— a=x).

Uwaga:
Element maksymalny w porzadku liniowym jest najwiekszy.
Element minimalny w porzadku liniowym jest najmniejszy.

Przyktad

W zbiorze (A —o— B, C) funkgji czesciowych z A do B:

» Elementem najmniejszym jest funkcja pusta L,
ktéra nigdzie nie jest okreslona.

» Elementami maksymalnymi sa funkcje catkowite.

> Jesli A# @ i B jest co najmniej dwuelementowy,
to nie istnieje element najwiekszy.
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Maksymalne i najwieksze

Fakt: Element najwiekszy (najmniejszy) jest
Jedynym elementem maksymalnym (minimalnym).

Ale nie na odwrot:
Czesciowy porzadek (Z & {w}, <), w ktérym:
x2y & [xyeD)AX<IVix=y=ul

ma tylko jeden element minimalny w,
ale nie ma elementu najmniejszego.

-4 -3 -2 -1 01 2 3 4 ......

w
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Izomorfizmy porzadkow

Jesli dwa zbiory czesciowo uporzadkowane s3 izomorficzne
i jeden z nich

> ma element najmniejszy, najwiekszy, maksymalny,
minimalny;!

> jest liniowo uporzadkowany;

» ma nieskonczony antytancuch;

> ma jakas inng wiasnos¢ porzadkowa,

to ten drugi tez.

INiepotrzebne skreslic.
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Przyktady

» Zero jest elementem najwiekszym a 1 najmniejszym
w zbiorze N uporzadkowanym przez podzielnos¢.

» W porzadku (N — {0,1}, | ) nie ma elementu
najmniejszego ani zadnych elementéw maksymalnych.
Elementami minimalnymi sa liczby pierwsze.

» W zbiorze (Z, <) nie ma zadnych elementéw minimalnych
ani maksymalnych.

» W zbiorze (P(N), C) najmniejszy jest zbior pusty,
a najwiekszy jest zbiér N.

» W zbiorze (P(N) — {@}, C) nie ma elementu
najmniejszego, a minimalne s3 singletony.

Maksymalne i najwieksze

Fakt: Element najwigkszy (najmniejszy) jest
Jedynym elementem maksymalnym (minimalnym).

Dowdd:  Niech a bedzie najwigkszy w A i niech b € A.
Przypusémy, ze a < b. Poniewaz a jest najwiekszy,

wiec takze a > b, skad a = b.

Zatem a jest maksymalny.

Niech teraz ¢ bedzie dowolnym elementem maksymalnym.
Skoro ¢ < a, to a = ¢ z maksymalnosci c. |

Izomorfizmy porzadkow

Definicja
Méwimy, ze zbiory czesciowo uporzadkowane (A, <) i (B, <)
sa izomorficzne, gdy istnieje taka bijekcja f : A 4B, ze

a<ad &  f(a) < f(d),

dla dowolnych a,a’ € A. Piszemy (A, <) = (B, <) lub A~ B.
Funkcje f nazywamy izomorfizmem.

Przyktad

Zbiér (N, <) jest izomorficzny ze zbiorem
A={1-1|neN-{0}}

ale nie ze zbiorem B = {m — 1 | m,n € N — {0}}.

0 1 2 3

Zbiér B jest izomorficzny ze zbiorem N x N
uporzadkowanym leksykograficznie.
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Przyktad

Zbisr B={m—1|mneN-{0}}

0 1 2 3

jest izomorficzny ze zbiorem N x N uporzadkowanym
leksykograficznie:

(0,0, (0,1),(0,2),...(1,0),(1,1),(1,2),...(2,0),(2,1),...

Przyktad

W porzadku (N,
z dotu (np. przez 1 albo 3)
i z gory (np. przez 180 lub 360).

) podzbiér {18,30} jest ograniczony

Przyktady

» W porzadku (N, | ) kresem gérnym zbioru {18,30}
jest liczba 90 a dolnym liczba 6.

> Ogolniej: w tym porzadku kresem gérnym zbioru liczb
jest ich najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ a kresem
dolnym — najwiekszy wspélny dzielnik.

» W rodzinie (P(A), C) kresem gérnym dowolnej
podrodziny X C P(A) jest suma J X.

» W szczegélnosci sup{B,C} = BU C.
Podobnie inf{B,C} = BN C.

Przyktady

> Rodzina R funkgji czesciowych jest zgodna, gdy dla
dowolnych f, g € R i dowolnego x € Dom(f) N Dom(g)
zachodzi f(x) = g(x).

» W zbiorze (A —o— B, C) funkgji czesciowych z A do B
kazda zgodna rodzina R ma kres gérny, supR = |JR,
gdzie:

» Dom(JR) = {Dom(f) | f € R};
> jesli f € R i f(x) jest okreslone,

to (UR)(x) = f(x).
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Ograniczenie gorne i dolne

Niech (A, <) bedzie porzadkiem czeSciowym i niech B C A
iae A Moéwimy, ze a jest ograniczeniem gérnym zbioru B
(oznaczenie B < a), gdy b < a dla wszystkich b € B.

Analogicznie definiujemy ograniczenia dolne:

(a < B oznacza, ze a < b dla wszystkich b € B.)

Jesli istnieje ograniczenie gorne (odp. dolne), to méwimy, ze
zbiér jest ograniczony z gory (odp. z dotu).

Kresy

Element a jest kresem gérnym zbioru B (a = sup B),
gdy jest najmniejszym ograniczeniem gérnym B, czyli:

» a>B;
» dla dowolnego ¢ € A, jesli ¢ > B, to ¢ > a.

Analogicznie, a jest kresem dolnym zbioru B (a = inf B),
gdy jest najwiekszym ograniczeniem dolnym B, czyli:

» a<B;
» dla dowolnego ¢ € A, jesli ¢ < B, to ¢ < a.

Przyktady

» W zbiorze liczb wymiernych Q, zbiér {q € Q | ¢* < 2}
ma ograniczenia gérne, ale nie ma kresu gornego.

» W zbiorze liczb rzeczywistych R kazdy niepusty podzbior

ograniczony z géry ma kres gérny (i analogicznie z dotu).

Wtasnos¢ te nazywamy ciggfoscia.

Przyktady

» Kres gérny zbioru pustego to element najmniejszy.

» Kres dolny zbioru pustego to element najwigkszy.
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Przyktad

Podzbiér {c, d} ma dwa ograniczenia gérne. ..

a b

c d

ale nie ma kresu gérnego.
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Zadanie: Jakiej mocy jest zbiér P wszystkich porzadkéw
czesciowych w R?

Rozwigzanie: Po pierwsze kazdy porzadek czgsciowy jest
relacja w R, wiec P < P(R x R) = 2¢.

Po drugie pokazemy, ze 2¢ < P.

Pierwszy pomyst: Sprébujmy pokaza¢, ze P(R) < P.
Jesli X C R, to okreslmy taka relacje <x, ze dla x,y € R:

x<xy wtw,gdy albox=y, alboxeXiy¢X.
Tak otrzymamy funkcje AX.<x : P(R) — P.
Dlaczego to jest niedobrze i jak to poprawi¢?

Jest niedobrze, bo < i <p to ta sama relacja.
Zatem A\ X.<x nie jest injekcja.
Trzeba sie pozby¢ np. R. ..
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Zasada minimum
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Uogdlnienie

Fakt
Kazdy skoriczony i niepusty czesciowy porzadek

ma element maksymalny i minimalny.
Dowéd:  Cwiczenie. O
(Co trzeba zmieni¢ w poprzednim dowodzie?)

Przerwa na .. .zadanie
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Zadanie: Jakiej mocy jest zbiér P wszystkich porzadkéw
czesciowych w R?

Rozwigzanie c.d. Pokazemy, ze P(R.) < P.
Jesli X C R, to okresimy taka relacje <x, ze dla x,y € R:

x<xy wtw,gdy albox=y,alboxeXiy¢gX.
Tak otrzymamy injekcje AX.<x : P(R.) =

Ale dlaczego to jest injekcja?

Bojesli X #Y,np.ae X —Y, toa<x -1 aleagy —1.

Whioski: Poniewaz R, ~ R, wiec P(R;) ~ P(R).

A zatem P < P(R,) = 2¢. .. _
i z twierdzenia Cantora-Bernsteina P = 2°.
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Fakt
Kazdy skoriczony i niepusty liniowy porzadek
ma element najmniejszy (i najwigkszy tez).

Dowdd:  Indukcja ze wzgledu na liczbe elementéw.
Dla zbioru pustego i zbioréw jednoelementowych oczywiste.

Zatézmy, ze teza zachodzi dla zbioréw n-elementowych.

Niech (A, <) bedzie liniowym porzadkiem mocy n + 1.

Wtedy A = B U {a}, gdzie B ma n elementéw.

Z zatozenia indukcyjnego B ma element najmniejszy b.

Jedli teraz b < a, to b jest elementem najmniejszym w A.

A jesli a < b, to elementem najmniejszym jest a. O
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Zasada minimum

Fakt
Kazdy niepusty podzbior A C N ma element najmniejszy.

Dowdd:  Skoro A jest niepusty, to ma jaki$ element n.
Zbior B ={m e A | m < n} jest podzbiorem s(n),

wiec jest skonczony, a zatem ma element najmniejszy b,
bo jest uporzadkowany liniowo.

Liczba b jest elementem najmniejszym zbioru A. Istotnie,
niech me A. Jesli m < n, to m € B, wiec b < m.
Ajeslin<m,tob<n<m bonecB.
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Zasada minimum

Kazdy niepusty podzbiér A C N ma element najmniejszy,
tj. taki element a € A, zeVb(b € A — a < b).

Oznaczenie: a = min A
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Przyktad

Graf spéjny, w ktérym nie ma cykli, nazywamy drzewem.
Fakt: Drzewo o n > 1 wierzchotkach ma n — 1 krawedzi.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw n.

Usuwajac jedna krawedz dostajemy dwa drzewa.
Jedno ma n; wierzchotkéw, drugie n, wierzchotkéw.
Razem jest n; + ny = n wierzchotkéw.

Z zatozenia indukcyjnego, pierwsze drzewo ma n; — 1
krawedzi, a drugie n, — 1. Razem z t3 usunieta mamy
doktadnie ny — 1+ n, — 1+ 1= n— 1 krawedzi.
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Poprzedni przyktad jeszcze raz

Graf spéjny, w ktérym nie ma cykli nazywamy drzewem.
Fakt: Drzewo o n > 1 wierzchotkach ma n — 1 krawedzi.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw n.

Jesli drzewo nie ma krawedzi, to ma tylko 1 wierzchotek.
Warunek jest wtedy spetniony.

Dalej mozna zatozy¢, ze drzewo ma jakies krawedzie.
Usuwajac jedna z nich dostajemy dwa drzewa. . .
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Dobre ufundowanie

Niech (A, <) bedzie zbiorem czgsciowo uporzadkowanym.
Jesli kazdy niepusty podzbiér zbioru A ma element minimalny,
to méwimy, ze (A, <) jest czesciowym dobrym porzadkiem,
lub, ze A jest dobrze ufundowany .

Jesli ponadto porzadek (A, <) jest liniowy,
to jest to dobry porzadek.

(Wtedy kazdy niepusty podzbiér A ma element najmniejszy.)

Troche inna zasada indukcji

Whiosek
Jesli Vn:N(Ym:N(m < n— W(m)) — W(n)),
to VmN. W(n).

Dowo6d:  Niech A= {n:N | =W(n)}. Jesli teza nie
zachodzi, to zbiér A jest niepusty, ma wiec element
najmniejszy n. Wtedy Vm:N(m < n — W(m)) ale nie jest
spetniony warunek W(n), co jest sprzeczne z zatozeniem.  [J

Morat: Aby udowodni¢, ze kazda liczba naturalna ma
wiasnosé¢ W, wystarczy dla kazdego n pokaza¢, ze:

Jjesli wszystkie liczby mniejsze od n maja wtasnos¢ W,
to takze n ma wiasnos¢ W

Zty przyktad

Niefakt: W dowolnym skorczonym zbiorze koni K
wszystkie konie s3 tego samego koloru.

Niedowdd: Jesli zbiér K jest pusty, albo w zbiorze
jest tylko jeden kon, to warunek jest spetniony.

Jesli jest wiecej koni, to wybierzmy jednego konia k € K,

a reszte zbioru K podzielmy na dwie mniejsze czesci A i B.
Zbiory AU {k} i BU {k} sa mniejsze niz zbiér K,

wiec konie w zbiorze AU {k} sa tego samego koloru

i konie w zbiorze B U {k} tez.

No to wszystkie konie sa tego samego koloru co kon k.

Gdzie jest btad? To nie dziata dla 2 koni.

Porzadki dobrze ufundowane

Inna definicja dobrego ufundowania

Fakt

Zbior (A, <) jest dobrze ufundowany wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje w nim ciag malejacy, tj. taki podzbior {a; | i € N},
ze ajy1 < a; dla dowolnego i.

Dowod: (=) Gdyby taki istniat, to by nie miat elementu
minimalnego.

(<) Przypusémy, ze niepusty podzbiér B C A nie ma
elementu minimalnego. Skoro B jest niepusty, to ma jakis
element by. On oczywiscie nie jest minimalny, wiec jest takie
by € B, ze by < by. | tak dalej: przez indukcje okreslamy

ciag malejacy by > by > by > - -+ O
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Przyktady

Kazdy porzadek skonczony jest dobrze ufundowany.

Zbiér N jest dobrze uporzadkowany przez zwykte < .
Zbiér N jest dobrze ufundowany przez podzielnos¢.

Zbiér N x N jest dobrze uporzadkowany leksykograficznie.
Zbiory Z, Q, R, [0, 1] nie sa dobrze ufundowane.

vV v vV VvV VY

Zbiér P(N) nie jest dobrze ufundowany przez inkluzje. . .
... bo rodzina wszystkich zbioréw nieskonczonych
nie ma elementu minimalnego.

Przyktad: funkcja Ackermanna-Sudana

Fakt: Nastepujaca procedura rekurencyjna

A(n,m)=if n=0then m+1
else if m = 0 then A(n—1,1)
else A(n—1,A(n,m— 1))

zatrzymuije si¢ dla dowolnej pary (n, m) € N2,

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na porzadek leksykograficzny
w zbiorze N2, (,Indukcja ze wzgledu na dwa parametry”)

Dowodzimy, ze: ,,A(n, m) jest okreslone’

przy zatozeniu: ,,A(/,)) jest okreslone dla wszystkich par (i, )
leksykograficznie mniejszych od (n, m).
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Definicja

W porzadku czesciowym (A, <) odcinkiem poczatkowym

wyznaczonym przez element x € A nazwiemy zbiér:
Oa(x) ={y €Ay <x}.

Zasada indukcji

Niech (A, <) bedzie dobrze ufundowany i niech W C A.
Zatézmy, ze dla dowolnego a € A zachodzi implikacja:

Opla) CW = ae W.
Witedy W = A.
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Porzadek leksykogratficzny

Zatézmy, ze alfabet A jest uporzadkowany przez relacje <.
Dla w,v € A%, przyjmujemy, ze w < v, gdy:
> w C v, albo
> istnieje takie stowo u, ze ua C w i ub C v,
dla pewnych a, b € A takich, ze a < b.

Na przyktad, jesli a < b, to ¢ < ab < aba < baba < bba
(decyduje pierwsza réznica).

Definicja

W porzadku czesciowym (A, <) odcinkiem poczatkowym

wyznaczonym przez element x € A nazwiemy zbior:
Oa(x) ={y € Aly <x}.

Zasada indukgji

Niech (A, <) bedzie dobrze ufundowany i niech W C A.
Zatézmy, ze dla dowolnego a € A zachodzi implikacja:

Op(a) SW = aeW.
Wiedy W = A.

Dowéd:  Przypusémy, ze W # A. Zbiér A— W jest wtedy
niepusty i ma element minimalny a. Z minimalnosci mamy
jednak Ox(a) € W, wiec a € W. O

Morat

Fakt
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Przyktad: funkcja Ackermanna-Sudana
Fakt: Nastepujaca procedura rekurencyjna
A(n,m) =if n=0then m+1
else if m = 0 then A(n —1,1)
else A(n—1,A(n,m — 1))
zatrzymuje sig dla dowolnej pary (n, m) € N2,
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na porzadek leksykograficzny
w zbiorze N2, (,Indukcja ze wzgledu na dwa parametry”)
Dla n = 0 teza jest oczywista.
Dla n>0i m =0, uzyjemy zat. indukcyjnego o (n —1,1).
Jeslin > 01i m >0, to z zatozenia indukcyjnego o (n,m — 1)
obliczenie A(n, m — 1) zatrzymuje sig z pewnym wynikiem a
Teraz uzywamy zatozenia indukcyjnego dla (n — 1, a).
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Mozna dowodzi¢ przez indukcje (i definiowa¢ przez indukcje)
ze wzgledu na dowolny zbiér dobrze ufundowany.
Na przyktad wtedy, kiedy sam zbiér jest skonstruowany przez
indukcje — wtedy mamy indukcje strukturalna.
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Porzadek leksykograficzny jest relacja czesciowego porzadku
w zbiorze A*. Jesli alfabet jest liniowo uporzadkowany, to
porzadek leksykograficzny tez jest liniowy.
Dowdd:  Zwrotnos¢ wynika ze zwrotnosci relacji C.
Przechodnios¢ (przyktady)
agfr agfr agfrtzj agfrtzj agfrtzj
agfrvsj agfrvsj ah aggbds agfrzzj
agfrzg ahfrvsj ahgsfadr aggbdva anhg
Antysymetria
Zaden nietrywialny przypadek nie jest mozliwy.
Spéjnosé
Zawsze jest ,pierwsza réznica” (lub walkower). O
272



Porzadek leksykogratficzny

Uwaga: Jesli w A s3 dwa elementy a, b, takie ze a < b, to
porzadek leksykograficzny < nie jest dobrym ufundowaniem
zbioru A*.

Bo np. zbiér {a"b | n € N} nie ma elementu minimalnego.
Istotnie, a"b > a" b, dla kazdego n.

Typy indukcyjne

Obiekty typu indukcyjnego tworzone s3 przez konstruktory.

Kazdy element mozna otrzyma¢ tylko w jeden sposéb,
przez pewne ztozenie konstruktoréw.

Z typem indukcyjnym zwigzane s3

> swoista zasada indukcji;

> swoisty schemat definiowania przez indukcje.

Inne typy indukcyjne

Drzewa binarne:

leaf : tree node : tree X tree — tree

Omega-drzewa:

leaf : w-tree node : (N — w-tree) — w-tree.

Abstrakcyjna skfadnia

Wyrazenia algebraiczne (termy), w ktérych wystepuja
(na przyktad):
zmienne ze zbioru V = {x; | i € N},
state ze zbioru {0, 1},
operacje + oraz *,
tworza typ indukcyjny WA o konstruktorach:
x: N — WA,
0,1: WA,
+,%: WA x WA — WA,
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Typy indukcyjne

Co faczy ze soba liczby naturalne i stowa?

- Definicja przez konstruktory;

- Indukgja.

Takie dziedziny nazywamy typami indukcyjnymi.
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Listy

Listy liczb naturalnych tworza typ indukcyjny list generowany
przez dwa konstruktory:

nil : list, oraz cons : N x list — list.

Zamiast cons(n, () czesto piszemy n :: (.

Zasada indukgji:

W(nil) A Ve:list(W(C) — Vn:N.W(n:: () — Ve:list. W(0).
Schemat definiowania przez indukcje:

f(nil,d) = g(d);
f(n:t,d) = h(lnd f(ld)).
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Typy indukcyjne z trywialng indukcja

Suma prosta:

Suma prosta A& B ma dwa konstruktory
inn:A—A®B, in,:B—A®B.

Dowodzenie przez indukcje sprowadza sie do dwéch
przypadkéw. (Nie ma zatozenia indukcyjnego.)

lloczyn kartezjanski:

lloczyn A x B ma jeden konstruktor para: A — (B — A x B).
Typ jednostkowy:

Typ Unit ma jeden konstruktor e € Unit.

Typ Bool:

Typ wartosci logicznych Bool to suma prosta Unit & Unit.
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Przyktad: sktadnia abstrakcyjna

Wyrazenie algebraiczne (term) to w istocie drzewo, np. takie:
*
+ +
* Xy —+ 1
0 1 Xz/ 1

Taki term mozna zapisa¢ tak:
#(+(+(0,1), x(1)), +(+(x(2), 1), 1))
albo tak: ((0% 1)+ x1)* ((x2 + 1)+ 1).
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Sktadnia konkretna

Sktadnia abstrakcyjna termu to jego faktyczna struktura.
Term mozna sobie wyobraza¢ jako drzewo.

Skfadnia konkretna, to przedstawienie termu w postaci napisu.
Moze uzywaé nawiaséw, albo konwencji notacyjnych,
na przyktad okreslenia priorytetéw:

» Mnozenie ma wyzszy priorytet niz dodawanie,

» Dodawanie wykonujemy od lewej, itp.

Wtedy wyrazenie ((0 1) 4 x1) * ((x2 + 1) + 1) mozna zapisa¢
w postaci (0% 14 x1) % (X + 1+ 1).
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Definiowanie przez indukcje
Wartosciowanie zmiennych ze zbioru V = {x; | i € N}
w zbiorze N to dowolna funkcja v : V — N.
Uméwmy sie, ze znaki +, *, 0 i 1 interpretujemy jak zwykle.
Wartos¢ termu t przy wartoéciowaniu v, ozn. [t],,
definiujemy przez indukcje:
[x1, = v(x), [0]. =0, 1. =1
[t +ulv = [e]v + [ulv, [t uly = [e]v + [ul
Jesli v(x))=7i v(x2)=3, to [(0* 1+ x;) * (xo + 1+ 1)], = 35.
Ale mozemy sie uméwic inaczej.
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Wartosc termu, przyktad
Przyjmijmy A=P(R), z=9, ] =Q
i niech a(u,v) =uvUv, m(u,v)=u—v.
Jesli v jest takie, ze v(x) = R i v(x) = {0,7}, to
[(0x1+x)*(+1+1)], =
(z-QUR)—({0,r}uQUQ) =
R (QU{r}) = 1Q - {r},
gdzie IQ to zbiér wszystkich liczb niewymiernych.
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Sktadnia (abstrakcyjna) rachunku zdan

» Symbole (zmienne) zdaniowe (p. q,r....),
oraz state L i T sa formutami zdaniowymi.

> Jesli o jest formuta zdaniowa,
to takze —a jest formufa zdaniowa.

> Jedli o i 3 sa formutami zdaniowymi to
a— 08, aVp, aAp

tez sa formutami zdaniowymi.

Inaczej: formuty zdaniowe tworza typ indukcyjny,
o konstruktorach p, g, r,..., L, T,= =, V,A
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Rozmaite sktadnie konkretne
+/ \+
SN N
O/ \1 xz/ \1

Taki term mozna zapisa¢ tak: (0% 1+ x1) * (X, + 1+ 1).
Albo tak: * (+ (% (0,1),x1), + (+ (x2, 1), 1)).

Albo: * + *01x; + +x11.

Albo: 01 % x; + xp1 + 1+ *.

Wartos¢ termu, ogdlniej
Wartosciowanie zmiennych ze zbioru V = {x; | i € N}
w zbiorze A to dowolna funkcja v : V — A.
Ustalamy pewne funkcje a,m: A x A — Alistate z,j € A,
Umoéwmy sie, ze +, *, 0i 1 interpretujemy jako a, m, z, j.

Wartos¢ termu t przy wartosciowaniu v definiujemy
przez indukgje:

[x]. = v(x), [0], = z, [, =J.
[t +uly = a(lely, [6]y), [t * uly = m([e],, [uly)

Wtedy [(0% 1+ xi) * (X, + 1+ 1)], jest jakims elementem A.

Logika formalna

(Klasyczny rachunek zdan)

Przyktad: sktadnia abstrakcyjna
=
a/ \%
VANEVAN
/N
p q

Sktadnia konkretna:  (((p A q) — r) = ((—=p) = r))
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Przyktad: sktadnia abstrakcyjna

N
SN N
p/ \q P

Skfadnia konkretna:  (pAq—r)— (=p—r)

Rownowaznosé

> Napis a <> (3 jest skrétem napisu (o — 5) A (8 — ).

Przyktad

Formuta (p A g — r) — (=p — r) ma wartos¢ jeden przy
interpretacji o, gdzie

olp)=o(r)=1 i o(q)=0.

Ta sama formuta ma wartos¢ zero przy interpretacji /1, gdzie
u(p) =pu(r) =0 i p(q) =1

Réwnowaznos¢ i implikacja

> Formuty ((p<>q)<>r) i (p<>(g<>r))
s3 réwnowazne.
» Ale zadna z nich nie jest réwnowazna
formule (p <> ) A (g <> r).
» Co znaczy napis: p <> g <> r?
» Zdania postaci ((p — q) = r)i(p — (g —r))
nie s3 réwnowazne.
» | zadne z nich nie jest réwnowazne
zdaniu (p — q) A (g = r).
» Co znaczy napis p — q — r?
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Sktadnia konkretna

» Koniunkgja i alternatywa maja wyzszy priorytet niz

implikacja: zamiast (p A q) — r piszemy p A q — r.

> Negacja ma najwyzszy priorytet:

>

>

napis —p — g oznacza implikacje.
Koniunkgja i alternatywa maja ten sam priorytet:

napis p V g A r jest niepoprawny.
Ale wielokrotng koniunkcje (alternatywe) piszemy bez
nawiaséw: napis p V' g\ r oznacza (pV q) V r.

Przyktady:
(pAg—r)=(-p—r) pA(g—r)—==(p—r)
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Semantyka rachunku zdan

Interpretacja zdaniowa (inaczej: wartosciowanie zdaniowe)
to funkcja o, ktéra kazdej zmiennej zdaniowej p

przypisuje warto$é¢ logiczng o(p) € {0, 1}.

Wartos¢ formuty przy interpretacji o
definiujemy (oczywiscie) przez indukcje:

>

VVyVYyVYYVYyYy

[L]lo=0 oraz [T],=1;

[Pl = o(p), gdy p jest symbolem zdaniowym;
[-al, =1 - [a].:

lo v Bl = max{[ale, [8.}:

[ A Bl = min{[a],, [8].}:

[o — 8], =0, gdy [a], =1 [8], = O;

[ee = 8], = 1, w przeciwnym przypadku.
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Spetnialnosc i prawdziwos¢

Jedli [¢], = 1, to piszemy tez o |= ¢ i méwimy, ze

formuta ¢ jest spefniona przez interpretacje o.

Formuta ¢ jest spefnialna,

gdy o |= ¢ zachodzi dla pewnej interpretacji o.

Formuta spetniona przy kazdej interpretacji

jest prawdziwa (jest tautologia). Piszemy = .
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Semantyka rachunku zdan

Interpretacja zdaniowa (inaczej: wartosciowanie zdaniowe)
to funkcja o, ktéra kazdej zmiennej zdaniowej p

przypisuje warto$é¢ logiczng o(p) € {0, 1}.

Wartos¢ formuty przy interpretacji o
definiujemy (oczywiscie) przez indukcje:

>

VVYyVYyVYYVYyYy

[L]lo=0 oraz [T],=1;

[Pl = o(p). gdy p jest symbolem zdaniowym;
[[ﬁallg =1- [[allg;

lo v 81, = max{[ale, [8.}:

[o A 1, = min{[ol.. [}

[[“ — /gllg =0, gdy I[a]]g =1i IIB]IQ =0

[ee = 8], = 1, w przeciwnym przypadku.
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Whioskowanie z przestanek

Méwimy, ze formuta ¢ jest konsekwencja zbioru zatozen I
i piszemy [ |= ¢, gdy dla dowolnej interpretacji zdaniowej o,

jezeli [7], = 1 dla kazdego v € T, to takze [¢], = 1.

Przyktad: {¢ — v, v = 0} o — 0.

(Mozna to napisa¢ bez klamerek: ¢ — 1,9 — ¥ |= ¢ — 1.)

Zwiazek [ |= ¢ to ogdlnie poprawny schemat wnioskowania.

Normalizacja formut

Twierdzenie: Dla kazdej formuty zdaniowej istnieje
réwnowazna jej formuta w koniunkcyjnej postaci normalne;j.

Szkic dowodu:
Najpierw eliminujemy implikacje, stosujac zasade:
(= B) <> (ma Vv p).
Otrzymujemy formute, w ktérej wystepuja tylko V, A i —.

Reguty przepisywania
Eliminujemy podwdjne i trywialne negacje:

a = -T = 1 -L =T
Przesuwamy w dét" negacje z pomoca praw De Morgana:
—(aVp) = (raA=p)  (aAB) = (maV-p)
Eliminujemy nadmiar statych logicznych:

TVa = T, TANa = a,
1A = 1, 1LVva = «a

,Przesuwamy w dot" alternatywy:

aV(BAY) = (aVB)A(aVA).

Dlaczego ta procedura musi sie zakoriczyc?

Kazdej formule (bez —) przypiszemy liczbowa wage:

> waga(p) = 2, gdy p jest atomem (w tym T, L).

(
> waga(p A1) = waga(p) + waga(y) + 2;
> waga(p V) = 2 - waga(y) - waga(v);
>

waga(—y) = 2"83(9),

Fakt: Kazda operacja zmniejsza wage.
Wezmy na przyktad =(aV ) = (—a A —f).
Niech waga(«) = a i waga(8) = b. Wtedy:

Waga(ﬁ(a V. 5)) — pwaga(aVB) _ p2ab.
waga(—a A =) = 27 + 20 + 2 < 223b,

297

299

301

Normalizacja formut

Literat to symbol zdaniowy lub negacja symbolu zdaniowego.

Formuta zdaniowa ¢ jest w koniunkcyjnej postaci normalnej,
gdy  jest koniunkcja alternatyw literatéw, tj. wyglada tak:

(PLV V) A APV -V pf),

gdzie wszystkie pj sa literatami.
Przyktad:  (pV —q)A(qV=r)A(=pV=qVr)

Uwaga: (1) Pusta koniunkcja (r = 0) to stata T.
(2) Pusta alternatywa (k; = 0) to stata L.

208
Normalizacja formut
Dana jest formuta, w ktérej wystepuja tylko \/, A i —.
Jesli ta formuta nie jest w postaci normalnej
(PLV V) A APV -V pF),
to zawiera ,podformute” jednej z nastepujacych postaci:
—(aV ), —(aAB), =T, -1, -,
TVa, TAa, 1L Aa, 1LVa
aV(BAY)
(z doktadnoscia do kolejnosci argumentéw).
300
Przyktad
Formute —(pV —q)V (r AT) przepisujemy do postaci:
~(pV=q)Vr
(~pA=mq) VT
(=pAq)Vr
(=pVr)A(gVr).
Wszystkie te formuty sa réwnowazne.
Ostatnia formuta jest w koniunkcyjnej postaci normalnej.
302

Rozmiar postaci normalnej

Operacja
aV(BAy) = (aVE)A(aVy)

podwaja podformute . Wielokrotne podwajanie moze
wyktadniczo zwiekszy¢ rozmiary catej formuty.

Jakiej wielkosci jest postaé normalna tej formuty?

(P AG) V(P2 AG2) V-V (pnAGn)

304



Sita wyrazu rachunku zdan

Kolorowanie grafu

Niech G bedzie (skonczonym) zbiorem, w ktérym okreslono
symetryczng relacje r. Pare G = (G, r) nazwiemy grafem.

(Myslimy o G jak o zbiorze wierzchotkéw grafu,
a o relacji r jak o zbiorze krawedzi tego grafu.)

Graf G = (G, r) jest tréjkolorowy, gdy istnieje taki podziat
zbioru G na trzy roztaczne czesci, ze zadne dwa elementy
zbioru G, nalezace do jednej sktadowej, nie s3 w relacji r.

(Wierzchotki potaczone krawedziami sa réznych koloréw.)

Kolorowanie grafu

Dany graf G = (G, r). Okreslimy tak zbiér formut I'g, ze:
G jest trojkolorowy & I jest spetnialny.

w ten sposdb pytanie dotyczace grafu sprowadzimy do pytania
o spetnialnos¢. (Podobnie mozna robi¢ z innymi pytaniami.)

Uzyjemy do tego zmiennych zdaniowych postaci p/, dla a € G
oraz i € {1,2,3}. (Sens: wierzchotek a ma kolor 7.)

Kazde wartosciowanie zmiennych p! odpowiada pewnemu
powiazaniu koloréw z wierzchotkami grafu.

Warunki ['; méwia, ze to powiazanie jest poprawne.
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Rachunek predykatow

(pierwszego rzedu)

309

Formuty pierwszego rzedu

» Formuty atomowe r(ty, ..., t,) sa formutami,

gdzie r to symbol relacyjny a t;,. .., t, to termy
(wyrazenia algebraiczne).

(Zwykle piszemy np. t; + t, zamiast +(t1, t5).)
> State logiczne L, T s3 formutami.
Jesli ¢, 1) s formutami, to
=1, VY, pAY, -
sa formutami.

> Jesdli ¢ jest formuty, a x zmienng indywiduowa, to

s formutami.

Ten graf jest trojkolorowy
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Kolorowanie grafu

Dany graf G = (G, r). Okreslimy tak zbiér formut I'g, ze:
G jest trojkolorowy & g jest spetnialny.

w ten sposob pytanie dotyczace grafu sprowadzimy do pytania
o spetnialnos¢. (Podobnie mozna robi¢ z innymi pytaniami.)

Uzyjemy do tego zmiennych zdaniowych postaci p}, dla a € G
oraz i € {1,2,3}. (Sens: wierzchotek a ma kolor i.)

W zbiorze I s3 takie formuty:

az = (p3 vV P3V P3) APy AP3) A=(ps A P3)A=(p3 A P3),
dla kazdego a € G. (Element a ma dokfadnie jeden kolor.)
Bab = (P} A p5) A= (P35 A p3) A= (p3 A p3),

dla kazdej pary (a, b) € r. (Elementy a i b sg réznego koloru.)
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Jezyk logiki pierwszego rzedu

» Zmienne indywiduowe, np. x,y, ...
» Symbole relacyjne, np. r, <, itp.
» Symbole funkcyjne (w tym state), np. +, f, $.

Symbole funkeyjne i relacyjne tworza sygnature.
(Taka sygnatura jest zwykle skofczona.)

Na przyktad sygnatura arytmetyki moze by¢ taka:
+,%,0,1, <.
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Zmienne wolne

FV(p) to zbiér wszystkich zmiennych wolnych formuty ¢:

FV(r(ty,..., t,)) to zbiér wszystkich zmiennych w t;, ..., th.
FV(aVv p)=FV(aApB)=FV(a — §) =FV(a) UFV(p),
FV(T) = FV(L) = 2,

FV(-a) = FV(a),

FV(Vx ) =FV(3xy) = FV(p) — {x}.

Na przyktad FV(Vx (r(x,x) = r(x,y)) V 3z r(x,z)) = {x,y}.
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Semantyka formut

Struktura relacyjna (takze: model, interpretacja),
to niepusty zbiér wraz z odpowiednimi relacjami i funkcjami:
A= (AP A L EA

Wartosciowanie w strukturze A, to funkcja v : V — A.

Znaczenie formuty ¢ przy wartosciowaniu v
to jej wartos¢ logiczna [¢], € {0, 1}.

Znaczenie formut ztoZonych

v

[-a]y = 1= [c]v:
[eev 5] = max{[«].. [A].};

v

> [a A Sl = min{[a]., [5].};

> [a— ], =0, gdy [o], =1i[8], =0;

» [oo — ], = 1, w przeciwnym przypadku.
Przyktad

Znaczeniem formuty 3z(x < z A z < y) w strukturze (Q, <),
— przy wartosciowaniu v(x) =1, v(y) = 2 jest 1,

— przy wartosciowaniu v(x) = 3, v(y) = 2 jest 0.

Znaczeniem tej samej formuty w strukturze (Z, <),
— przy wartosciowaniu v(x) =1, v(y) = 2 jest 0.

— przy wartosciowaniu v(x) =1, v(y) =7 jest 1.

Spetnialnosc i prawdziwosc¢
Formuta jest spefnialna (spetnialna w A) jesli jest spetniona
w pewnym modelu (w modelu A) przez pewne wartosciowanie.

Formuta ¢ jest prawdziwa w A (piszemy A = ), jezeli jest
spetniona w A przez wszystkie wartosciowania.

Formuta ¢ jest prawdziwa (jest tautologia), jezeli jest
prawdziwa w kazdym modelu A. Wtedy piszemy = .
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Semantyka formut

Znaczenie formuty ¢ przy wartosciowaniu v
to jej wartos¢ logiczna [¢], € {0, 1}.

Znaczenie formuty atomoweyj:

> [L], =0
> [T]. =1,
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Znaczenie formut z kwantyfikatorami

Ponizej, v[x  a] oznacza takie wartosciowanie, ze

v[x — a](x) = a oraz v[x — a|(y) = v(y).

> [x¢], = min{l¢]ypoa | 2 € AL

> [3x¢], = max{[¢]vixoa | 2 € A}
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Wazny fakt:

Znaczenie formuty zalezy tylko od wartosci jej zmiennych
wolnych. Scislej:

Jedli v(x) = w(x) dla kazdego x € FV(y), to [¢], = [¢]w

Zdanie, to formuta, ktéra nie ma zmiennych wolnych.

Na przyktad formuta 3xVy (x < y) jest zdaniem,
a formuta Vy(x < y Ay < z) nie jest zdaniem.

W ustalonej strukturze zdanie jest albo prawdziwe
albo fatszywe (niezaleznie od warto$ciowania).

318

Przyktad

Zdanie Vx(P(x) V Q(x)) — Vx P(x) V Vx Q(x)
nie jest tautologia, ale jest spetnialne.

Interpretacja pierwsza: zbiér liczb naturalnych, gdzie P(x)
oznacza parzystos¢, a Q(x) nieparzystos¢ liczby x.

Interpretacja druga: zbiér liczb naturalnych, gdzie P(x)
oznacza podzielnos¢ przez 3, a Q(x) podzielnosé przez 7.
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Tautologie z kwantyfikatorami

> —VxA(x) <> Ix—A(x);

> —IxA(x) <> Vx—A(x);

> Vx(A(x) A B(x)) <> VxA(x) A VxB(x);

> 3x(A(x) V B(x)) <> 3xA(x) V 3xB(x);
Ponizej, zmienna x nie jest wolna w A:

> Vx(AV B(x)) <+ AV VxB(x)
> 3x(AA B(x)) < AA3IxB(x).

Cwiczenie

Symbole relacyjne R, S sa jednoargumentowe,
symbol funkcyjny f jest dwuargumentowy.

Napisaé zdanie prawdziwe doktadnie w tych modelach
A= (A FARA SA),

w ktérych obraz zbioru R4 x S* przy przeksztatceniu £+
zawiera sie w zbiorze R4 N SA.

Rozwiazanie:

Vx¥y(R(x) A S(y) = R(f(x,y)) A S(f(x,¥))

Jak ustali¢c, ze formuta jest tautologia?

Zte wiadomosci:

» Formuta zdaniowa z n symbolami zdaniowymi ma 2"
réznych interpretacji. Moze tylko jedna jest zta?
Sprawdzenie wszystkich stanowczo trwa zbyt dtugo.

» Nie istnieje zadna algorytmiczna metoda sprawdzania
czy dana formuta pierwszego rzedu jest tautologia.

Naturalna dedukcja

> Reguty wprowadzania spéjnikéw logicznych: jak mozna
udowodni¢ formute danej postaci?

» Reguty eliminacji spéjnikéw: jak mozna wykorzystaé
formute tej postaci do udowodnienia innej?
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Zadanie: Czy to jest tautologia?
(GyP(y) = ¥zQ(2)) = Vy(P(y) = Q(y))

Rozwiazanie: Przestanka JyP(y) — VzQ(z)
jest réwnowazna kazdej z formut:

-3y P(y) VVz Q(z);
Yy =P(y) vVz Q(z2);

Vy(=P(y) vV vz Q(2));
vyVz(=P(y) v Q(2));
VyVz(P(y) = Q(2)).

Zatem cafos¢ jest réwnowazna oczywistej tautologii:
vyvz(P(y) = Q(2)) = Vy(P(y) = Q(¥)).

Cwiczenie

Napisa¢ zdanie prawdziwe w strukturze ({a, b}*.- e, =)

stéw nad alfabetem {a, b}* z konkatenacja i sfowem pustym,

ale nieprawdziwe w strukturze ({a, b, c}*,-, ¢, =).

Rozwiazanie:

PaIVy(VaVa(y =21z >y =z Vy=2)—

y=xVy=xVy=¢)

Powyzsze zdanie zdanie rozréznia te dwie struktury.

Jak ustali¢, ze formuta jest tautologia?

Mozna ja udowodnic.

Wprowadzanie koniunkcji

A

B

Poniewaz A oraz B, wiec AN B.

Zapisujemy to jako regute wnioskowania WA :

A B
ANB

gdzie ,[ " oznacza:

r'FA I'eB

albo tak : TTANE

.przy zatozeniach I
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Eliminacja koniunkgji
ANB
Poniewaz A /\ B, wiec A.
ANB
Poniewaz A /\ B, wiec B.
Reguty wnioskowania EA:

ANB ANB

A B
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Eliminacja implikacji (odrywanie)
A
A—B
Poniewaz A oraz A — B, wiec B.

Reguta modus ponens:

A A—=B
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Wprowadzanie implikacji

Zatézmy A. (Cel: B)
Zatem B. (Cel osiagniety)
Zatem A — B.

Jaka tu mamy regute?

AEB
A—B

Aby udowodni¢ A — B, dowodzimy B przy zatozeniu A.
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Wprowadzanie implikacji

Zatézmy A. (Cel: B)
Zatem B. (Cel osiagniety)
Zatem A — B.

Jaka tu mamy regute?

NAFEB

I J
rrass W)

Aby udowodni¢ A — B, dodajemy zatozenie A i dowodzimy B.

Eliminacja koniunkcji
ANB
Poniewaz A /\ B, wiec A.
AANB
Poniewaz A /\ B, wiec B.
Reguty wnioskowania EA:

rEAAB r'EAANB
r=A =B
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Eliminacja implikacji (odrywanie)

A
A—B
Poniewaz A oraz A — B, wiec B.

Reguta modus ponens:

r'’FA THFA—=B

r-B8 (E=)
332
Woprowadzanie implikacji
Zatézmy A. (Cel: B)
Zatem B. (Cel osiagniety)
Zatem A — B.

Jaka tu mamy regute?

U6
rNFA—B

Aby udowodni¢ A — B, dodajemy zatozenie A i dowodzimy B.
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Przyktad
Zatézmy p (Cel 1: g — p)
Zatézmy g (Cel 2: p)
Z zatozenia mamy p (Cel 2 osiagniety)

Zatem q — p (Cel 1 osiggniety)

Zatem p — (g — p)

Sprébujemy to zapisa¢ zwiezlej.
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Przyktad
p (Cel 1: ¢ — p)
p.q (Cel 2: p)
Fp (Cel 2 osiggniety)
pkqg—p (Cel 1 osiagniety)
Fp—(q—p)
Jeszceze zwigzlej: Bez ramek:
p.qbp
(W)
' pEg—p .
pFg—p (W=)
Fp—(q—p)
Fp—(q—p)
Przyktad dowodu

(p—p)—aq, pEp
(p=p)—=qF p—=p

(W=)

(p—p)—=qt (p—p)—q

(p—p)—atq
F((p—p)—q) > q

(E—=)

-)

Dowéd formalny to drzewo, ktérego korzen (u dotul),
to udowodniony osad.

A liscie (u gory)?

Wprowadzanie negacji
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Zatézmy A

Zatem L (sprzecznosc).

(Cel: 1)

Zatem —A.

MAEL
M=-A

341

Eliminacja fatszu: ex falso quodlibet

1

Poniewaz |, wiec A

r=_1

—(E1)

A

Naturalna dedukcja: formalizacja w stylu Gentzena

» Rozwazamy osady postaci [ - ¢, gdzie [ jest zbiorem
formut (zatozen), a ¢ to formuta (teza).
Zamiast @ |-  piszemy po prostu F ¢.

» Reguty w stylu Gentzena stuza do wyprowadzania osadéw
(z innych osadéw). Zapisujemy je tak:

M@, Mk on
At
Na gérze sa przestanki, na dole konkluzja.

Uwaga: Naturalna dedukcja w stylu Gentzena,
to co innego niz ,rachunek sekwentéw Gentzena'!
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Trzeba od czegos zaczac

Ponizsza reguta nie ma przestanek.

— (Ax
Fru{eibe 9

Nazywamy ja aksjomatem naturalnej dedukcji
i zwykle zapisujemy tak:

Mebe (Ax)

(Najprostszy dowdd polega na przywotaniu zatozenia.)
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Eliminacja negacji

A
-A

Poniewaz A oraz ~A wigc L (sprzecznosc).
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Wprowadzanie prawdy

Jeszcze jedna reguta bez przestanek:

— (WT
FFT( )
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Wprowadzanie alternatywy
A

Poniewaz A, wiec AV B.
B

Poniewaz B, wiec AV B.

r-A ) r-8
— \/ I —
r-AvB r-AvB

Whioskowanie przez zaprzeczenie

Zatézmy —A. (Cel: L)

Zatem L.

Zatem A.
M-Ak L

A
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Przyktad: Tertium non datur

Zatézmy —(p V —p) (Cel 1: 1)
(Cel 2: pV —p)
(Cel 3: —p)

Zatézmy p. (Cel 4: 1)

Poniewaz p, wiec p \VV —p.
Poniewaz p \V —p oraz —=(p V —p), wiec sprzecznos¢.
(Cel 4 osiagniety)

Zatem —p. (Cel 3 osiagniety)
Poniewaz —p, wiec p \V —p. (Cel 2 osiagniety)
Poniewaz p \V —p oraz —(p V —p), wiec L. (Cel 1 osiagnigty)

Zatem p V —p.
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Podsumowanie: aksjomat i implikacja

Moty (Ax)

NAFB r'FA THFA—=B

SATE E
rrase W) rFB (E=)

Eliminacja alternatywy

A \/ B
Zatézmy A. : (Cel 1: C)
:Zatem C.
Zatézmy B. (Cel 2: C)
:Zatem C.

Poniewaz AV B, wiec C.

r-AvB MAFC rB+C
r=c

(EV)
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.Nienaturalny wyjatek”

Ta regufa to jakby eliminacja podwdjnej negacji:

M ——A
A

348

To samo w notacji Gentzena:

=(pV=p),pkp
=“(pV-p),ptpV-p =(pV=p),pt=(pV-p)
=(pV=p),pk L
=(pV-p)F-p

—(pV-p)FpV-p ~(pV=p)F=(pV-p)

-(pV-p)k L
FpV-p
Uwaga: Istota naturalnej dedukcji jest wprowadzanie
i eliminacja spéjnikéw. Pudetka, drzewa itp. to tylko

sposoby prezentacji.
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Reguty dla koniunkgji

r=A r=B
—— (W)
r-AAB
r'FAAB r'FAAB
— (En) — (EN)
r=A =B
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Reguty dla alternatywy
THA r-B8
— (WV) — (WV)
T-AvB T-AVB

rFAvVB T,AFC T,BFC
rec

(EV)

Dowdéd formalny

Dowéd formalny osadu I - ¢ w naturalnej dedukgji,
to drzewo skonczone, w ktérym kazdemu wierzchotkowi
przypisano pewien osad. Przy tym:

> Korzeniowi drzewa przypisano osad I - .

» Osad przypisany dowolnemu wierzchotkowi powstaje
z osadéw przypisanych jego dzieciom poprzez
zastosowanie jednej z regut wnioskowania.

> Lisciom przypisano osady postaci A, a b .

Dowéd osadu = ¢ nazywamy dowodem formuty .

Poprawnosc¢ i petnos¢ (dla rachunku zdan)

Twierdzenie (o petnosci)

» System naturalnej dedukcji jest poprawny: Jesli formuta
ma dowdd (jest twierdzeniem) to jest tautologia.

» System naturalnej dedukcji jest petny: Kazda tautologia
ma dowdd.

Poprawnos¢

Twierdzenie: Jesli osad T = « ma dowad, to T = a.

Dowdd: Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu
na wielkos¢. . . dowodu I = «v. Rozwazamy kilka przypadkéw,
zaleznie od ostatniej uzytej reguty.

Przypadek 1: Osad I - « jest aksjomatem, tj. [ =", a.
Wtedy teza jest oczywista.

Przypadek 2: Osad I' - « otrzymano przez (E—) z osadéw
It —ail b 3. Z zatozenia indukeyjnego I |= 5 — «
oraz [ |= 3, bo te dowody maja mniejsze rozmiary.

Jesli wiec o =T, to o spetnia obie formuty 5 — i 3.
Wtedy o musi tez spetnia¢ a.
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Reguty dla prawdy, fatszu i negacji

—— (WT) E( )
re r-A
MAF L M--A TFA
(W=) (E-)
M--A r-1
F,—\AFJ_(E )
reA

Przyktad : =5+ (8 A7)

=B, BAY E BAYy

(EA)
B BNV B B BAYE B
B BNy L (5
— (W)
-8 F =(BAY)

Przypomnienie notacji

Piszemy o |= T, gdy [7], = 1, dla kazdego v € T.

Piszemy I' = ¢, gdy dla dowolnej interpretacji zdaniowej o:

jezeli o =T, to takze [¢], = 1.

Jesli osad T - ¢ ma dowdd, to piszemy po prostu "I - ¢".

JesliTHa, to T =«

Przypadek 3: Osad I - « otrzymano przez (W—).
Wtedy o = 3 — 7 oraz ', § - v ma dowéd mniejszych
rozmiaréw, zatem I, 5 |= ~, z zafozenia indukcyjnego.
Zatozmy, ze o =T, Jesli [5], = 1, to 0 =T, 3, wiec
[7], =1, skad [ — ~], = 1. A jesli [5], = 0, to tym
bardziej [ — 7], = 1.
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JesliTHa, tol Ea

Przypadek 4: Osad I = o otrzymano przez (EL) z '+ L.
Z zatozenia indukcyjnego dostajemy I |= L, co oznacza,
ze nie istnieje interpretacja zdaniowa spetniajaca I'.

A wiec I' = «, walkowerem.

Przypadek 5: Osad I - « otrzymano z pomoca reguty (E——)
zosadu [, —a b L. Wtedy ', ~a |= L z zatozenia
indukcyjnego, czyli nie istnieje interpretacja zdaniowa
spetniajaca ', =a. Znaczy to doktadnie tyle, ze kazda
interpretacja zdaniowa spetniajaca ' musi spetniac a.
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Petnos¢: Jesli = «, to - «
363
(1) ByFBAY
BakB Bty
yEB  Biakny (WA)
By BAY
365
(3) B, F-(BVy)
Oznaczenie: [ = {3, 7.3V ~}
rBFB T.BF-8 : Foavby Toyk -y
F-Bvy rAF L h Fyk L
(EV)
TFL
1)

- (E
=B,y E=(BV )

367

JesliTHa, tol E a

Przypadek 6: Osad I - « otrzymano z pomoca reguty (EV)
z trzech osadéw: T+ 5V, T,0Fa, T,yFa.

Z zatozenia indukcyjnego wiemy, ze I = 3V .

Jesli wiec o =T, to [], = 1 lub [7], = 1, skad o spetnia
jeden ze zbioréw I, 3, lub I, . W obu przypadkach

z zafozenia indukcyjnego wynika, ze [a]o = 1.

Przypadki 7-14: Podobnie.
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Lemat 1:
Nastepujace osady maja dowody w naturalnej dedukgji:
1. ByyEBAY:
2. B,y E=(B =)
3. B,y E=(BV )
4. 2 =(BAy) oraz —yE(BAY);
5. ‘\“13 =" Y:
6. vy B —1;
7.kl
8. FaVqa
9. B —=—p.
364
(2) BvE=(B—1)
Oznaczenie: [ = {3, v, — 7}
r=g =B —=n
L (B =)
MNE—y e
—(E)
M1 )
—— (W)
B,y k=8 =)
366
(5) "fEB—~
-B.8F=8  —B,BFB
-6,6F L
7[5 e (EL1)
P, Y
— (W)
BB =y
368



6) yFB—~

7, B8Ey
TEB =y

369

(9) /9 = ﬁﬁﬂ

371

Lemat 3 (Reguta cigcia):
JesliTHaorazl,ab 3, to T+ .

Dowdd:
FaFg
Tha—pB MFa
r=ps

(E-=)

Whiosek:
Jeslilf~ay,...,TFa, oraz T,a;...,a, -3 ,to THf.

373

Lemat Kalmara

Oznaczenie: Dla dowolnej interpretacji zdaniowej o
i dowolnej formuty o przyjmijmy, ze

el @ jesli |[a]]_£, =1;
=, w przeciwnym przypadku.
Na przyktad jesli o(p) =01 o(q) =1, to g? = g, p? = —p oraz
((p=4a) = p)=~((p—a) = p)
Lemat Kalmara: Niech py, ..., p, beda wszystkimi

symbolami zdaniowymi wystepujacymi w formule c.
Wowczas pf, ..., p2+ a?, dla dowolnego o.

Czyli na przykfad q,—p + —((p — q) = p).

(7) F-L
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Petnosc: Jesli = «, to - «

Lemat 2 (Ostabianie): Jesli ' - v to takze T U A+ a.
Dowdd: We wszystkich osadach wystepujacych

w dowodzie I F o dopisujemy A po lewej stronie.
(Porzadny dowdd jest przez indukcje.)
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Lemat 4: JesliIM,vFaorazl,—yF a,tolF a.

Dowod: Poniewaz -+ V =y, wigc [ = 7V =y (ostabianie).
Teraz nalezy zastosowac regute eliminacji alternatywy:

M=yv-y MyFa M-k«
Mo

374

Lemat Kalmara

Jesli w formule oo wystepuja tylko symbole py, . .., P,
topf,...,peF al.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dtugosé formuty a.

Przypadek 1: Jesli o = p;, to pf,. ... p2 = pf jest aksjomatem.

Przypadek 2: Jesli o« = L, to a® = L. A skoro - —L,
to takze pf, ..., p2 = =L (ostabianie).

Podobnie dla o = T.
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Dowéd lematu Kalmara

Przypadek 3: Niech o = 3 — 7.

Jesli [a], =0to [A], =11i[v], =0. Formuty i~ sa
krétsze od o, wiec pf, ..., pet [Boraz pf, ..., p¢t —y

z zatozenia indukcyjnego. Z lematu 1(2) wiadomo,

ze 3,y (8 — 7). Uzywajac ostabiania i reguty ciecia

dostaniemy pf. ..., pLE=(8 = 7).

Jedli [o], = 1, to albo [5], = 0 albo [], = 1.

W pierwszym przypadku z zatozenia indukcyjnego wiemy,
ze pf,..., pe =5, aw drugim, ze p7, ..., P2+ ~. W obu
przypadkach potrafimy udowodni¢ 3 — ~ z lematu 1(5,6).

Dowdéd lematu Kalmara

Przypadek 5: Niech o = S A~

Jesli [a], =1, to [5], = [7], = 1 i mamy dowody
osadéw p{,....p2t Bipf, ..., p¢ . Pozostaje

zastosowac regute (WA).

Jesli [a], = 0, to jedna z wartosci [],, [7], jest zerem,
istnieje wiec dowéd osadu py, .. ., p2 = = lub dowéd
osadu pf,. ... p2 = 7. Mozna teraz skorzystac z tego,

ze =S F (B A~y) oraz =y = (B A7).

Petnosé rachunku zdan

Twierdzenie (o petnosci): Kazda tautologia ma dowdd.

Dowdd: Niech a bedzie tautologia zdaniowa.
Wtedy a? = « dla dowolnej interpretacji o.

Niech py, ..., pn beda wszystkimi symbolami zdaniowymi

w formule o. Udowodnimy, ze dla dowolnego m < n
i dowolnego o zachodzi pf, ..., pS t a.

Przyjmujac m = 0 otrzymamy - a.

Dowdéd przebiega przez indukcje ze wzgledu na n — m.
Dla m = n teza wynika z lematu Kalmara.

Nieco silniejsza wersja twierdzenia o petnosci

Twierdzenie (tatwe) Dla dowolnej formuty ¢ i dowolnego
skoriczonego zbioru formut T zachodzi réwnowaznosé:

M=o wtw, gdy Mo

Twierdzenie uogdlnione: Dla dowolnej formuty ¢
i dowolnego zbioru formut T zachodzi réwnowaznosé¢:

M=y wtw, gdy Mo
Ale co znaczy T I ¢, jesli T jest zbiorem nieskonczonym?

Ze istnieje taki skoiiczony zbiér o C T, ze Tg - .
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Dowdéd lematu Kalmara

Przypadek 4: Zatézmy, ze o = 3V 7y i niech [a], = 1. Zatem
[8], = 1 lub [7], = 1. Wtedy jedna z formut 3, v ma dowéd
przy zatozeniach pf. ..., pg i stosujac regute wprowadzania
alternatywy od razu dostajemy p{,...,p¢ = 3V .

Jesli natomiast [«], = 0, to z zatozenia indukcyjnego wynika,
ze mamy dowody dla osadu p{, ..., p¢ - — oraz dla osadu

piy...,plF =5, Ale z lematu 1(3) mamy =3, -y - = (8 V y),
skad wynika p{, ..., peE—=(BV 7).

Dowdéd lematu Kalmara

Przypadek 6: Niech a = = 4.
Jesli [a], =1, to [B8], =0

i z zatozenia indukcyjnego pf,. ... p2+ —f.

W przeciwnym razie, p{,...,p2t 3, a skoro 3 - ——f
(lemat 1(9)), to tez pf, ..., p2 F —a.

Krok indukcyjny

Zatozenie indukcyjne:
pi. - PG, Py @, dla dowolnego o.

Teza:
P, p. = «, dla dowolnego o.

Wezmy dowolne o. Z zatozenia indukcyjnego wynika, ze
PLies Pl Pmit - oo oraz  pf... pl mPmi1 @
Pozostaje skorzysta¢ z lematu 4

(JesliT.vFaorazl,—yFa, tol Fa.)

Nieco silniejsza wersja twierdzenia o petnosci

Twierdzenie uogélnione: Dla dowolnej formuty
i dowolnego zbioru formut T zachodzi réwnowaznosé:
= wtw, gdy istnieje taki skoriczony
zbior Ty C T, zeTg .

Twierdzenie (o zwartosci): Jezeli [ |= ¢, to istnieje taki
skoriczony podzbior Iy C T, ze [y = .
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/wartos¢

Twierdzenie (o zwartosci): Jezeli I |= ¢, to istnieje taki
skoriczony podzbior Ty C T, ze [y = .

Whiosek: Jezeli kazdy skoriczony podzbicr zbioru I
Jest spetnialny, to caty zbior I jest spetnialny.

Dowdd: Jesli T nie jest spetnialny, to I = L. Z twierdzenia
o zwartosci istnieje wiec skoficzony niespetnialny podzbiér.

Kolorowanie nieskonczonego grafu

Twierdzenie: Jesli relacja r jest tréjkolorowa w kazdym
skonczonym podzbiorze zbioru G, to jest tréjkolorowa w G.

Dowdd: Zdefiniujemy pewien nieskonczony zbiér I formut
rachunku zdan. Uzyjemy do tego (nieskoniczenie wielu)
zmiennych zdaniowych postaci p/, dla a € G oraz i € {1,2,3}.
Intuicja: p! czytamy ,wierzchotek a ma kolor i”.
W zbiorze I s3 takie formuty:

as = (p; VP2V p3) A=(p3 Ap2) A=(p Ap3) A =(p3AP3),
dla kazdego a € G. (Element a ma dokfadnie jeden kolor.)

Bab = =Py A p5) A= (p3 A p3) A= (p3 A p3),
dla kazdej pary (a, b) € r. (Elementy a i b sa réznego koloru.)

Naturalna dedukcja pierwszego rzedu

(Dygresja fakultatywna)

Eliminacja V

Vx A(x)

Poniewaz Vx A(x), wiec A(t).

gdzie t jest dowolnym termem (takze zmienna).

I VxA(x)
M= A(t)
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Przyktad: kolorowanie nieskonczonego grafu

Niech G bedzie nieskoncz
symetryczna relacje r.

onym zbiorem, w ktérym okreslono

(Myslimy o G jak o zbiorze wierzchotkéw nieskoriczonego
grafu i o relacji r jak o zbiorze krawedzi tego grafu.)

Relacja r jest trojkolorowa, gdy istnieje taki podziat zbioru G
na trzy sktadowe, ze zadne dwa elementy zbioru G, nalezace

do jednej sktadowej, nie s

(Wierzchotki potaczone ki

a w relacji r.

rawedziami sg réznych koloréw.)

Relacja r jest trojkolorowa w podzbiorze H C G, gdy

tréjkolorowa jest relacja r

N (H x H) w zbiorze H.
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Kolorowanie nieskonczonego grafu

aa=(p; VIV p3) A =(py A P2 APy Ap3) A —(p3AP3)

Bab = —(p3 A pb) A —(P3

Mh={a,|ac H U{B,
Mr=r¢

A p3) A=(p3 A p3)
b | (a,b) ernHxH}, dlaHCG.

Zbiér Ty jest spetnialny wtw, gdy relacja r jest tréjkolorowa
w podzbiorze H. A tak jest dla wszystkich skofczonych H.

Niech " C T bedzie skoficzony. Wtedy I C I, dla pewnego

skonczonego H C G. Zat

Z twierdzenia o zwartosci
relacja r jest tréjkolorowa

Wprowadzanie V

em [ jest spetnialny.

caty zbiér I jest spetnialny, czyli
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Wezmy dowolne y.

Zatem A(y).

(Cel: A(y))

Zatem Vx A(x).

r=A(y)

[ Vx

Wprowadzanie 3

FV(T
) y ¢ FV(I)

390

A(: t)

Poniewaz A(t), wiec Ix A(x)

gdzie t jest dowolnym termem.

M= A(t)

I 3xA(x)

392



Eliminacja 4
Ix A(x)

Niech y bedzie takie, ze A(y) (Cel: B)

Zatem B.

Poniewaz Jx A(x), wigc B.

ME3xA(x) T Ay)FB
]

(v V(M UEV(B))

303
Przykfad: IxVy P(x,y) — Vy3x P(x,y)

Zatézmy IxVy P(x,y) (Cel: Yy3x P(x,y))
Wezmy dowolne y. (Cel: Ix P(x,¥))
Niech X bedzie takie, ze Vy P(X, y). (Cel: 3x P(x,y))

Poniewaz Vy P(X, y), wiec P(X,¥).
Poniewaz P(X,y), wiec 3x P(x,Y).
Poniewaz 3xVy P(x, y), wiec Ix P(x,¥).
Zatem Yy3x P(x, y).
Zatem IxVy P(x,y) — Vy3x P(x, y).
Cwiczenie: Napisa¢ dowéd formalny.
395
Silniejsza wersja twierdzenia o petnosci
Twierdzenie: Dla dowolnej formuty ¢ i dowolnego
zbioru formut T zachodzi réwnowaznos¢:
M=o wtedy i tylko wtedy, gdy (")
Co to znaczy?
b ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taki skoficzony podzbiér 'y C T, ze Tg F .
Twierdzenie (o zwartosci): Jezeli [ |= ¢, to istnieje
taki skoniczony podzbior o C T, ze [y = .
307

Zastosowanie twierdzenia o zwartosci

Fakt: Nie istnieje formuta o spetnialna dokfadnie w tych
modelach, gdzie interpretacja symbolu relacyjnego r jest
relacja dobrego porzadku.

Dowdd: Zatézmy, ze takie ¢ istnieje. Zdefiniujmy formuty

(

r(xi, x2)
—r(x, x3)

-

ap = r(x,x)

A A
r(xs, %) A A

r(Xns Xn—1) A = (Xn—1, Xn)
(Sens: wartosci xi, xa. . . ., X, tworza skonczony ciag malejacy.)
Zbior I = {a, | n > 1} U {p} jest niespetnialny.
Ale kazdy jego skonczony podzbiér Iy jest spetnialny,
na przyktad w (N, <). Sprzecznos¢.
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Przyktad: Vx(P(x) — C), Jy P(y)F C

Zatézmy, ze Vx(P(x) — C) oraz 3y P(y) (Cel 1: C)
Niech y bedzie takie, ze P(y). (Cel 2: C)
Poniewaz Vx(P(x) — C), wiec P(y) — C.

Poniewaz P(y) oraz P(y) — C, wiec C.

Poniewaz Jy P(y), wiec C

Oznaczenie: I = {Vx(P(x) — C),3y P(y)}
I, P(y) - V¥x(P(x) = C)
NPy FEP) = C L Py)F P()
=3y P(y) rPy)-C
r=c

394

Twierdzenie o petnosci

Nastepujace warunki sa réwnowazne:

» Formuta ¢ jest prawdziwa w dowolnej interpretacji.
» Osad + ¢ ma dowdd.
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Zwartosc logiki pierwszego rzedu

Twierdzenie (o zwartoéci): Jezeli I |= o, to istnieje
taki skoriczony podzbicr o C T, ze Ty = .

Whiosek: Jezeli kazdy skoriczony podzbicr zbioru T
Jjest spetnialny, to caty zbior I jest spetnialny.

Dowdd: Jesli I nie jest spetnialny, to I |= L. Z twierdzenia
o zwartosci istnieje wigc skonczony niespetnialny podzbiér.
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Jeszcze o relacjach réwnowaznosci

400



Przypomnienie

Dwuargumentowa relacja r w zbiorze A jest relacja
rownowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwrotna,
symetryczna i przechodnia:

> VxeA(xrx);
> Vx,yeA(xry = yrx);
> Vx,y,z€EA(xry ANyrz — xrz).

Przyktad: Jadro przeksztatcenia f : A — B:

(x,y) € ker(f) & f(x)="f(y).

Konstrukeje ilorazowe

Nowe typy mozna definiowaé jako ilorazy.
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Liczby wymierne

Liczby wymierne (utamki) to pary liczb catkowitych
z doktadnoscia do (czesciowej) relacji réwnowaznosci

(x,y)~=(u,v) < (y,v#0 A x-v=u-y)

Oczywiscie zamiast [(x, y)]~ piszemy X
y

405

Dwa naturalne przeksztatcenia

» Kanoniczna surjekcja v : A — A/ (jest jedna taka)
k() = [a],
» Funkcja wyboru o : A/y — A (moga by¢ rézne takie)

a([a]) € [al,
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Przyktad: alfa-konwersja

Formuty Ix(x 4+ 1 =y) i 3z(z + 1 = y) znacza dokfadnie
to samo (maja zawsze te samg wartos¢), bo réznig sie tylko
wyborem zmiennej zwigzanej.

Méwimy, ze miedzy tymi formutami zachodzi relacja
alfa-konwersji. Czesto utozsamiamy takie formuty.

Liczby catkowite

Chcemy odejmowac liczby naturalne, tj. mie¢ dziatanie
odwrotne do dodawania: chcemy, zeby ,3 — 5" +5 = 3.
Inaczej: chcemy rozwigza¢ réwnanie x + 5 = 3.

Pomyst: implementowa¢ ,3 — 5" jako pare (3,5).
Ale wtedy ,3—5"4+4+1=2+1,skad ,3—5"+4=2.

Zatem ,3 — 5" = ,2 — 4", Tak jest dlatego, ze 3 +4 =2+ 5.

A wiec niektére réznice musza by¢ réwne:
(m,n) ~(m',n"y < m+n=m+n

To jest relacja réwnowaznosci w N x N. Liczby catkowite to
jej abstrakty (pary liczb naturalnych ,z doktadnoscia do ~").

Morat:  Mozna definiowaé Z jako N x N/ _.

Liczby rzeczywiste

Ciag Cauchy’ego to taki ciag f liczb (wymiernych), ze

Ve:Q (e > 0 — ImNVKkN(k > n— |f(n) — f(k)| <€)

Liczby rzeczywiste to ciagi Cauchy'ego liczb wymiernych

z doktadnoscia do relacji réwnowaznosci =:

f = g wtedy i tylko wtedy, gdy
Ve:Q (e >0 — InVk (k> n— |f(k) —g(k))| <e)).

Pewnik wyboru

Definicja
Funkcja wyboru dla rodziny zbioréw R: taka funkcja f, ze
f(X)e X, gdy X € R.

Czy funkcja wyboru (dla rodziny R zbioréw niepustych)
zawsze istnieje?

Zaktadamy, ze tak.

To zatozenie nazywamy pewnikiem (aksjomatem) wyboru.
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Pewnik wyboru inaczej

Zbior S C |JR jest selektorem dla rodziny R,
gdy S ma doktadnie po jednym elemencie wspélnym
z kazdym zbiorem rodziny R, tj.:

VacRIteca(Sna={t}).

Wierzymy, ze dla dowolnej rodziny niepustych zbioréw
istnieje funkcja wyboru.

Whiosek
Dla dowolnej rodziny niepustych zbioréw parami roztacznych
istnieje selektor.

Dowéd:  Selektorem jest zbiér wartosci funkcji wyboru. [

409
Produkt uogdlniony
Produkt uogdlniony rodziny indeksowanej {A;}c1
podzbioréw D, to zbidr
[[icr Ae={f:T =D |Vte T.f(t)e A}
fellierAs & Dom(f)=T A VteT.f(t)eA.
Uwaga:
Jesli A, = A, dla wszystkich t € T, to [[,c+ Ac = A”.
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Niepustos¢ produktu
Twierdzenie
Jesli {A;} et jest rodzing indeksowana zbioréw niepustych,
to produkt M. 7A; jest niepusty.
Dowdd:  Niech ¢ bedzie funkcja wyboru dla {A; | t € T},
i niech f(t) = p(A;), dlat € T. Wtedy f € [[,. A:. O
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JeéliA;é@if:AiBtoistniejetakieg:BgA, ze gof =ida.

B
A f Re(f)

lloczyn kartezjanski

lloczyn kartezjanski A x B sktada sie z par. Para to obiekt
wyznaczony przez jeden element A i jeden element B.

lloczyn kartezjanski trzech zbioréw sktada sie z tréjek.

Ogolnie, iloczyn postaci A; x - -+ x A, skfada sie z krotek
postaci (ay,....a,). Czyli z ciagéw skonczonych.

Jak zdefiniowaé iloczyn kartezjanski
nieskoniczenie wielu zbioréw?

Jesli te zbiory A; s3 numerowane liczbami naturalnymi / € N,
to elementami iloczynu kartezjanskiego powinny by¢ ciagi
nieskonczone postaci {a;}cn.

A co zrobi¢ z dowolna rodzing indeksowang {A;}c1?
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Cwiczenie
» Zbiory [[,c+(A: N Be) i [Toer Ac NI 7 B: sa rowne.
» Zbiory [[,cr(AcUB:) i [[,er AcU T er Be
niekoniecznie.
Na przyktad dla T =N, A, = {0}, B, = {1},
do pierwszego zbioru naleza wszystkie ciagi
zerojedynkowe, do drugiego tylko ciagi state.
> Por. Vt(A(t)V B(t)) vs. VtA(t)VVtB(t)
412
Twierdzenie
Zatézmy, ze A # &. Wtedy:
1) Jesli f: A5 B toistnieje g : B -5 A, ze g o f =idy.
2) Jesli g : B 25 A to istnieje f : A3 B, e go f =idy.
Whiosek
Jesli A # @, to nastepujace warunki sg réwnowazne:
1) Istnieje funkcja f : A % B;
2) Istnieje funkcja g : B = A.
414

JeéliA;&@if:A:Btoistniejetakieg:BgA,iegof:idA.

B
A f Rg(f)

g(b) = if b € Rg(f) then f1(b) else
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Jesli g - B 25 Ato istnieje takie f : A 23 B, ze g o f = id.

B
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Twierdzenie
Suma przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych
Jjest przeliczalna.

Dowdéd:  Niech A bedzie przeliczalng rodzing zbioréw
przeliczalnych. Zatézmy, ze A # @& oraz @ ¢ A. Wtedy:

> Istnieje funkcja F : N 25 A.
> Istnieja funkcje f,, : N "% F(m).

Kazde a € | A nalezy do pewnego F(m).
Zatem kazde a € |J A jest postaci f,(n).

Niech G(m, n) = f,(n), dla m,n € N. Ale ktére f,,?
Funkcja G : N x N — [ J A jest na [J A.

Zatem | J A jest zbiorem przeliczalnym. |
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Mniej oczywisty skutek pewnika wyboru:
lemat Kuratowskiego-Zorna

Twierdzenie
Niech (Z. <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym,
spetniajacym nastepujacy warunek:

(*)  Kazdy tancuch ma w Z ograniczenie gorne.
Wtedy w Z istnieje element maksymalny.
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Twierdzenie: Kazda przestrzen liniowa ma baze
Dowdd:  Niech Z = {A C V | A jest liniowo niezalezny}.
Wykazemy, ze (Z, C) ma element maksymalny.

Sprawdzamy czy kazdy fancuch ma w Z ograniczenie gérne.
Niech t bedzie tancuchem w Z i niech B = (J t.
Pokazemy, ze zbiér B jest liniowo niezalezny.

Przypus¢my kyjvi + - - + k,v, = 0, gdzie vy, ..., v, € B.
Wtedy v; € Ay, ..., v, € A, dla pewnych A;,... A, € ¢t.

Ktoérys zbior A; jest najwiekszy; wtedy vq,..., v, € A;.
Skoro A; jest liniowo niezalezny oraz kyvy + - -+ + kv, = 0,
tokk=---=k,=0.
Zatem zbiér B = J t jest liniowo niezalezny, tj. B € Z.
Oczywiscie B jest ograniczeniem gérnym dla ¢.
A wiec kazdy fancuch ma ograniczenie gérne. *)

Pokazalismy, ze spetniony jest warunek (*).
Zatem (Z,C) ma element maksymalny. OJ

Jesli g - B 5 A to istnieje takie £ : A 23 B, ze g o f = id.

B
]
.
—~——

felle'ah) #2
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Twierdzenie
Suma przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych
Jjest przeliczalna.

Dowéd:  Niech A bedzie przeliczalna rodzing zbioréw
przeliczalnych. Zatézmy, ze A # & oraz & ¢ A. Wtedy:

> Istnieje funkcja F : N 2 A.
> Istnieja funkcje £ : N = F(m).
Niech F, = {f | f : N % F(m)} i niech ¢ bedzie
funkcja wyboru dla rodziny {F,, | m € N}.
Teraz G(m, n) = ¢(Fp)(n), dla m,n € N.
Funkcja G : N x N — [J A jest na | J A.

Zatem | J A jest zbiorem przeliczalnym. O
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Tymczasem, w przestrzeni liniowey. . .

Podzbiér A przestrzeni liniowej V jest liniowo niezalezny,
jesli z warunku kyvi + - - + k,v, = 0, gdzie vi, ..., v, € A,
wynika k; = --- =k, = 0.

Zbiér A jest baza przestrzeni V, wtedy i tylko wtedy, gdy jest
liniowo niezalezny, oraz kazdy element przestrzeni V jest
kombinacja liniowa elementéw zbioru A.

Whiosek
Baza to maksymalny zbior liniowo niezalezny,
czyli maksymalny element rodziny

Z ={A C V| A jest liniowo niezalezny}
uporzadkowanej przez inkluzje.
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Kazda przestrzen liniowa ma baze

Cel 1: Kazdy taricuch jest ograniczony z géry.

Zatézmy, ze t jest tancuchem. Cel 2: B =)t ogranicza + w Z.
Cel3: BeZ
Niech kyvi + -+ kpv, = 0. .. Cel 4: ky =+ =k, =0.
Zatem ky = -+ =k, =0 (Cel 4 osiagniety)
Zatem B jest liniowo niezalezny, tj. B € Z (Cel 3 osiagniety)
tatwo widzie¢, ze VA Ac £t -+ ACB
Zatem B jest ograniczeniem £t w Z (Cel 2 osiagniety)
Zatem kazdy tancuch ma ograniczenie gérne (Cel 1 osiagniety)

Z lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny.
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Zadanie

Niech A bedzie ustalonym podzbiorem ptaszczyzny, ktéry
ma przynajmniej dwa elementy. Udowodni¢, ze istnieje
podzbiér B C A, o takich wtasnosciach:

» Zadne trzy rézne punkty zbioru B nie sa wspotliniowe;

» Kazdy punkt zbioru A — B lezy na pewnej prostej
wyznaczonej przez dwa rézne punkty ze zbioru B.

Jesli A jest cafa ptaszczyzna, to wystarczy dowolny okrag.

Ale jesli A jest jakims dziwnym zbiorem?

Rozwiazanie

A — jakis podzbiér ptaszczyzny.
W = {X C A | zadne trzy punkty w X nie sa wspotliniowe}.

Nasze B to element maksymalny w porzadku (W, C).
Czy taki element istnieje?

Uzyjemy lematu Kuratowskiego-Zorna. Sprawdzamy warunek

(*) Kazdy fancuch ma w (W, C) ograniczenie gorne.
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Rozwiazanie

A — jakis podzbiér ptaszczyzny.
W = {X C A | zadne trzy punkty w X nie s3 wspotliniowe}.

Nasze B to element maksymalny w porzadku (W, C).
Czy taki element istnieje?

Tak, na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna, bo zachodzi
warunek

(*) Kazdy fancuch ma w (W, C) ograniczenie gorne.
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Poréwnywanie liczb kardynalnych

Niech A, B - dowolne zbiory i niech 7 = {f | f : A et B}.

(F,C) spetnia zatozenia lematu Kuratowskiego-Zorna.

1-1
Zatem istnieje element maksymalny f : A —o— B.

Z maksymalnosci:

— albo Dom(f) = Ai mamy f: A3 B, skad A < B.

>l

—albo Rg(f) = Bimamy f': B X3 A skad B <

]

Whiosek: Zawsze A < BlubB <

Zadanie

Niech A bedzie podzbiorem ptaszczyzny. Udowodni¢, ze
istnieje zbiér B C A, o takich wtasnosciach:
1. Zadne trzy rézne punkty zbioru B nie sa wspétliniowe;

2. Kazdy punkt zbioru A — B lezy na pewnej prostej
wyznaczonej przez dwa rézne punkty ze zbioru B.

Potrzebujemy zbioru B C A o wtasnosci (1),
ktérego nie da sie juz powiekszy¢, bez utraty tej whasnosci.

Czyli maksymalnego zbioru o wtasnosci (1).
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Rozwiazanie
W = {X C A | zadne trzy punkty w X nie s3 wspotliniowe}.
Sprawdzamy warunek
(*) Kazdy fancuch ma w (W, C) ograniczenie gorne.
Niech wiec ¢ bedzie taficuchem w W i niech S = (J £.
Wtedy S € W. Istotnie, jesli a, b,c € S = | £, to kazdy
z tych punktéw nalezy do pewnego zbioru z tancucha £.
Jeden z tych trzech zbioréw zawiera pozostate (bo t jest
tancuchem) wiec punkty a, b, ¢ nie moga byé wspétliniowe.
Skoro S =[Jt € W, to S jest szukanym ograniczeniem
tancucha t. Sprawdzilismy warunek (*).
428
Jeszcze jeden przyktad
1-1
Niech A, B - dowolne zbiory i niech 7 = {f | f : A —o— B}.
(F,C) spetnia zatozenia lematu Kuratowskiego-Zorna.
Niech L - tancuch.
To jest rodzina zgodna, wiec | JL : A —o— B.
Czy ta suma jest réznowartosciowa?
Przypusémy, ze |J L(a1) = J L(a2) = b.
Sa takie f,f, € L, ze fi(ay) = b i f(ay) = b.
Ale to jest tancuch, wiec np. f; C f,.
Wtedy f(a1) = f(a2), skad a; = a».
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Paradoksalny skutek pewnika wyboru:

twierdzenie Banacha-Tarskiego

Twierdzenie

Niech K oznacza kule w R® o promieniu 1.
Istnieje taki podziat K na skonczenie wiele czesci
G, G, ... C,, oraz takie izometrie ©1, ..., ¢y,

ze p1(G)U---Up(C,) = K1 UKy,

gdzie Ky i Ky to roztaczne kule o promieniu 1..

Uwaga: Nie kazdy zbiér ma ,objetos¢”.
Istnieja zbiory niemierzalne.

Dowdéd:  https://www.youtube.com/watch?v=s86-Z-CbaHA
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https://www.youtube.com/watch?v=s86-Z-CbaHA

Jeszcze o porzadkach czesciowych

Fakt
W kracie zupetnej istnieje element najmniejszy |
i najwigkszy T.

Fakt
W kracie zupetnej kazdy podzbiér ma kres dolny.

Dowdd:  Niech (A, <) bedzie krata zupetna i niech B C A.
Rozpatrzmy zbiér C = {x € A | x < B}. Istnieje sup C.

Jesli be B, to b > C, wiec dla ¢ =supC mamy b > c.
Zatem c jest ograniczeniem dolnym zbioru B.

Ponadto c jest kresem dolnym, bo x < B implikuje x < ¢. [J
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Przyktad

Niech f: P(N)—P(N) bedzie taka, ze f(A) = AU{1,3,7}.

To jest funkcja monotoniczna.

Punkty state przeksztalcenia f to wszystkie te zbiory A,
do ktérych naleza liczby 1,3,7.

Zbior {1,3,7} jest najmniejszym punktem statym funkgji £.

Piszemy {1,3,7} = lfp(f).

437

Przyktad

Niech f : P(N) — P(N) bedzie taka funkcja, ze dla X C N:
f(X)={0}u(Xn{L2}).

Witedy:

B={XeP(N)|f(X)CX}={XCN|0e X},
Ifp(f) = {0}
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Przypomnijmy sobie, ze:

Element a jest kresem gérnym zbioru B (a = sup B),
gdy jest najmniejszym ograniczeniem gérnym B, czyli:

» a>B;
» dla dowolnego c € A, jeslic > B, to ¢ > a.

Analogicznie, a jest kresem dolnym zbioru B (a = inf B),
gdy jest najwiekszym ograniczeniem dolnym B, czyli:

» a<B;
» dla dowolnego c € A, jeslic < B, to c < a.
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Punkty state

Niech (A, <) i (B, <) beda porzadkami czesciowymi.

» Funkcja f : A — B jest monotoniczna,
gdy x < y implikuje f(x) < f(y).

> Jesli f : A— Aoraz f(a) = a, to méwimy,
ze a jest punktem statym funkgji f.
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Twierdzenie o punkcie statym (Tarski-Knaster)

Jesli (A, <) jest krata zupetna, to kazda monotoniczna
funkcja f : A — A ma najmniejszy punkt stafy.

Dowdd:  Niech B = {x € A| f(x) < x}; niech a = inf B.
Pokazemy, ze a jest najmniejszym punktem statym funkgji .

Dla dowolnego x € B mamy a < x, wiec f(a) < f(x) < x.
Zatem f(a) jest ograniczeniem dolnym zbioru B, skad

f(a) < a, bo a jest kresem dolnym.

Ale skoro f(a) < a, to takze f(f(a)) < f(a), wiec f(a) € B.
Zatem a < f(a) i mamy réwnosc.

Poniewaz wszystkie punkty state funkcji £ musza naleze¢

do B, wiec a jest najmniejszym punktem statym. O
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Przyktad: domkniecie przechodnie relacji

(Przypomnijmy, ze relacja s jest przechodnia
wtedy i tylko wtedy, gdy s-s Cs.)

Niech r C A x A niech ¢ : P(A x A) — P(A x A) bedzie taka:
o(s)=rUsuU(s-s).

Punkty state funkcji ¢ to relacje przechodnie zawierajace r.

Inaczej: rozwiazania réwnania s = rUsU (s - s). (Cwiczenie)

Najmniejszy punkt staty ¢ to domkniecie przechodnie relacji r.
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Przyktad

Niech V' bedzie przestrzenia liniowg nad R. Ustalmy Z C V/
i niech F: P(V) — P(V) bedzie taka funkcja, ze

FW)=ZU{u+w]|uweW}U{s-w|seRAwe W}

Punkty state operacji F, to podprzestrzenie przestrzeni V
zawierajace zbiér Z.

Najmniejszym punktem statym operacji F jest podprzestrzen
rozpieta na zbiorze Z.

Motywujacy przyktad

Rozpatrzmy program (definicje funkgji):
f(m,n) = if m = nthen 0 else f(m+3,n) + 3.

Mamy tu w istocie réwnanie postaci f = ®(f).

Znaczeniem tego programu jest funkcja f : Z x 7 —o— Z,
ktora jest punktem statym przeksztatcenia

O (ZXZ—o>7)— (LXL—o~17)
®(f)(m,n) = if m = n then 0 else f(m+3,n) + 3.
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Motywujacy przyktad

Najmniejszym rozwigzaniem réwnania
f(m,n) = if m = nthen 0 else f(m+3,n) +3

jest funkcja

fo(m,n) = if n > m A 3|(n— m) then n — melse L.
Jest to kres gérny ciagu przyblizen:
if m = nthen 0 else |;
if m=nthen0else if m+ 3 =nthen 0+ 3 else |;
i tak dalej.
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niestety. . .

» Zbiér funkcji czesciowych (A —o— B, C) nie jest krata
zupetna (o ile B ma co najmniej dwa elementy).

Na szczescie:

» W zbiorze (A —o— B, C) funkgji czgsciowych z A do B
kazda zgodna rodzina R ma kres gérny supR = [JR.

(Rodzina R funkcji czesciowych jest zgodna, gdy dla dowolnych f. g € R
i dowolnego x € Dom(f) N Dom(g) zachodzi f(x) = g(x).)
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Najmniejsze punkty state

Rozwigzanie réwnania X = F(X) to punkt staty
przeksztatcenia AX. F(X).

Jesli réwnanie X = F(X) stanowi rekurencyjna definicje X,
to szukamy najmniejszego punktu statego.

Motywujacy przyktad

Przeksztatcenie & : (Z x Z —o— Z) — (Z x 7 —o— 7)
®(f)(m,n) =1if m = nthen 0 else f(m+3,n)+3
ma rézne punkty state, na przykfad:

» fi(m,n)=n—m;
» f(m,n) =if 3|(n— m) then n— melse 7 — m;
» fo(m,n) =if n> mA3|(n— m)then n— melse L.

Nas interesuje najmniejszy punkt staty fy. Dlaczego?

Motywujacy przykfad: Semantyka denotacyjna

Znaczeniem programu:

f(m,n) =if m = nthen 0 else f(m+3,n)+3
jest fy : Z x 7 —o— Z, ktéra jest najmniejszym punktem
statym przeksztatcenia

G (ZXZ —o>7)— (LXZL—~17)
&(f)(m, n) = if m = n then 0 else f(m+3,n) + 3.

Fakt: To przeksztafcenie jest monotoniczne:
jesli g € hto ®(g) C &(h).

ale...

Porzadki zupetne

Niech (A, <) bedzie porzadkiem czesciowym.
» Podzbiér B zbioru A jest skierowany, gdy
dla dowolnych a, b € B istnieje takie c € B, ze a,b < c.
> Zbior A jest zupetnym porzadkiem czesciowym (cpo)
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego skierowany podzbiér
ma kres gérny.

Uwaga: Kazde cpo ma najmniejszy element | = sup &.

Fakt: Kazdy tancuch jest zbiorem skierowanym.
A zatem w kazdym cpo istnieja kresy wszystkich fancuchéw.
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Przyktady

» Kazda krata zupetna
jest zupetnym porzadkiem czesciowym.

» Zbior funkcji czesciowych (N —o— N, C) nie jest krata
zupetng, ale jest zupetnym porzadkiem czesciowym.
(Uwaga: nie kazda rodzina zgodna jest skierowana,
ale kazda skierowana jest zgodna.)

» Zbiér N; = NU {_L} uporzadkowany w ten sposéb, ze
» nowy element L jest najmniejszy;
» rézne liczby naturalne s3 nieporéwnywalne,

jest zupetnym porzadkiem czesciowym.
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Twierdzenie o punkcie statym (Kleene)

Jesli (A, <) jest cpo, to kazda funkcja ciagta f : A — A
ma najmniejszy punkt staty, ktérym jest sup{f"(L) | n € N}.

Dowdd:  Oczywiscie L < f(L). Poniewaz f jest

monotoniczna, wiec ciag f"(.L) jest wstepujacy (indukcja):
L<AL)<PUL)<AL)< -

Zbior {f"(_L) | n € N} jest wiec skierowany i z ciagtosci:

f(sup{f"(L) | n € N}) = sup{f"**(L) | n € N}
=sup{f"(L) | ne€ N},

czyli a = sup{f"(.L) | n € N} jest punktem statym.

Jesli b jest innym punktem statym, to z nieréwnosci | < b
wynika przez indukcje (L) < f"(b) = b, skad a < b. O
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Wracamy do naszego przykfadu

Rozpatrzmy program (definicje funkgji):
f(m,n) =if m = nthen 0 else f(m+3,n)+3

Znaczeniem tego programu jest funkcja fo : Z x Z —o~ Z,
ktéra jest najmniejszym punktem statym przeksztatcenia

O (ZXZ—o>7)— (LXTZL—o~17)
®(f)(m, n) = if m = n then 0 else f(m+3,n) + 3.

Fakt: To przeksztatcenie jest ciagte: jesli R jest skierowana
rodzing funkgji czesciowych, to ®(supR) = sup ®(R).
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Jeszcze jeden przyktad punktu statego: palindromy

adapannapocatowanawofacopannapada

napotkatatpazapytataktopan

Nie méwcie tego na analizie

Definicja

Niech (A, <) i (B, <) beda porzadkami czesciowymi.

Jesli (A, <) i (B,<) sa cpo, to f : A — B jest ciggta,

gdy f(sup X) = sup f(X) dla skierowanych i niepustych X.

Fakt

Kazda funkcja ciagfa jest monotoniczna.

Dowéd:  Niech x < y. Wtedy zbiér {x,y} jest skierowany,
a jego kresem gérnym jest y. Zatem f(y) jest kresem gérnym
zbioru {f(x), f(y)}, czyli f(x) < f(y). O
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Przyktad: domkniecie przechodnie

(Przypomnijmy, ze relacja s jest przechodnia
wtedy i tylko wtedy, gdy s-s Cs.)

Niech r C A x A niech f : P(A x A) — P(A x A) bedzie taka:
p(s)=rUsuU(s-s).
Punkty state funkcji ¢ to relacje przechodnie zawierajace r.
Najmniejszy punkt staty ¢ to domkniecie przechodnie relacji r.
Otrzymujemy go jako sume ciagu przyblizen:
5 Ce(@)C @) C ...

Uwaga: p(2) =ro=r, p*(@) =n = rU(r-r), i tak dalej.
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Semantyka denotacyjna

Najmniejszym rozwiazaniem réwnania
f(m,n) =if m = nthen 0 else f(m+3,n)+3
jest funkcja
fo(m,n) =if n > mA3|(n— m) then n — melse L.
Jest to kres gérny ciagu przyblizen:
L(m,n)=1;
®(L)(m,n) =if m= nthen0else L

®2(L)(m,n) =
if m=nthen0else if m+3 =nthen0+ 3else |

i tak dalej.
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Gramatyka dla palindromow

Palindromy nad alfabetem {a, b}:
Xu=e|lalblaXa|bXb

» Stowo puste i stowa jednoliterowe sa palindromami.
> Jesli X jest palindromem, to a X a jest palindromem.
» Jesli X jest palindromem, to b X b jest palindromem.
» Nie ma innych palindroméw.

Zbiér P wszystkich palindroméw spetnia warunek

P ={e,a b} U {aXa| X eP} U {bXb| X € P}.

Jest to jedyny zbiér o tej wtasnosci.
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Palindromy: X :=c|a|blaXa|bXb

Zbiér P to najmniejszy (bo jedyny) punkt staty przeksztatcenia
F:P({a, b}*) — P({a, b}*):
F(B) ={c,a,b} U {aXa| X € B} U {bXb| X € B}.
Jest to suma ciagu przyblizen F"(2):

—~

<,
F(2) = {e, a, b},
F({e,a,b}) = {ec, a, b, aa, bb, aaa, bab, aba, bbb},

F({e, a, b, aa, bb, aaa, bab, aba, bbb}) =
= {e, a, b, aaa, bab, aba, bbb, aaaaa, . .. }
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Dobre ufundowanie
459
Inna definicja dobrego ufundowania
Fakt
Zbior (A, <) jest dobrze ufundowany wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje w nim ciag malejacy, tj. taki podzbior {a; | i € N},
ze ajy1 < a; dla dowolnego i.
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Odcinki poczatkowe

Podzbiér B zbioru czesciowo uporzadkowanego A
nazywamy odcinkiem poczatkowym w A, gdy

Vx,y e A(xe BAy <x—y€B).

Szczegdlny przypadek odcinka poczatkowego, to odcinek
wyznaczony przez element x € A:

Oa(x)={y cAly<x}.

Wyrazenia nawiasowe

Rozwazamy stowa zbudowane z symboli ().
Gramatyka pierwsza: X ==¢ | X - X | (X).

Ta gramatyka odpowiada przeksztatceniu
F=XMX.{e}U{xy | x,y € X} U{(x) | x € X},
ktére ma wiele punktéw statych. Najmniejszy z nich,
to zbiér poprawnych wyrazen nawiasowych. A inne?
Gramatyka druga: X == ¢ | (X)X.

Cwiczenie: ile rozwiazan ma réwnanie
X ={c}Uu{(y | x,y € X}7

Przypomnijmy:

Niech (A, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym.
Jesli kazdy niepusty podzbiér zbioru A ma element minimalny,
to méwimy, ze (A, <) jest czesciowym dobrym porzadkiem,
lub, Ze A jest dobrze ufundowany.

Jesli ponadto porzadek (A, <) jest liniowy,
to jest to dobry porzadek.

(Wtedy kazdy niepusty podzbiér A ma element najmniejszy.)

Przyktady

» Relacja porzadku prefiksowego jest dobrym ufundowaniem
zbioru A*.

> Jesli w A sa dwa elementy a, b, takie ze a < b, to
porzadek leksykograficzny < nie jest dobrym
ufundowaniem zbioru A*.

Zbior {a"b | n € N} nie ma elementu minimalnego:
b >~ ab > aab ~ aaab - - - -

» Dla dowolnego k, zbiér N¥, ztozony z k-krotek liczb
naturalnych (stéw dtugosci k) jest dobrze uporzadkowany
przez porzadek leksykograficzny.

Dendrologia

Zbiér czesciowo uporzadkowany (T, <) nazywamy drzewem,
gdy spetnia on nastepujace warunki:

1) Istnieje element najmniejszy.

2) Kazdy odcinek O1(x) jest skonczonym fancuchem.

Jesli tancuch O7(x) ma n elementéw, to powiemy, ze x jest
wierzchotkiem o wysokosci n. Element najmniejszy, nazywany
korzeniem, ma wysoko$¢ zerowa.

Fakt: kazde drzewo jest dobrze ufundowane.
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Drzewa rosng z gory na dot.

RN
VAN
o/ \o \o \o o/ \o
VANEVARN
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Kazde drzewo jest izomorficzne z pewnym drzewem stéw.
L]
/ \A
L] L]
L] \. ./ L[]
0 1 1 1 0 1
./ \. \. \. ./ \.
0 1 0 1
YN YN\
L] L] L] L]
{e,0,1,00,01, 10,11,000,001, 011,
101,110, 111,0010,0011, 1010, 1101}
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Lemat Kéniga
Jesli T jest nieskoriczonym drzewem o skoriczonym
rozgafezieniu, to w T jest gataz nieskoriczona.
Dowdd: Dlaac T niech T,={be T |a< b}.
Przez indukcje konstruujemy gataz ¢ = ap, a;, as, ...
tak, aby kazde T, byto nieskonczone.
Krok bazowy jest poprawny, bo 7. = T.
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Lemat Kéniga
Jesli T jest nieskoriczonym drzewem o skoriczonym
rozgatezieniu to w T jest gataz nieskoriczona.
Dowéd: Dlaae T niech T,={be T | a< b}
Przez indukcje konstruujemy gataz ¢ = ap, ai, a, ...
tak, aby kazde T, byto nieskoniczone.
Krok bazowy jest poprawny, bo 7. = T.
Niech T,, bedzie nieskoiczony i niech by, ..., b, beda
bezposrednimi nastepnikami a,,. Poniewaz
Toy ={an}UTh U---UT,,
wiec ktores Tj, jest nieskonczone.
Mozna przyjac a, 1 = b;. O
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Drzewo stow

Niepusty podzbiér T zbioru A* nazywamy drzewem sfow,
gdy jest on odcinkiem poczatkowym w (A*, C), czyli gdy

Vwue AA(w-ueT —sweT).

Przyktad: {¢,0,1,00,01,10, 11,000,001, 011,

101,110, 111,0010,0011,1010,1101}.

Drzewa stéw nad alfabetem dwuliterowym to drzewa binarne.
Zbiér {0,1}* to petne nieskoriczone drzewo binarne.

Uwaga: w ogoélnosci alfabet moze by¢ takze nieskonczony.

Definicje

» Gafezig w drzewie T nazywamy dowolny ciag postaci
€=ap. a1, a,. .. (skonczony lub nieskonczony) gdzie
kazde a;,; jest bezposrednim nastepnikiem a;.

> Moéwimy, ze T jest drzewem o skoriczonym rozgatezieniu,
jesli kazdy element T ma skonczenie wiele bezposrednich
nastepnikéw.

Przyktad: Niech f: N — {0,1}. Liczba ¢ € N jest
swiadkiem pitagorejskim dla funkcji f, gdy istnieja takie
liczby a, b < c, ze f(a) = f(b) = f(c) oraz a*> + b*> = c.

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
o 1 0 1 1 0 O 1 O 1 0 1 O

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
1 0 0 0 0 1 0 O O 1 1 1 1

Twierdzenie (M. Heule, O. Kullmann, W. Marek):
Dla kazdego f : N — {0, 1} istnieje swiadek pitagorejski.
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Przyktad: Niech f : N — {0,1}. Liczba ¢ € N jest
swiadkiem pitagorejskim dla funkcji f, gdy istnieja takie
liczby a, b < c, ze f(a) = f(b) = f(c) oraz a* + b* = c.
Twierdzenie (M. Heule, O. Kullmann, W. Marek):

Dla kazdego f : N — {0, 1} istnieje swiadek pitagorejski.
Whiosek: Istnieje taka stata NV, ze kazda funkcja

ma $wiadka pitagorejskiego mniejszego od N.

Dowdd: Funkcje £ : N — {0, 1} to nieskonczone gatezie
w petnym drzewie binarnym. Na kazdej gatezi jest swiadek
pitagorejski. Jesli usuniemy z drzewa wszystkie potomki
swiadkéw pitagorejskich, to otrzymamy drzewo binarne bez
gatezi nieskonczonej. Z lematu Koniga to drzewo musi byé
skoficzone, ma wiec skofnczona wysokos¢.

Rekord $wiata: W istocie wystarczy N = 7826.
Dowéd komputerowy ma 200. . . terabajtéw.

Przyktad: silna normalizacja

Definicja: Relacja — w zbiorze A ma wtasnos¢ SN,
gdy nie istnieje ciag nieskonczony postaci

a—ay—a -

Fakt: Zatézmy, ze — ma witasnos¢ SN, i ze dla kazdego a
zbiér {b | a — b} jest skonczony. Wtedy dla kazdego a zbiér
{be A| a—" b} elementéw osiagalnych z a jest skonczony.

Dowdd: Drzewo stéw:

T,={apa1...ax |a=ay— a1 — ar — -+ — a}
jest drzewem o skonczonym rozgatezieniu, ale nie ma
nieskonczonej gatezi. Zatem musi by¢ skonczone.

Uporzadkowanie dobre

czyli liniowe dobre ufundowanie

Nastepujace nieizomorficzne podzbiory R s3 dobrze uporzadkowane

> A={1-1|neN-{0}}

1 2
o 1 2 1

Bl
S

» A={1-L1|neN-{o}}u{1};

0 12

2 3 1

s
S

> A"=AU{2-L|neN-{0}};

12
o z 3

als

1 2

B

> B:{mf%\m.neNf{O}}.

0 1 2 3
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www.nature.com/news/two-hundred-terabyte-maths-proef-is-largest-ever-1,19990 3K

< &
Two-hundred-terabyte maths proof is largest ever

Acomputer cracks the Boolean Pythagorean triples problem — but is it really maths?

Evelyn Lamb

Maths proof smashes size record

Supercomputer produces a 200-terabyte proof — but is it really mathematics?

BY EVELYN LAMB

T — by checkis igh  scientists, Marijn Heule of the University of
b teen individual cases. Sill, 200 terabytes T T )
X -

des. In the I of
e it (H

by the US Library The researchers - whether it i p cach positive
have created' maticanat the U aifornia, San  integereither
hich Diego. b and ctha saisfy Pythagoras famous
withabout 30,000 hours of pare processor time  tobe a 13-gigabyte proof’, publishedin2014.  equationa®+ =" For
o download, verifyit —but  Th the 200-terabyte  example for the Pythagorean tiple 3, 4and 5,
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Drzewo o nieskonczonym rozgatezieniu

&

oe<—0<—@0

i tak dalej...

o=—0

.;::Z

o< 0<—0<—0<—0<— 0
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Dobre porzadki

Przyktady dobre:

» Zbiér liczb naturalnych IN;
> Kazdy skonczony liniowy porzadek;
» Zbiér N¥ uporzadkowany leksykograficznie.

Przyktady nie-dobre:

» Zbiér liczb catkowitych Z;
» Odcinek [0, 1];
> Zbiér N* uporzadkowany leksykograficznie.
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WHtasnosci dobrych porzadkow

Fakt:

» Niepusty zbiér dobrze uporzadkowany ma element
najmniejszy.
Ale [0,1] tez ma.

» W zbiorze dobrze uporzadkowanym kazdy element
oprécz ostatniego ma bezposredni nastepnik.
Ale w zbiorze Z tez.

» Dobry porzadek jest liniowy i kazdy wtasciwy odcinek
poczatkowy jest postaci O(x).
| na odwrét.
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WHtasnosci dobrych porzadkow

» Jesli A jest zbiorem dobrze uporzadkowanym, to A
nie jest izomorficzny z Zadnym swoim wtasciwym
odcinkiem poczatkowym.

> Jesli A i B s3 dobrze uporzadkowane, to jeden z nich
Jest izomorficzny z odcinkiem poczatkowym drugiego.

481
Twierdzenie
Jesli A i B sa dobrze uporzadkowane, to jeden z nich
Jest izomorficzny z odcinkiem poczatkowym drugiego.
Dowdd:  Przypusémy, ze zbiér B nie jest izomorficzny
z zadnym wtasciwym odcinkiem w A.
Przez indukcje definiujemy takie ¢ : A =B,
ze dla kazdego x € A
funkcja ©[o,(x) : Oa(x) = Op(p(x)) jest izomorfizmem.
Takie ¢ bedzie izomorfizmem A i odcinka Rg(y).
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Liczby porzadkowe
Konwencja: Kazdemu dobremu porzadkowi A B
przypisujemy jego liczbe porzadkowa, oznaczang przez A.
Robimy to tak, aby zachodzita réwnowaznos¢:
A=B  wtedyitylko wtedy, gdy A~ B.
Piszemy A < B, gdy A jest izomorficzny z pewnym odcinkiem
poczatkowym w B.
» Liczby porzadkowe zbioréw skonczonych
to liczby naturalne.
» Liczba porzadkowa zbioru N to w.
485
Mnozenie
a e B
[+ 4 [+ 4 [+ 4 [+ 4
\_fw
487

Twierdzenie

Jesli A jest zbiorem dobrze uporzadkowanym,
to A nie jest izomorficzny z Zadnym swoim
wiasciwym odcinkiem poczatkowym.

Dowdd:  Przypusémy przeciwnie.
Rozpatrzmy najmniejsze takie x, ze A~ Oa(x).
Skoro Oa(x) G A... to Oa(x) = Oa(y), dla pewnego y < x.

X
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Przez indukcje definiujemy takie o : A 5B zedlaxc A
funkcja ¢[o, () Oalx) = Os(p(x)) jest izomorfizmem.

5 o(x) B?

Zatézmy, ze dla wszystkich x < a juz zdefiniowano ¢(x).
Czyli mamy whozenie [, ;) : Oala) - p

Obraz tego wtozenia jest odcinkiem poczatkowym w B
(i to whasciwym), wiec ma posta¢ Op(b).

Mozna wziagé¢ ¢(a) = b.
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Dziatania na liczbach porzadkowych

Dodawanie

486

Dziatania na liczbach porzadkowych

Niech A=« i B= 4.

» Suma a + 3 to liczba porzadkowa zbioru A& B
uporzadkowanego tak:
(x)i < (y); & i <Jj,lubi=jorazx <y.

» lloczyn «v - (3 to liczba porzadkowa zbioru A x B
uporzadkowanego ,,antyleksykograficznie™:

(a,b) < (d.b) < b<b,lubb=0pboraza<a.
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Przyktady

> A={1-L1|neN-{0}} (w)
o [ P

» A={1-L1|neN-{0}}u{1}; (w+1)
o §o3it

> A"=AU{2-L|neN-{0}}; (wHw=w-2)
o P opit 1 2

> B={m-1|mncN-{0}}. (w-w)
. . . -
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Porzadkowanie zbioru N¥

Zwykty porzadek < w zbiorze N jest typu w.

Porzadek leksykograficzny w N? jest typu w - w = w?:

(0,0) < (0,1) < (0,2) <--- < (L,0) < (1,1) <--- < (2,1) <...

Porzadek leksykograficzny w N* jest typu w? - w = w?:

(0,0,0)...(0,m,n)...(1,mn)...(2,m,n)...

Porzadek leksykograficzny w N¥ jest typu w*.
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Multizbiory skonczone

Multizbiér M jest skoriczony,
jesli zbior {n | M(n) > 0} jest skonczony.

Taki multizbiér mozna utozsamia¢ z krotka liczb naturalnych,

(Zero zer, jedna jedynka, dwie dwéjki, jedna trojka, trzy czworki.)

493

Poréwnujemy skonczone multizbiory

{0.0,0,0,0,1,1,1,2} < {0,1,1,2,3,3} < {0,1,3,6}
{0,0,0,0,1,2,3,3} < {0,1,1,2,3.3} < {1,2,2,3,3}

Zapiszmy to jako krotki liczb:

(4,1,1,2) <(1,2,1,2) <(0,1,2,2)

Fakt: To jest dobre uporzadkowanie typu w* .

Dziatania na liczbach porzadkowych

> litw=wHw+l;

PRuw=wHFwtw=w:2;

> o2i=a- o

> oftl= . ak;

> 0¥ := najmniejsza liczba wieksza od wszystkich a*.

> Y =w.

Multizbiory

Multizbiér to ,zbiér z powtérzeniami” (funkcja M : A — N).

Na przyktad {1,2,2,3,4, 4,4} to taka funkcja M, ze
M(1) = M(3) =1, M(2) = 2 i M(4) = 3.

Dla x # 1,2,3,4 przyjmujemy M(x) = 0.

Poréwnujemy skonczone multizbiory

Niech My, M, to skoficzone multizbiory.
Przyjmujemy, ze M; < M,, gdy M; = M, albo

Tk(My(k) < Ma(k) AVn > k.My(n) = My(n))

Przyktady:

{0,0,0,0,1,2,3,3} < {0,1,1,2,3,3} < {1,2,2,3,3}

Dwoch graczy: Klient i Bank.

Klient ma na poczatku pewna sume pieniedzy w polskiej gotéwce.
Zasoby Banku sa nieograniczone.

W kazdej fazie gry, Klient oddaje Bankowi jeden banknot
lub jedna monete.

Moze zada¢ w zamian dowolnej kwoty, ale wyptaconej
w nominatach nizszych niz ten oddany Bankowi.

Przykfad 1: Klient oddaje Bankowi banknot 200zt i dostaje
w zamian 3 miliony setkami.

Przykfad 2: Klient oddaje Bankowi monete 1gr i... nic nie dostaje.
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Dwéch graczy: Klient i Bank.

Klient ma na poczatku pewna sume pieniedzy w polskiej gotéwce.
Zasoby Banku s3 nieograniczone.

W kazdej fazie gry, Klient oddaje Bankowi jeden banknot
lub jedna monete.

Moze zadaé w zamian dowolnej kwoty, ale wyptaconej
w nominatach nizszych niz ten oddany Bankowi.
Twierdzenie: Klient zawsze zgra sie do zera.

Dowdd: To jest porzadek dobry o liczbie w?®,
bo w Polsce mamy 9 monet i 6 banknotéw.

Cwiczenie: Co sie zmienia, jesli nominaty s3 dowolne?

Jeszcze o liczbach porzadkowych

Liczby porzadkowe

Fakt:  Kazdy zbiér I liczb porzadkowych o wtasnosci
Vafla<pfel wael)

ma posta¢ {a | & < 7}, dla pewnego .

Dowdd: Liczba 7 to liczba porzadkowa zbioru .

Dowdd, ciag dalszy
I'={a | « jest liczbg porzadkowa jakiegos podzbioru A}
N={a|a<n~}.
Ciag pozaskonczony

R jesli A={as | B < a};
T e(A—{as | B <a}), w przeciwnym przypadku,

jest dobrze okreslony dla v < . Jesli A= {as | 8 < a},
dla pewnego «, to A mozna dobrze uporzadkowat¢ relacja:

as < ag =4 6 < f.

W przeciwnym razie ciag {a, }a<- jest réznowartosciowy,
zatem zbiér Z = {a, | & < v} C A mozna dobrze
uporzadkowaé w liczbe +. A to niemozliwe, bo v & T.
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Achilles i hydra, czyli: Moze by¢ gorzej niz w®

A hydra s afinite ree, with a root at the bottom. The object of the game is to cut down the hydra to its root. At each step, you can cut
off one of the heads, after which the hydra grows new heads according to the following rules:

« Ifyou cutoff a head growing out ofthe root, the hydra does not grow any new heads.
+ Suppose you cut off a head like this:

Delete the head and its neck. Descend down by 1 from the node at which the
neck was attached. Look at irom Pick a natural number,

say 3, and grow that many copies of that sublree, like this:

http://math.andrej.com/2008/02/02/the-hydra-game/
498

Liczby porzadkowe

Fakt: Jesli « jest liczba porzadkowa zbioru A, to

» Liczba 3 jest liczba porzadkowa odcinka wtasciwego w A
wtedy i tylko wtedy, gdy 3 < a.
> A jest izomorficzny z {5 | f < a}.

Fakt: Kazdy zbiér liczb porzadkowych jest dobrze
uporzadkowany.

Dowdd:  Ciag postaci ag > v > -+ miatby swéj
odpowiednik w zbiorze uporzadkowanym w liczbe ag + 1.
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Twierdzenie (E. Zermelo)

Kazdy zbior mozna dobrze uporzadkowaé.
Dowdd:  Niech A # @ i niech:

I'={a | a jest liczba porzadkowa

Jjakiego$ podzbioru zbioru A

dobrze uporzadkowanego przez jakas relacje.}
Wtedy I = {a | a < v}, gdzie y =T.
Niech ¢ bedzie funkcja wyboru dla P(A) — {@}.
Definiujemy ciag pozaskonczony {a,}a<~ elementéw A:
R jesli A={ag | B <a}l;
Tl p(A—{as | B <a}), w przeciwnym przypadku.
Na przykfad ag = ¢(A), a, = o(A—{a, | n € N}).
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Lemat Kuratowskiego-Zorna

Niech (Z, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym,
spetniajacym nastepujacy warunek:

(*)  Kazdy farncuch ma w Z ograniczenie gorne.
Wtedy w Z istnieje element maksymalny.

Dowdéd:  Zbiér Z mozna dobrze uporzadkowaé, tj. mozna
przyja¢, ze Z = {a, | a < v}, dla pewnego ~.

Budujemy ciag pozaskonczony {b, } .-, biorac
b d A jesli a, ogranicza z géry zbior {bs | § < a};

“ 1 ap, w przeciwnym przypadku.
Zbior L = {b, | av < 7} jest tancuchem, wiec ma ograniczenie
goérne d € Z. Pokazemy, ze ten element d jest maksymalny.
Istotnie, jesli d < a,, dla jakiego$ a, € Z, to z definicji b,

mamy b, — a,, cayli a, € L. Stad a, < d, a wigc 2, — d.
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