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1. W zbiorze P4 (R) := P(R) — {@} okreslamy taka relacje s, ze dla X,Y € P (R):
X sY wtw, gdy X i Y sa nieskoriczone lub X i Y sg skoniczone i max X = maxY.

(a) Udowodni¢, ze s jest relacja rownowaznosci.
(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy P (R)/s?
(c) Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji relacji s.
2. Niech H : NN x P(N) — P(N) bedzie funkcja okreslona nastepujaco:
H(f,X) = f(f1(X))
(a) Czy funkcja H jest roznowartosciowa? Czy jest na zbior P(N)?

(b) Niech C oznacza zbior wszystkich funkcji statych z N do N. Znalez¢ obraz zbioru
C x P(N) przy przeksztalceniu H i wyznaczy¢ jego moc.

(c) Wyznaczy¢ moc zbioru H*({N}).

(d) Wyznaczy¢ moc zbioru H'(SIN), gdzie SIN to rodzina wszystkich singletonéw.

(Rodzina wszystkich skoriczonych podzbioréw R jest mocy €, a rodzina wszystkich nie-
skoniczonych podzbioréw R jest mocy 2%. Zbior wszystkich bijekeji N LN jest mocy €.)



Rozwigzania

To jest jadro operacji m : P4 (R) — (R @ {L}) okreslonej tak:

m(X) = if X jest skoriczone then max X else L.

Moc zbioru ilorazowego jest ograniczona z gory przez €, gdyz taka jest moc przeciwdziedziny
operacji m, ktorej jadrem jest relacja s. Aby pokazaé, ze € ogranicza te moc réwniez z dotu,
wystarczy pokazaé, ze funkcja m jest surjekcja. Jest to jednak dos¢ oczywiste, poniewaz m(R) = T
idla kazdego z € R, mamy m({z}) = z. A zatem z tw. Cantora-Bernsteina moc zbioru ilorazowego
to continuum.

Moce klas abstrakcji to € i 2%, Jesli A € P, (R) jest zbiorem skoticzonym i jego elementem
najwickszym jest liczba m, to klasa abstrakcji [A]s jest mocy €. Istotnie, z dotu moc tej klasy
ogranicza liczba €, bo istnieje funkcja roznowartosciowa Az. {x,m} : (—oo,m) = [A]s. Jest to
rOwniez ograniczenie gorne, poniewaz moc rodziny wszystkich skonczonych podzbiorow R to €,
a [A]s jest niewatpliwie podzbiorem tej rodziny.

Pozostate zbiory A € P (R) sa nieskoriczone i tworza jedna klase abstrakcji mocy 2¢.

Funkcja H nie jest réznowartosciowa, np. dlatego, ze H(idy, {0}) = {0} = H(\z.2z,{0}).
Ale jest surjekcja, bo H(idy, X) = X dla kazdego zbioru X.

Jesli f = Ax.n, oraz n € X, to H(f,X) = f(f1(X)) = f(N) = {n}. W przeciwnym
przypadku H(f, X) = f(@) = @. A wiec obraz zbioru C x P(N) to rodzina SIN U {@}, ktora jest
oczywiscie mocy Np.

Poniewaz dziedzina funkcji H jest zbiorem mocy continuum, wiec moc H 1 ({N}) jest ogra-
niczona z gory przez continuum. Ale z dotu tez, bo dla kazdej bijekcji f zachodzi H(f,N) = N,

a zbiér wszystkich bijekcji N =1 N ma moc €.
na

Jest to zbiér mocy continuum. Ograniczenie z goéry jest oczywiste tak samo jak w czesci
Dla ograniczenia dolnego zauwazmy, ze jesli f jest bijekcja z N na N, to istnieje doktadnie jedna

liczba k, taka ze f(k) =0. Wtedy f~1({0}) = {k}, wiec f(f~1({0})) = {0}.

Zatem operacja = : B = H~1(SIN), gdzie B oznacza zbiér wszystkich bijekcji z N na N, dana
wzorem Z(f) = (f,{0}), jest dobrze okreslona. Jest tez oczywiscie roznowartosciowa, a po-
niewaz zbior B jest mocy continuum, wiec z tw. Cantora-Bernsteina wynika, ze moc H~!(SIN)
to continuum.



