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1. Dla f,g : N — N przyjmujemy, ze
frg <= Vn(f(n) <n*+1<g(n) <n®+1).

a) Udowodni¢, mozliwie jak najprosciej, ze r jest relacja rownowaznosci w N — N.

(
(

)

b) Wskazaé trzy rozne klasy abstrakeji.

(c) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy (N — N)/,.?
)

(d) Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji tej relacji.

2. Funkcja ¢ : (N — N) — P(N) jest okreslona nastepujaco. Jesli f : N — N, to:
o(f) ={n € N | zbiér f~*({n}) jest nieskoriczony}.

Rozwigzania

la: Relacja r jest relacja rownowaznosci, bo jest jadrem operacji ¢ : (N — N) — P(N) okreslonej
tak: p(f) ={n €N | f(n) <n?+1}.

1b: Trzy rozne klasy abstrakeji wyznaczaja na przyktad funkcje An.0, An.2n2, i An.n? + 2. Sa
te klasy przeciwobrazami réznych singletonoéw: [An.0], = ¢ 1({N}), [An.2n?], = p=1({{0,1}})
oraz [Mn.n? + 2], = o~ ({@}).

1c: Mocg zbioru ilorazowego jest €. Zbior ilorazowy jadra funkcji jest tej samej mocy, co zbioér
wartosci tej funkcji. Poniewaz Rg(y) C P(N), wiec szukana moc jest ograniczona z gory przez €.
Okreslimy teraz funkcje F' : P(N) = (N — N)/,, przyjmujac F(A) = [An.n? + 2 — xa(n)],,
gdzie x4 oznacza funkcje charakterystyczna zbioru A. Wtedy p(An.n? 4+ 2 — xa(n)) = A4, dla
dowolnego A. No to jesli A # B, to takze klasy F(A) i F(B) sa rézne i nasza funkcja F'
jest faktycznie réznowarto$ciowa. Stad moc ilorazu jest co najmniej € i z twierdzenia Cantora-
Bernsteina jest rowna €.

1d: Pokazemy, ze kazda klasa abstrakcji [f], jest mocy continuum. Ograniczenie z gory jest
oczywiste, bo [f], € (N — N), a caly zbior N — N jest takiej mocy. Niech A = ¢(f). Zdefiniujemy
funkcje H : (N — {0,1}) = [f]» nastepujaco:

H(a)(n) = if n € A then a(n) else n® + 2+ a(n).
Zauwazmy po pierwsze, ze H jest dobrze okreslona, bo ¢(H (a))) = A dla kazdego «. Istotnie, dla
n € A zachodzi a(n) <1< n?+1, a w przeciwnym przypadku mamy n? + 1 < n? + 2 + a(n).

Pozostaje sprawdzié¢ roznowartosciowosé funkeji H. Niech a, 8 : N — {0, 1} beda roézne, tj. niech
a(n) # B(n) dla pewnego n € N. Wtedy takze H(a)(n) # H(B)(n), niezaleznie od tego, czy
n € A, czy nie.



2a: Nie. Na przyktad ¢(An.nmod2) = ¢(An.1 —nmod?2) = {0,1}.

2b: Tak, dla dowolnego A C N istnieje taka funkcja f, ze A = p(f). Jesli A = &, to na przyktad
A = p(An.n). Jesli A jest niepustym zbiorem skoriczonym, powiedzmy A = {ay, ..., a1}, gdzie
k>0, to A= @(An.aymodr). Wreszcie niech A bedzie zbiorem nieskoniczonym. Wtedy istnieje
bijekcja b : N A Rozpatrzmy dowolny nieskonczony podziat {X,, | n € N} zbioru N na
na

nieskoriczone sktadowe X,,. (Na przyklad X,, = {2" -p — 1 | p jest nieparzyste}.) Niech f bedzie
taka funkcja, ze f(x) = b(n) dla wszystkich x € X,,. Dla kazdego m € A, jest takie n, ze m = b(n)
i wtedy zbior f~1({m}) jest nieskoniczony, bo zawiera X,. Ponadto f~1({m}) = @ dla m ¢ A,
skad o(f) = A.

2c: Niech T = ¢ }({N}). Funkcja f nalezy do T wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobraz kazdego
singletona przy f jest nieskoniczony. Moc zbioru T jest oczywiscie co najwyzej taka jak moc zbioru
N — N czyli €. Pokazemy, ze jest réwna €.

Z czesci 2b wiemy juz, ze istnieje taka funkcja f, ze p(f) = N. Niech H : (N — N) S bedzie
taka funkcja, ze H(g)(z) = if = parzyste then f(%) else g(%;!). Innymi stowy, ciag H(g)
powstaje przez ,przeplatanie” ciagéw f i g.

Sprawdzmy, ze funkcja H jest dobrze okreslona. Kazdy przeciwobraz f=1({n}) = {y | f(y) = n}
jest nieskoriczony. Ale jesli f(y) = n, to takze H(g)(2y) = n, a zatem przeciwobraz H(g)~'({n})
tez jest nieskoriczony, bo zawiera nieskoniczony zbior {2y | y € f~1({n})}. Stad ¢(H(g)) = N,
czyli H(g) € T.

Funkcja H jest réznowartosciowa, bo jesli g1(z) # g2(z), to takze H(g1)(2x+1) # H(g2)(2z +1).
Stad ¢ = N — N < T i z twierdzenia Cantora-Bernsteina wnioskujemy, ze T = €.
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2d: Jesli funkcja f jest réoznowartosciowa, to przeciwobraz kazdego singletona jest pusty lub
jednoelementowy. Zatem ¢(f) = @ i szukany obraz to zbior {@}.



