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1. W zbiorze P(N) okreslamy relacje r w ten sposob, ze dla X, Y € P(N):
XrY & (VzeXdyeYor<yAn(VyeYdre X.y<uz).

(a) Udowodni¢, ze r jest relacja rownowaznosci.
(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy P(N)/,?

(c) Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji relacji r.

2. Niech F = {f : N — N | dla kazdego n € N zbior f~*({n}) jest skoriczony}.

Definiujemy funkcje ¢ : F — (N — N): dla f € F niech ¢(f) = An. f~1({n}).

(a) Jaka jest moc zbioru F?

(b)

()

(d) Czy istnieje taka surjekcja f : N —= N, ze ¢(f) = f? A czy istnieje taka funkcja
réznowartos$ciowa?

Czy funkcja ¢ jest réznowartosciowa? Czy jest na N — N7

Udowodni¢, ze istnieje taka funkcja f: N — N, ze o(f) = f.

(Wiadomo, ze rodzina wszystkich nieskoriczonych podzbioréw zbioru N jest mocy continuum.)

Rozwigzania

Symbol max X oznacza ponizej najwiekszy element niepustego skoriczonego zbioru X C N.
Udowodnimy, ze relacja r jest jadrem operacji m : P(N) - NU{L, T} (gdzie L i T sa réoznymi
elementami, nie nalezacymi do N), ktora jest okreslona tak:

m(X) =1if X = @ then | else if (X nieskoniczony) then T else max X.

Stad natychmiast wnioskujemy, ze r jest relacja rownowaznosci.

Przypusémy najpierw, ze X r Y. Jesli X = &, to z warunku Vy € Y3z € X.y < x wynika, ze Y tez
jest pusty, skad m(X) = m(Y) = L. Z tegoz warunku wynika réwniez, ze jesli X jest skonczony, to
wszystkie elementy Y sa co najwyzej réwne max X, czyli Y tez jest skoriczony i maxY < max X.
Ale poniewaz Vo € X3y € Y.z < y, wigc takze max X < maxY i znowu m(X) = m(Y).
Pozostaje juz tylko przypadek, gdy oba zbiory sa nieskoriczone, a wtedy m(X) =m(Y) =T.

Teraz zalozmy, ze m(X) = m(Y) = A. Jesli A = L, to oba zbiory sa puste i obie czesci warunku
X rY zachodza ,walkowerem”. Jesli A = T, to oba zbiory sg nieskoriczone, wiec X rY wynika
z tego, ze sa nieograniczone. A jes§li A = max X = maxY, to wszystkie elementy X 1 Y sa co
najwyzej rowne /.

Poniewaz funkcja m jest na NU{L, T} (dlaczego?), wiec zbior ilorazowy jest rownoliczny ze
zbiorem NU {L, T}, a ten ostatni jest oczywiscie mocy Ny.

Klasa abstrakcji zbioru pustego ma tylko jeden element, co juz zauwazyliSmy poprzednio.
Klase abstrakcji kazdego zbioru skoniczonego X tworza wszystkie zbiory o tym samym maksimum,
czyli wszystkie zbiory postaci {max X}UZ, gdzie Z C {n | n < max X }. Jest ich 2m8*X Wreszcie
wszystkie zbiory nieskoniczone tworza jedna klase mocy €. A zatem szukane liczby kardynalne
to € i wszystkie potegi dwojki.



Poniewaz F C N — N, wiec oczywiscie F < €. Aby udowodnié¢ nieré6wnosé¢ odwrotna,
zdefiniujemy injekcje H : P(N) =L F w ten sposob: dla A C N przyjmiemy

H(A) = An.if n € A then 2n else 2n + 1.
Funkcja H jest dobrze okreslona, bo przeciwobraz kazdego singletona {m} przy operacji H(A) ma
co najwyzej jeden element, a mianowicie | |. Sprawdzmy, ze funkcja H jest réznowartosciowa.
Jesli A # B, to istnieje taka liczba a, ze a € A— B luba € B— A. Wtedy H(A)(n) # H(B)(n),

bo jedna z tych liczb jest parzysta, a druga nie. Stad H(A) # H(B). A zatem takze € < F, wiec
z twierdzenia Cantora-Bernsteina wynika F = €.

Funkcja ¢ nie jest réznowartosciowa. Istotnie, niech f; = An.if n < 1 then 1 —n else n
oraz fo = An.n. Wowcezas f1 # fa, ale o(f1) = An. 1 = ¢(f2). Funkcja ¢ nie jest tez surjekcja.
Na przyktad funkcja stale rowna zero nie jest postaci ¢(f) dla zadnej funkcji f. Poniewaz zbior
FH{f(0)}) jest zawsze niepusty (nalezy tam zero), wiec zawsze o(f)(f(0)) # 0.

Rownosé ¢(f) = f oznacza, ze kazda liczba n wystepuje doktadnie f(n) razy w ciagu f.
Zdefiniujemy taka funkcje f przez indukcje. Na poczatek niech f(0) = f(2) = 1, f(1) = 2,
f(3) =0, f(4) = 4. Teraz zalézmy, ze wartosci f(z) sa juz okreslone dla z < n > 4 i spelnaija
nastepujace warunki, ktére sa naszym zalozeniem indukcyjnym:

(a) dla kazdego x < n zachodzi nieréwnosé f(z) < n;
(b) dla kazdego x < n zbior T = {y < n | f(y) = =} ma co najwyzej f(x) elementow;
(c) istnieje takie z < n, ze zbiér T} ma mniej niz f(z) elementow.

Zauwazmy, ze Tj ma tylko 1 element, oraz 1 < 4 = f(4). Zatem warunki (a-c) sa spetnione dla
n = 4. Wezmy najmniejsza liczbe z spelniajaca (c) i niech f(n + 1) = z. (Na przyktad f(5) =4,
poniewaz zbiory T, dla z < 3 maja juz po f(x) elementéw). Sprawdzimy, ze warunki (a—c) beda
nadal spelione gdy wstawimy n + 1 w miejscu n.

(a) Wystarczy zauwazy¢, ze f(n+1) =2z <n <n+ 1.

(b) Zbiory T dla 2 < n sg réwne zbiorom T jedli tylko = # 2 (bo f(n + 1) = 2). Z kolei
zbior T jest wiekszy o 1 element od T, a zatem ma nie wiecej elementéw niz f(z). Nowy
zbibr Tgill ={y<n+1]| f(y) =n+ 1} jest pusty, bo dla kazdego x < n + 1 mamy f(x) < n,
w szczegolnosei f(n+ 1) = z < n. Poniewaz f(n+ 1) = z > 0, wiec zbior T:_tll tez ma nie wiecej
niz f(n+ 1) elementéw. A zatem wszystkie zbiory T7+! dla x < n + 1 maja co najwyzej po f(z)
elementow.

(c) Poniewaz Tr?jfll =21 f(n+1) >0, wiec warunek zachodzi dla z =n + 1.

Pozostaje udowodnié, ze dla kazdego x > 4 istnieje takie n, dla ktorego zbiér T jest juz dokladnie
f(z)-elementowy. Najlepiej przez indukcje: przypusémy, ze dla kazdego y < = zbiér T; Y ma juz
f(y) elementéow i niech n = max{n, | y < x}. Wtedy wszystkie zbiory T} tez sa dobre. Jesli
T ma f(z) elementéow, to gotowe, w przeciwnym razie ma f(z) — k elementéow dla pewnego k.
Z definicji funkcji f wynika, ze f(n+1) = f(n+2) =--- = f(n+ 2z — k) = x. Ale teraz tatwo
widzie¢, ze TP*~F jest juz dobry.

Funkcja spelniajaca rownosé ¢(f) = f nie moze by¢ na N, bo wtedy f(n) = 0 dla pewnego n,
wiec f71({n}) = @, skad n & Rg(f). Punkt staly operacji ¢ nie moze tez by¢ funkcja réznowartos-
ciowg. Istotnie, jesli f: N =1 N, to f ma nieskoniczenie wiele r6znych wartosci, w szczegdlnosci
o(f)(n) = f(n) > 2 dla pewnego n, co oznacza, ze zbiér f~'({n}) ma przynajmniej dwa rézne
elementy a,b. No ale wtedy f(a) =n = f(b), wiec f nie jest roznowartosciowa.



