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Sprzeczne otoczenie typowe:

W tym otoczeniu mozna sformalizowa¢ paradoks Hurkensa
tj., skonstruowac¢ term typu L = Vp : *. p:

k0O, el : P(k) = k, set:r — P(k),
v VXPWIVas(set(el X)a + IB(XB A a =" el(set3))).
Inaczej: v : set o el = E/ o Set (ekstensjonalnie).

W rachunku konstrukcji tego sie nie da zdefiniowac.

Ogtoszenie

Egzamin 1 lutego, w godzinach 9-12

jest przeniesiony do sali 2044
Zaczynamy o 9:00

Na egzaminie mozna mie¢ jedna kartke formatu A4
z samodzielnie przygotowanymi odrecznymi notatkami.
Inne pomoce s3 niedozwolone.

Zatozenia: set : A— P(A), el : P(A) — A, setoel = Elo Set.
Definicje:

» Dla a € A piszemy a' = el(set(a)).
» Relacja ~ to najmniejsza relacja réwnowaznosci,
spetniajagca a =~ 2’ dla kazdego a € A.

Gtéwny pomyst: Elementy zbioru X C A wyznaczaja te
same klasy abstrakgji relacji =, co elementy zbioru

set(el(X)) = El(Set(X)) = {x' | x € X}
Zatem funkcja set jest ,na" z dokfadnoscia do ~.

Sciglej: niech X = {[a]~ |a€ X} dla X C A
i niech X = Y oznacza X = Y. Wtedy mamy surjekcje
A/~ 22 P(A)/= i réwnolicznose P(A/<) ~ P(A)/-=.

Formalizacja

» Jesli zbiér reprezentujemy w CC jako typ 7,
to potega P(7) = (7 = *) jest rodzajem.

» Jesli zbiér reprezentujemy w CC jako rodzaj x,
to potega P(k) = (k = *) tez jest rodzajem.

» Réwnos¢ Leibniza:
o =" [} oznacza V" 7. ya — 3.

> Jesli f ik — p, to F = Lift f : P(k) — P(p), gdzie:
Lift f = AXPE\ye (Ixm. fix =2 y).

Moralnie F(X) = Lift f X to obraz X przy f.

System sprzeczny

» System AU: rozszerzenie CC o sort A,
aksjomat [J: A i reguty (A, 0) i (A, %).

> System AU~: bez tej drugiej reguty.

» To jest ,polimorfizm rodzajowy": mozna definiowa¢
polimorficzne konstruktory, np.:

AENSTENBE alaf) : N O((5 — K) = Kk — K).



Rodzaj paradoksalny

= uk"P(k) = VKO((P(k) — k) — k).

Mozna tak zdefiniowa¢ funkcje el i set, ze otrzymamy
otoczenie paradoksalne:

Elim = AKEAFPRO=k 25 Zkf

el = in = AXPOAKTIAY PRk y(Lift(Elimky)X),
set = out = Elimpy,.)(Lift(in)).

Witedy set o el = El o Set.

Zakrecone kombinatory (7)

System “type is a type" jest sprzeczny, wiec nie ma
wtasnosci SN. Hipoteza: w tym systemie mozna
zdefiniowaé kombinator punktu statego:

YF — F(YF)

Wiadomo, ze s3 tzw. looping combinators:

YoF — F(Y1F) — F2(Y2F) — F3(Y3F) — -
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Homotopijna teoria typdw

(Apetajzer)

13

Propositional equality in Coq

parametry typ indeksu
1 1 1

Inductive eq (A : Type) (x : A) : A -> Prop :=
eq_refl : x = x

eq_ind
: forall (A : Type) (x : A) (P : A -> Prop),
Px ->forally : A, x=y ->Py

eq_rec

: forall (A : Type) (x : A) (P : A -> Set),
Px ->forally : A, x=y ->Py
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Type is not a type

System “type is a type" jest sprzeczny. Te sama konstrukcje
mozna powtérzy¢ zamieniajac wszedzie [ i A na .

Inne konstrukcje sprzeczne

Podobne paradoksy pojawiaja sie m.in. w systemach
dopuszczajacych:

» “Silng sume” tj. utozsamienie Jov : . o z produktem
zaleznym (o @ %) X o, dopuszczajacym rzutowanie
7 1 Ja: k.o — * o whasnosci T[T, M] = 7;

» Rodzaje indukcyjne nie-scisle pozytywne, np. rodzaj »
z konstruktorem typu ((k — %) — %) — &,
czyli typu P(P(k)) — k.

Réwnos¢ w teorii typow

» Konwersja x =35 y (judgmental/definitional equality);
» Definiowalna formuta, np. réwnosé Leibniza;

» Propositional equality: predykat indukcyjny x =4 y
z jednym konstruktorem refl4(x) : x =x x.

Scislej: to jest rodzina predykatéw indukcyjnych
eq(A)(x) : A — =, dla dowolnego x : A

Indukcja

Dla liczb naturalnych:

Niech C :int — U oraz

c:C(0), ¢ :(x:int) = C(x) — C(sx).

To wyznacza taka funkcje £ : (y @ int) — C(y),
ze f(0) = ¢, oraz f(sx) = ¢y x(f x), dla x : int.
Dla réwnosci:

Niech C(x): (y: A) = (x =ay) — U, oraz
c(x) : C(x, x, refl a(x)).

To wyznacza taka funkcje
F):(y:A) = (p:x=ay) = Clx,y,p),
ze f(x, x, refla(x)) = c(x), dla x : A.
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Indukcja dla réwnosci (path induction)

Niech C(x) : (y : A) = (x =ay) — U, oraz
c(x) : C(x, x, refl a(x)).

To wyznacza taka funkcje
Fx): (y:A) = (pix=ay) = Clx,y,p),
ze f(x, x, refla(x)) = ¢(x), dla x : A.

Sens moralny: Kazdy element typu x =4 y ma te same
wilasnosci, co refl4(x) : x =4 x.

Uwaga:

To nie znaczy, ze p: x =4 y to to samo, co refl 4(x).
(Nawet typy x =4 y i x =4 x 53 rézne, gdy x #35 y.)

Interpretacja topologiczna
(Ozn. I=10,1].)

Obiekt p: a =4 b to droga od a do b w przestrzeni A, czyli
taka funkcja ciagta p: 1 — A, ze p(0) = a, p(1) = b.

Typy to przestrzenie topologiczne.

!

Droga powrotna

Fakt 1: Jesli x =, y, to y =4 x. Scislej: istnieje funkcja
Ap.pti(x=ay) = (¥ =ax).

Dowdd: Niech C(x,y, p) = (y =a x) i niech
c(x) = refla(x) : C(x, x, refl a(x)).

To okresla taka funkcje

F):(y:A) = (p:x=ay) = (y =ax),

ze f(x, x, refla(x)) = c(x) = refl o(x).

t=f(xy.p)

Uwaga: z tego wynika, ze (refla(x))™ = refla(x).

Czyli jesli p: x =4y, to p~

Interpretacja topologiczna

Réwnos¢ miedzy drogami p:a=x b, p': c =4 d,
to droga w przestrzeni drég, czyli taka funkcja ciggta
¢:1—=x=ay,ze0)=p, ¢(1)=p.

To pojecie mozna uogdlni¢ na dowolne funkcie.
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Indukcja dla rownosci (path induction)

Fakt: Jesli F: A— B, oraz x =, y, to Fx =g Fy.

Dowéd: Bierzemy C(x): (y : A) = (x =4 y) — Prop
okreslone tak: C(x,y,p) = (Fx =g Fy),
oraz

c(x) = reflg(Fx) : C(x, x, reflg(x)).

To wyznacza f(x) : (y : A) = (p:x =ay) = C(x,y.p),
i wtedy f(x,y,p): Fx =g Fy.

Przy tym f(x, x, refls(x)) = c(x) = refl g(Fx).

18

Réwnosé jest kongruencja

Fakt 1: Jesli F: A— B, oraz x =4 y, to Fx =g Fy.

Dowéd kolokwialny:

Skoro teza zachodzi dla (x, x, refl4(x)),
to zachodzi dla dowolnej tréjki (x, y, p).

Interpretacja topologiczna:

Funkcja ciggta przeprowadza droge w droge.
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Sktadanie drog

Fakt 2: Jeslip:x =py orazq:y =az,top-q:x =pz.
Na dodatek, p - p~ = reflo(x).

Dowdd: Indukgja.
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Homotopia

Niech f, g : A — B to funkcje ciagte.
Homotopia od f do g, to taka funkcja ciagta
¢:IxA— B,
ze dla dowolnego x € A zachodzi
®(0,x) =f(x) i P(1,x)=g(x)
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Réwnos¢ jako homotopia

» Kazdy element typu a =4 b ma te same wtasnosci,
co refla(x) 1 a=a a.

» Bo kazda droga od a do b jest homotopijna
(w odpowiedniej przestrzeni) z trywialng petla od a do a.

» Ale nie kazde dwa elementy typu a =4 b sa réwne.

» Bo w przestrzeni drég od a do b moze nie by¢
takiej homotopii.
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Czego sie nie da udowodni¢ przez indukcje?

Pytanie 1: Skoro kazda réwnos¢ to tak naprawde refla(x), to
czy z zatozenia p : x =4 y wynika p = refls(x)?

Odpowiedz: Nie, bo p ma typ x =4 y, a refla(x) ma
typ x =a x. Réwnos¢ p = refla(x) w ogéle nie ma sensu.

Pytanie 2: Czy z zalozenia p : x =4 x wynika
P =ida(xx) refla(x)?
Nie, bo nie umiemy okresli¢ tezy indukcyjnej, tj. rodziny
C(x):(y:A) = (x=ay)— U,
zeby C(x, x, refla(x)) = (refla(x) =iaa(xx) refla(x))
Bo tak C(x,y,p) = (p =2 refla(x)) sie nie da.
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Fibracja (rozwitdknienie)

Przestrzen topologiczna to kategoria, gdzie morfizmy to drogi.
Fibracja to funktor 7 : E — B o takiej wtasnosci:

Dla dowolnego e € E:
jesli w(e) = a oraz w przestrzeni B jest droga p od a do b,

to istniejg €’ € E i taka droga p’ od e do €/, ze w(p’) = p

Przestrzen E to ,przestrzen catkowita (totalna)”,
a B to ,przestrzefn bazowa".
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Transport, czyli réwnos¢ Leibniza

Fakt 2: Jesli F: A— B, orazp:x =4y,
to istnieje funkcja p* : Fx — Fy.

Dowéd: Niech C(x,y,p) = (Fx — Fy) oraz

c(x, refla(x)) :==id : Fx — Fx. Wtedy

c(x, refla(x)) = C(x, x, refl o(x)),

wiec przez indukcje dostajemy f(x,y,p) : Fx — Fy.

Uwaga: refls(x)* =id
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Te drogi nie s3 homotopijne
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Dlaczego. ..

...z tego, ze p 1 x =4 x nie wynika p = refl(x)?

Odpowiedz topologiczna: bo nie kazda petla zwinie sie do
trywialnej, jesli trzymamy oba konce.

Odpowiedz teoriotypowa: bo to nie typ x =4 x jest indukcyjny,
ale rodzina My.ax =4 y.

Inaczej: indukcja musi by¢ jednostajna ze wzgledu na y.
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Fibracja

S — ‘\(b
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Typ zalezny to fibracja

Rodzina typow (typ zalezny) P : B — U przypisuje kazdemu
obiektowi x : B pewien typ P(x). Przestrzen catkowita,

to koprodukt £ = ¥,.gP(x) czyli E = (x : B) x P(x).
Funktor 7 : E — B, to pierwsze rzutowanie: 7[x, u] = x.
Jeslip: x =g y, to p.: P(x) — P(y).

Wredy [x, u] = [y, p.(u)]-

Dowdd: Mozna stosowa¢ indukcje do rodziny
Clx,y.p) = ([x.u] =€ [y, p(u)]),

poniewaz [x, u] =g [x, u] = [x, refla(x)*(u)]
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Typ zalezny to fibracja

Jeslip: x =g y, to p.: P(x) — P(y).
Wiedy : [x, u] =¢ [y, p.(u)].

Pr L)
N\
g=Ixv] €= [y, px ()]
. .

k—l”’

Ut (wrp)

Px \/
Ve

> r 3

itap) ; G =g Do pe ()]

Homotopia

Homotopia to ekstensjonalna réwnosé¢ funkgji (z A do B):

H: f ~ gtofunkcja H: (a: A) — f(a) =5 g(a).

Interpretacja: Jesli droge p : f(a) =g g(a) uwazamy
za funkcje p : [0,1] — B, to homotopia jest funkcja
H:A—1[0,1] — B.

A to jest moralnie to samo, co H : [0,1] — (A — B).

Aksjomat ekstensjonalnosci

Jesli £, g : M,.aB(x), to réwnos¢ f =p_,p(x) & jest
réwnowazna homotopii miedzy f i g.

Scislej, definiujemy
happlys, : (f =n, .8 &) = Mea(f(x) =5(x) &(x))

przez indukcje i przyjmujemy regute:

e f:NeaB(x) Mg :MeaB(x)

I+ funext(f, g) : isequiv(happly; ,)

Inaczej: typy f ~ g i f = g uwazamy za izomorficzne.

Pozytek z uniwalencji

Utozsamiamy konstrukcje réwnowazne, np. typy izomorficzne:

(AxB)y-=C=A—B—C,
w tym typy indukcyjne strukturalnie réwnowazne,
albo izomorficzne struktury algebraiczne.

Przyktad: potgrupa to obiekt (A, m, P) typu
zA:Z/{zm:A > A >Av><,y,z:A~ ITI(X, m()h Z)) =A m(m(Xﬁ y) Z).
Réwnowaznos¢ pétgrup to tyle, co izomorfizm.

Zatem izomorficzne pétgrupy sa identyczne.
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Kazda réwnos¢ to refl (w pewnym sensie)

Czy p: x =4 y jest réwne refl?

Czy kazda droga od x do y jest homotopijna z trywialna petla?
Odpowiedz: Tak, w odpowiedniej przestrzeni.

Co to za przestrzen?

To suma zalezna £ =X ,.4(x =a y).

Niech p: x =4 y. Wtedy jest ¢ : (x,y) =axa (x,x). Zatem
jest r: [x,y, p] =€ [x, x, g.(p)]-
Na koniec q.(p) =x=,x refla(x), tez przez indukcje.

Univalent Foundations

Funkcja f : A — B jest réwnowaznoscia,
jesli ma obie funkcje odwrotne:

iSEqUiV(f) = Zg:BﬁA(f ogn~ IdB) X Zh:BﬁA(h of ~ IdA)

Oznaczenie A ~ B := Y14, isequiv(f).

Dwie rzeczy, ktérych nie da sie udowodnié¢:
» Ekstensjonalnos¢ dla funkgeji: Jesli f ~ g, to f = g.
» Réwnowaznosé to réwnosé: Jesli A~ B, to A= B.

Postulujemy te wtasnosci jako aksjomaty.

Aksjomat uniwalencji (jednowartosciowosci?)

Réwnos¢ A =;; B i rébwnowaznos¢
A~ B =Yy, pgisequiv(f)
sa tym samym. Scislej, sa réwnowazne:
(A=y B) ~ (A~ B).
Definiujemy przez indukcje funkcje
idtoeqvy g : (A =y B) = (A= B)

i przyjmujemy regute:
M=A:U; M=B:U

Ik univalences g : isequiv(idtoeqv, g)

dla nowej statej univalence, g

Pozytek z uniwalencji

W jezyku homotopijnej teorii typéw (HoTT) mozna
formalizowa¢ konstrukcje matematyczne i dowody
w sposéb wygodny dla matematyka.

Formalna teoria homotopii dostarcza semantyki
dla tego formalizmu.
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Metatwierdzenia

» Silna normalizacja.
» Niesprzecznosc.
» Rozstrzygalnosé poprawnosci osadu '+ a: A
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Zaledwie zdania (Mere propositions)

» Dodanie do HoTT aksjomatu
prowadzi do sprzecznosci.

> Typ A jest zaledwie zdaniem (mere proposition), gdy dla
dowolnych x, y : A zachodzi x =4 y. (Proof irrelevance.)

Scislej: gdy niepusty jest typ
isProp(A) == My ,.a(x =a y).
» Ten aksjomat nie prowadzi do sprzecznosci:

LEM = May(isProp(A) — A® (A — 2))
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Przyktad 1: iloraz

To w Coqu nie przejdzie:

Inductive Quotient (A:Set)(R: A -> Prop) : Set :=
| klasa : A -> Quotient A R

| tosamo:(a,b:A) -> R a b -> (klasa a = klasa b).

Deklaracja R: A -> Prop oznacza, ze R jest zaledwie relacja.
(Spodziewamy sie tu relacji rownowaznosci.)
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Indukcja dla okregu
Definiujemy taka funkcje f : S* — T, ze f(base) = b: T
oraz f(loop) = : b= b.

loop

>

base

Figure 6.1: The topological induction principle for S

Obrazek z The HoTT Book, https://homotopytypetheory.org/book/
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Klasyfikacja obiektow

> Typ A jest zaledwie zdaniem (mere proposition),
gdy dla dowolnych x, y : A zachodzi x =, y.
(Proof irrelevance.)

» Typ A jest zbiorem, gdy dla dowolnych x,y : A
i dowolnych p, g : x =4 y zachodzi p =,—,, q.
Scislej: gdy niepusty jest typ

isSet(A) := My y.allpgx—sy(p = q)

» Typ A jest 1-typem, gdy dla dowolnych x, y : A,
dowolnych p,g:x=ayir,s:p=, q
zachodzi r = s.

» Dalej mamy 2-typy, 3-typy. ..
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Wyzsze typy indukcyjne

Typ sktada sie nie tylko z elementéw,
ale takze z réwnosci (drég) miedzy elementami,
i z réwnosci (homotopii) miedzy drogami,

i miedzy homotopiami drég, itd. (wyzszy grupoid)

Konstruktory typu indukcyjnego moga (powinny?) definiowaé
nie tylko obiekty ale takze drogi (dowolnego rzedu).
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Przyktad 2: okrag

Inductive Circle : Type :=
| base : Circle

| loop : Dbase = base.
Sens: Jeden punkt, ale nieskonczenie wiele réznych petli.

Grupa podstawowa okregu to Z.
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Przyktad 3: torus

Inductive Torus : Type :=

| base : Sphere

| tedy, owedy : Dbase = base.

| abel : tedy o owedy = owedy o tedy.

Sens: Jeden punkt, dwie permutowalne petle,

Grupa podstawowa torusa, to Z x Z.
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https://homotopytypetheory.org/book/

Przyktad 4: sfera Przyktad 5: suspension (zawieszenie?)

Inductive susp (A:Type) : Type :=
| north : susp A
| south : susp A

Inductive Sphere : Type := | mer : A -> (north = south).
| base : Sphere north
I surf : reflpase =base—base T€T1lpase

Sens: Jeden punkt, jedna trywialna petla, ale nieskoniczenie
wiele réznych homotopii dla tej jednej petli.

Grupa podstawowa sfery jest trywialna,

ale jej druga grupa homotopii to Z.
south

Obrazek z http://home.sandiego.edu/ shulman/hottseminar2012/
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Wiecej tutaj:  https://homotopytypetheory.org/book/

Homotopy Type Theory

UNIVALENT FOUNDATIONS OF MATHEMATICS

The Univalent Foundations Program

Institute for Advanced Study
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https://homotopytypetheory.org/book/

