Polimorficzne liczby naturalne

Logika i teoria typéw Numerals:
n = ApAfP7PAXP f(f(--- f(X)))
Wyktad 13 are of type
w=Yp((p—p) = (p—p)).
18 stycznia 2022
Dziwnym trafem, ten typ jest wytarciem formuty:
Nat(a) = VR(Vb(R(b) — R(sb)) — R(0) — R(a))
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Natural numbers Natural numbers
Nat(a) = YR(Vb(R(b) — R(sb)) — R(0) — R(a)) Numerals:
n = ApAfP7PAXP f(f(--- f(X)))
Dowéd formuty Nat(0) mozna zapisa¢ tak: ARAXAY. Y, are of type
gdzie X : Vb(R(b) — R(sb)), Y : R(0) w=Yp((p— p) = (p— p)).
Dowodem Nat(1), czyli Nat(s0), jest ARAXAY. X0Y Examples of representable functions:
(po wytarciu zostaje ARAXAY. XY). > Add = Amn.Ap\f.mpf (npf):
) ] ) ) » Mult = Amn.Ap.Afx.mp(npf)x;
Dowod formuty Nat(s”0) wyciera sie do liczebnika n. > Exp = AmnApAx.m(p — p)(np)#.
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Sita wyrazu polimorfizmu Sita wyrazu polimorfizmu

Twierdzenie (Girard):

. Twierdzenie (Girard):
Funkcja jest definiowalna w systemie F wtedy i tylko wtedy, wierdzenie (Girard)

gdy jest dowodliwie rekurencyjna w arytmetyce drugiego rzedu. Funkcja jest definiowalna w systemie F wtedy i tylko wtedy,
gdy jest dowodliwie rekurencyjna w arytmetyce drugiego rzedu.

Idea dowodu (w uproszczeniu):

(<) Dowéd formuty Vnam P(n, m) wyciera sie Whiosek: Silna normalizacja dla systemu F jest niezalezna
do termu typu w — w. od arytmetyki drugiego rzedu.

(=) Dowéd silnej normalizacji dla ustalonej funkcji mozna
przeprowadzi¢ w arytmetyce drugiego rzedu.

Recursive types (Curry style)

Principal idea: Type pp.7(p) is a solution of X = 7(X).
For example, one identifies
Recursive and inductive types a=pp.qg—p with g— a.

Therefore

y:iq, x:a bFxy...y:a«a

Dangerous trick: Let . = up.p — p.
Then every closed term has type ¢ (no more SN).



Positive and Negative
/ _\ / + AN
AWANANA
-+ o+ -+ - -4
Monotoniczno$¢: Jesli p wystepuje w ¢ tylko pozytywnie, to

p—p = o(p) = o(p).

Tak jest na przyktad gdy ©(p) = (p — q) — p.
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Positive recursive types (Curry style)
> Strong normalization holds (even in PA).
But add any negative fixpoint and SN is lost.
» Incomparable with F wrt typability:
> \x.xx untypable.
(Needs a negative fixpoint 7 =7 — ...)
» 22K typable.
(Take o = pp. g — p. Then K: v — )
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Studium przypadku: liczby naturalne
Typ 1 ma jeden element o : 1.
Definiujemy:
int = pup.1& p,
czyli
int~ 1® int,
czyli
int~1ol®ololeld:--
Zero to element in(inl(e)).
Liczba n+ 1 to element in(inr(n)).
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Witozenie in : 1 & int — int, to moralnie
to samo, co para (0, s) :int x (int — int).

Inductive nat : Set := 0 : nat | S : nat -> nat.
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Positivity
> Pos(p) = {p}:
> Neg(p) = 2,
» Pos(t — o) = Neg(r) U Pos(o);
» Neg(T — o) = Pos(7) U Neg(o);
> Pos(upT) = Pos(t) — {p};
> Neg(upT) = Neg(r) — {p}

Type p1p 7 is only permitted when p & Neg(7).

Typy rekurencyjne ,w sensie Churcha"?

Oznaczenie p = pp.o(p).

Potrzebujemy wprowadzania i eliminacji.
To pierwsze to operator in: o(u) —

Mr=M:o(u)
M= in(M): p

Przyktad: liczby naturalne

Niech int = pup. 1@ p oraz in:1@int — int.

Zero to element in(inl(e)).

Liczba n + 1 to element in(inr(n)).

Funkcja nastepnika: succ = An™. in(inr(n))

Uwaga: wtozenie in : 1 & int — int, to moralnie
to samo, co para (0,s) :int x (int — int).

int=pup.1dp

Jaki eliminator jest odpowiedni dla liczb naturalnych?

Juz go mamy: to jest rekursor.

rEM:int TEFP:7 THQ:int—7—=171
rMNC-RAMPQ: 7

Rytint—=7—=(nt—=7—=7)—>7

ROPQ=P R,(sn)PQ= Qn(R,nPQ)
(To jest wytarcie reguty dla aksjomatu indukcji)
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Prostsza wersja rekursji: iteracja

IEM:int THEP:7 THQ:7—7
M=t MPQ:r

[t-0PQ—P It,(sm)PQ—Q(It,nPQ)

Operator @ nie ma bezposredniego dostepu
do ,zmiennej sterujacej” n.

Jak to mozna uogdlni¢?

Reguta dla iteratora:
ITEM:int TEP:7 THQ:7T— T

TFit, MPQ: T

przepisana z uzyciem koproduktu:
'EM:int TED:1&®7T—7

I+ Elim, DM : 7

Redukcja:

Elim, D (in N*®int) =
D(case N of [x!]inl(x) or [y™]inr(Elim, Dy))

Podsumowanie

FrN=M:int TED:1®7—71
r=F(M):r

F(in N*®"t) = D(case N of [x']inl(x) or [y™]inr(Fy))
F*(Z) = case Z of [x}]inl(x) or [y™]inr(Fy)
F(in N) = D(F*(N))

F:int— 71 Fr:lgint—1ao7

A generalization

Assume p only positive in o. Write = up. o(p).

in:o(p) = p Elim,: (o(r) = 7) = pu—r1

Let D : o(7) — 7. To define F = Elim, D of type ;1 — 7,
we recursively apply F in the form of
F:o(p) — o(r).
Reduction rule:
F(in N) = D(F*(N))

Elim, D (in N) = D(Lift,(Elim, D)N)

Lifty : (p — 1) = o(p) = o(7).
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Ciekawostka historyczna

Typ rekursora
Rriint—=7—=(int—>7—7)—>7
jest wytarciem schematu indukcji Peana w wersji z 1889 roku:

Vx (int(x) — 7(0)=Vy(int(y) = 7(y)—=7(sy))—7(x)).

Typ iteratora
t,cint—=7—=(r—=7)—=7
jest wytarciem schematu indukcji Peana w wersji z 1891 roku:

Vx (int(x) — 7(0) =Yy (r(y) =7(sy))—7(x)).
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Definicja indukcyjna

Fr’EM:int TED:1®7—>7
I~Elim.DM: 1

Mamy D : 1& 7 — 7, definiujemy F = Elim, D : int — 7.

Elim, D (in N*®int) =
D(case N of [x]inl(x) or [y™™]inr(Elim, Dy))

F(in N*¢") = D(case N of [x]inl(x) or [y™]inr(Fy))

Albo: F(in N) = D(F*(N)),
gdzie  FT(Z) = case Z of [x!]inl(x) or [y™™]inr(Fy)
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Lifting

For F :int — 7 one defines Lift(F):1®int - 1® 7
Lift(F)(N) = case N of [x']inl(x) or [y™]inr(FN)

This generalizes to any o(p), if p is only positive in o.
If F:p— 4, then Lift(F) : o(p) — o(9)
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Twierdzenie Tarskiego-Knast(e)ra

Twierdzenie
Jesli (A, <) jest krata zupetna, to kazda monotoniczna
funkcja f : A — A ma najmniejszy punkt staty.

Dowéd:  Niech B = {x € A| f(x) < x}; niech a = inf B.
Witedy a jest najmniejszym punktem statym funkcji f. O

Jesli A = P(X), a porzadek jest przez inkluzje, to
Ifp(f) = N{x | f(x) € x}
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Reprezentacja w systemie F

W logice drugiego rzedu mozna definiowa¢ punkty state.
LFPs(a) :=VR((®(R) C R) — Ra)

Po wytarciu to wyglada tak:
ur.o(r) =vr((o(r) = r)—r).

Okazuje sie, ze to jest dobra definicja pur. o(r).
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pr.o(r) =vr((o(r) —r)—=r)

Niech o(r) =1 @ r. Co to jest pur.o(r)?

Wychodzi takie cos: pur. 1@ r=Vr((1&r—r)—r)
Typ Vr((1@® r — r) — r) to z grubsza to samo, co
Vr(((T—=r)x(r—=r)) —r), czyli
Vr(rx (r—r)—r), czyli
Vr(r— (r—r)—r), czyli

Vr((r—r)—=r—r)=w.
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Paradoks Reynoldsa, czyli

,Polymorphism is not set-theoretic”

Niech T(a) = (ov — bool) — bool.

Mozna zdefiniowa¢ typ yo = up. T(p) =Vp(T(p) — p) — p)
i operacje in: T(u) — p.

Czes¢ trudna: w modelu teoriomnogosciowym:

— typ o — bool musi by¢ interpretowany jako P(«);
—typ T(«) jako P(P(«));

— funkgja in: T(u) — p musi byé réznowartosciowa.

Zatem nie istnieje model teoriomnogosciowy.
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Zalety Scistej pozytywnosci

> Takie typy najczesciej wystepuja w praktyce;
> tatwiejsza metateoria (np. dowodzenie SN);

» Mniejsze ryzyko paradoksu:
typ up ((p — bool) — bool)
jest niebezpiecznie podobny do A ~ P(P(A)).

» Naturalne uogdélnienie na typy zalezne.

» Typy indukcyjne s3 Scisle pozytywne.
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p=pur.o(r)=Vr((a(r) = r)—r)

Wiozenie in: o(u) — 1
Iterator Elim. : (o(7) = 7) = pn— 7
Redukcja Elim, D (in N) = D(Lift(Elim, D)N)

Definiujemy to w systemie F:

Elim = ArAy? =" \z5 zry

in = AxTWAr Y7 ="y (Lift(Elimry)x),
gdzie Lift : (n — q) — o(u) — o(q)

Cwiczenie: policzy¢, ze przy tej definicji
Elim, D (in N) —3 D(Lift(Elim, D)N)

Tam i nazad?

Mamy in:o(p) — p,  Elim.:(o(7) > 7) > p—1
i redukcje Elim, D (in N) = D(Lift(Elim, D)N)

Czy umiemy zdefiniowa¢ operacje out : j1 — o(1)?

Mozna tak: out = Elim,,,)(Lift(in)),
gdzie Lift(in) : o(o(p)) — o). Ale out o in #id :

out(in N) — Lift(in)(Lift(out)(N))

out o in = Ino Out

Typy scisle pozytywne

Niescista definicja Scistej pozytywnosci:

Typ pp. o(p) jest dozwolony tylko wtedy, gdy p nie wystepuje
w o(p) w argumencie implikacji.

Przyktad 1: ten typ nie jest scisle pozytywny:
up.0—= (p—0)—0
Liczebniki Parigota:
0= Mf.x, 1=Mxf.f0, 2= Mxf.f1,...
Przykfad 2: ten typ jest scisle pozytywny:
w-tree = pp. 1 @ (int — p).

Rachunek konstrukgji
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Jesli 7 jest typem, to piszemy T : *.

Czyli * to rodzaj (kind) wszystkich typéw.
Innym rodzajem jest np. 7 = x.

Piszemy = : [0, 7 = = : [J.

Czyli I to sort wszystkich rodzajéw.

Dependencies in lambda-calculi

Dependent types: Types depend on objects (system AP):
ATo(x) T = *
Pattern:  (x:77) =+~ : [0 and rule:  (x,00,0)

What is missing? Types depend on types (system \w)

Aazko(a) @ x =«
Pattern: (a:+")=+":0  andrule: (O0,0,0).

Barendregt's Cube: combine all dependencies

//\w /CC
A2 4]> AP2
AW —— A\Pw

A, to typy proste, A2 to system F, \w to system F,.
CC to rachunek konstrukcji

Polimorfizm wyzszego rzedu: system F,

Example: Why is (Azy. y(z1)(zK))(Ax. xx) untypable in F?
Because types we could assign to | and K differ too much:
1:Vp.p—p K:Vp.p— (g — p).

There is no common pattern for these two types. ..
unless we write it this way:

ILK:Vp.p— a(p).
Here, o is a constructor of kind * = *.
Niech ¢ = Va*=*. (Vp. p = a(p)) = (Vp. a(p — a(p)))
i niech omega = AaAx"PP*P)Ap. x(p — a(p))(xp) : C.
Teraz mozna napisa¢ term

Az My "y (z(Ap.p)D)(z(Ap.g—p)K)) omega : ¢ —? —7?
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Dependencies in lambda-calculi

The origin: Objects (terms) depend on objects:
AMXTM? T =0
Pattern:  (x:7%) = o 1 % and rule:  (, %, %).

(Arrow is a constructor of kind * = * = x.)

Polymorphism: Objects depend on types (system F):
Nax M? - Vao

Pattern: (o : ") = o @ x and rule: (O, *, *).

Zaleznosci

Poczatek uktadu: Obiekty moga zaleze¢ od obiektéw:

AXxTM T =0 (x:7) = 0" x

0§ X: Typy moga zaleze¢ od obiektéw:

AT o(x)* 1T = x (x:7) =70

0$ Y: Obiekty moga zaleze¢ od typéw:

Nazx M7 - VYao (@) = o

0$ Z: Typy moga zaleze¢ od typéw:

Aazko(a) @ x = * (a: ) =70

Examples: dependent types

Niech T = {7 %, a:7 =% [:7 = %}.
» Term AXVZIT. “Z%‘BZAyVZ:T'&ZAZT.XZ(yZ) mawl l typ

(Vz:1.az — Bz) — (Vz:7.az) = Vz:7. fZ.

» Term AfTHTAyVXZT. zxx%u(fx))\x'r)\zr_vx.y(fx)(yxz)
ma typ
V=1 (Vx:7. ax—a(fx)) = Vx:7. ax—a(f?(x)).

» Term AyT/\fV(XiT)(Y(X))\gO.(y)*?TA f(g(fy))
ma typ
vyrva(xzr)n(x)vgn(y)ﬂr. (N(g(f(y)))

Calculus of Constructions: Three levels

> Terms, e.g., \x"Z7 () \yP=ayP x(yv);
» Types and constructors, e.g., Ax™.ax — p, Ap*.p — p;
> Kinds, e.g., 7= 0 = %, * = *.

M:7:%x:0

¢:k:0

No “absolute” notion of term, type, etc.

Is ax is a legal type or not?
It depends on the kind of & and the type of x.

Environment is a sequence of declarations, not a set.
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Calculus of Constructions: Raw syntax

Sorts:

su=x|0;

Kinds:

ko= | (Nx:¢ k) | (Nx:Kk K);

Constructors:
¢ u=al(Vx:¢ ¢) | (Vaik ¢) | (¢M) |
(99) | (Ax:¢ ) | (Mazk );

Terms:
M= x| (MM) | (M) | (Ax:¢p M) | (Ao M);

Environments:
M= | (x:0)|T,(a:K).

41
Rachunek konstrukcji: reguty
(AX) gkx*:0
y THA:s —
(Var) AR XA (x & Dom(I"))
Prod FA:s [ x:AFB:s -
(Prod) M (Mx:A.B): s, (512 € (= 1})
43
Rachunek konstrukcji: reguty
Weak TFA:B TFC:s —
(Weak) x:CHA:B G Dom(T)
TFA:B TFB:s
(Conv) (B=3 B
T-A:B ‘
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Klasyfikacja w rachunku konstrukgji

Fakt:
Jesli ' = A : B to zachodzi dokfadnie jeden przypadek:

—alboT'F B: % (czyli A jest obiektem typu B),
—albo I+ B: O (czyli A jest konstruktorem rodzaju B),
—albo B=0 (czyli A jest rodzajem).
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Rachunek konstrukgji: sktadnia uniwersalna

Sorty: su=x |0

Pseudo-termy:

Az=x]|s|(AA) | Dx:AA) | (Nx:AA)

Redukcja:

(M:A.B)C  —5  Blx:=C(].

Rachunek konstrukgji: reguty

Prod lFA:g M x:AEB:s ( (e 0))
ro s1, 5 € {x,
(Prod) M- (Nx:AB):s b

Nx:ArB:C M- Mx:A.C):s
(Abs)
M= (Ax:A.B) : (Nx:A. C)
M-A:(Nx:B.C) r-oD:B
(App)

I+ (AD): C[x := D]

Rachunek konstrukeji: wtasnosci

» Poprawnos¢ redukgji:
JesliTHFA:BiA—Atol- A B.

» “Wzmacnianie:
JesliMx: A/AF C: B,
oraz x nie jest wolne w A, C ani w B,

tolLAFC:B.

» Jednoznaczno$¢ typu:
Jeslifr-A:BilTHA:B' to B=3 B

» Silna normalizacja: Jesli' = A: B, to A€ SN.

Rachunek konstrukcji: podsumowanie

» Dwa sorty: * oraz [J;
» Aksjomat = : [J;

» Dozwolone sa produkty postaci
Mx:A°. B(x)t, czyli (x:A°) = B(x)":t,

gdzie s i t s3 dowolnymi sortami;

v

Te produkty sa typami abstrakcji Ax:As. MB(X);

v

Wierzchotki kostki: ograniczenie w tworzeniu produktéw.
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Uogdlnienie: Pure Type Systems

Zbiér sortéw S;
Aksjomaty A postaci (s : t), gdzie s, t € S;

Reguty R postaci (s, t, u);

vV v v Vv

Tworzenie produktéw, gdy (s, t,u) € R
M-A:s [ x:AEB:t

M= (MNx:A.B):u

» Konwencja: zamiast (s, t, t) piszemy (s, t).

» Reszta jak w rachunku konstrukgji.

Przyktady PTS

» Caty rachunek konstrukcji.

> Wierzchotki kostki, np AP ma reguty (x, %), (x,0J),
a system F ma reguty (x, ), (J, %).

» System “Type is a type’ ma jeden sort *,
aksjomat ( : ) i regute (x, ).

» System A\2-ML ma trzy sorty: *, [Ji A (schemat typu).
Aksjomat: (x: [0). Reguty: (*,x), (O, *, A), ((J, A).

Produkty to zwykte typy (x : 7) — o* : %,
i schematy typéw Vo ... a,. 0, czyli
(a1 :4+7) = = (ap #7) = 0% 1A

., Typical ambiguity”

Coq < Check Set.

Set
: Type

Coq < Check Prop.

Prop
: Type

Coq < Check Type.

Type
: Type

Paradoksy
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Dozwolone produkty

» Tworzenie produktéw, gdy (s, t,u) € R
F-A:s M x:AFB:t

M= (Mx:A.B):u

» Inaczej: dozwolone s3 ,typy” postaci
(x: A°) = B(x)": w.
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Przyktady PTS

» System APRED (Berardi-Terlouw):
sorty x“, %P (0P [0° i aksjomaty (** : OJ%), (P : OIP).
(.propositions # sets")

» System AC¥: rachunek konstrukcji z nieskonczona
hierarchia sortéw (uniwerséw): s : [y : Oy : [, ..
ma regute (0, O, Omaxgijy)-

» Podobnie w Coq:
Set:Type(0), Prop:Type(0), Type(n) : Type (n+1).
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Naiwna Teoria Typdw

» Slogan: Zbiér to predykat.

> Reguta (x,0J, *) daje typ potegowy P(7) =7 — x : x.
Ale ten system jest sprzeczny.

» Mniej Naiwna Teoria Typéw Agnieszki Kozubek ma sorty
«f P [P [0F, aksjomaty («*: O0Y), (xP : OP), i reguty:
(5, %7), (P, %P), (%%, %P), (xF,00P, %1), (x%,03°).

» Zbior {x : 7 | ¢(x)} obiektéw typu 7, to predykat
AT (x) typu (x:7) — P ookt
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Paradoksy w teorii zbioréw

Paradoks Russella:

Nie istnieje zbiér A o wtasnosci P(A) C A.

Dowdd: Przypusémy, ze P(A) C A i niech
A={acA|adal

Wtedy A C A, wiec A € A.

Jesli A € A, to A ¢ A — sprzecznos¢.

Jesli A ¢ A to A € A (bo A € A) — tez sprzecznosc.
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Paradoks Cantora
Twierdzenie: Nie istnieje funkcja el : P(A) *=5 A.

Dowéd: Jesli el : P(A) 5 A to istnieje taka funkcja

set : A — P(A), ze set o el = idp(a) (lewa odwrotna).
Niech A={acA|a¢set(a)} oraz §=el(D).
Wtedy 0 € A, oraz set(d) = set(el(A)) = A.

Jeslio € A, to § & set(0) = A.
Jesli 0 ¢ A, to § € set(0) = A.

Paradoks Cantora

Twierdzenie: Nie istnieja takie funkcje set : A — P(A),
oraz el : P(A) — A, Ze set o el = idpa) oraz el o set = id,.

Uwaga: Gdyby tak byto, to niech

El: P(P(A)) — P(A) Set : P(A) — P(P(A))
El(X)={el(Y)| Y eXx}  Set(X)={set(a)|aec X}.
Wiedy El(Set(X)) = {el(set(x)) | x € X} = X.

Czyli El o Set = idp(a).

W szczegélnosci El o Set = set o el.
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Paradoks Cantora

Twierdzenie: Nie istnieje funkcja el : P(A) 25 A.
Tym bardziej: Nie istnieje funkcja el : P(A) LA

Inaczej: Nie istnieja takie funkcje set : A — P(A),

oraz el : P(A) — A, Ze set o el = idp(a) oraz el o set = id,.

Paradoks Girarda-Hurkensa

Twierdzenie: Nie istniejg takie funkcje set : A — P(A),
oraz el : P(A) — A, Ze setoel = El o Set, gdzie:

El(xX)={el(Y)| Y € X} Set(X)={set(a)|ac X}.
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