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Twierdzenie o petnosci

Twierdzenie:

1) JesliThH o, to T = .
2) JesliT =, to T F .
Zbudowalismy algebre formut Ly, w ktérej
The & [elu=1

Ale algebra Lr nie musi by¢ zupetna.

Uzupetnianie algebr Heytinga
Twierdzenie: Niech H — algebra Heytinga. Istnieje taka
zupetna algebra Heytinga G, Ze:

» Algebra H jest podalgebra G;
> Jesli dla B C H istnieje supy, B, to supg B = sup;, B;
» Jesli dla B C H istnieje infy B, to infg B = infy B.

Dowéd: Ideat zupetny w H to taki zbiér | C H, ze

> JesiaC bel toacl;
» Jesli A C | ma kres gérny w H, to supy, | € /.

Jako G bierzemy zbiér wszystkich ideatéw zupetnych w .
Wtozenie i : H — G okreslamy i(a) = a = {b | b C a}.

Liczby rzeczywiste

Twierdzenie: Jesli formuta zdaniwa jest prawdziwa
w algebrze O(R), to jest intuicjonistyczna tautologia.

Czy to prawda dla logiki pierwszego rzedu?

Tydzien temu: semantyka algebraiczna

Interpretujemy formuty w H-strukturach postaci

gdzie:
— H to zupetna algebra Heytinga;
- AT N,

- AS S H.

Uzupetnianie algebr Heytinga

Twierdzenie: Niech H — algebra Heytinga. Istnieje taka
zupetna algebra Heytinga G, ze:

» Algebra H jest podalgebra G;
» Jesli dla B C H istnieje supy, B, to supg B = supy, B;
» Jesli dla B C H istnieje infy B, to infg B = infy, B.
Jaki z tego pozytek?
Jesli ¢ jest wartosciowaniem w H-strukturze, to [a]7 = [a]?,
dla kazdej formuty a. Zatem jesli I = o oraz H := Lr, to:
— po pierwsze G, id =T, bo Lr,id =T;
— po drugie, wtedy G, id = «, wiec Lr,id | «, czyli T - a.

Kontrprzyktady topologiczne

H=0O(R), A=N-{0}

Przyktad 1: ——=Vx(r(x)V —r(x))
Relacja: r(n) =R — {w,}, gdzie Q = {w; | i € N {0}}.

Przykfad 2: Vx(pV r(x)) = pV Vx.r(x)
Relacje: r(n) = (-1,1), p*=R- {0}

Zasada Markowa

Przyktad 3: Vx(¢ V —p) A ==3xp — Ixp

Kontrprzyktad: H = O(Q), A=N-{0}, ¢ =r(x)
rA(n) - (—OO, _Zn) U (Zn-, OC),

gdzie 0 < z, € Q oraz lim, ., z, = 0.

Fakt: Zasada Markowa jest prawdziwa w O(R)-strukturach.



Zasada Markowa: Vx(p V =) A ==3dxe — Ixep Zadanie domowe:

Fakt: Zasada Markowa jest prawdziwa w O(R)-strukturach.

Dowod: Dla rodziny zbioréw otwartych {F, | a € A} nalezy

udowodni¢, ze  Int((),(FU~F,))N~~U,F < U,F. Czy kazda formufa pierwszego rzedu, prawdziwa
No to niech d € LS. Wtedy d € S C LS dla pewnego we wszystkich O(Q)-strukturach, jest tautologia?
odcinka S. Poniewaz S jest spdjny, wiec dla kazdego

elementu a € A albo zachodzi S C F, albo S C ~F,.

Jedli to drugie zawsze zachodzi, to d € (), ~F, = ~J, F..

Ale to niemozliwe, bo S C ~~ |, F,, wiec odcinek S musi by¢

roztaczny ze zbiorem ~ | J, F,. Zatem S C F, dla jakiegos$ a.
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Kripke semantics for first-order logic Semantyka Kripkego
c,olbrti...t, = Aok rti...t, (klasycznie);
Model: C=(C,<.{A.|ce C}) ok L.
c,olFpVveY = colkplubc ol

Dla ¢ < d € C struktura A, zawiera sie w Ay, tj.

c,olFp Ay c,0lFyoraz c, ol 1

— noénik | A.| jest podzbiorem |Ay/;

g b = jeslic<cid, © ! ¥,
— relacje w A, s3 podzbiorami relacji w Ay; colbp =y Jeslic < chic ol toc ol
— funkcje w A, s3 obcieciami funkcji w A,. c.ol-3ap = colarrd]IF o, dla pewnego d € Ac;
c,olFVap = jeslic<cide Ao, toc ola— d]IFep.
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Twierdzenie o poprawnosci Przyktad: W —=—Va(raV —ra)

Model C = (N, <,{A, | n € N}), porzadek jak zwykle.
Lemat 1: Jeslic,olFpic<c, toc, ol ¢ Struktury A, = (N, r"), gdzie r" = {m | m < n}.

Lemat 2: colFpla:=t] <« c olar [t]]IF . W tym modelu zaden stan nie wymusza Va(ra \V —ra).
Zatem kazdy stan wymusza —Va(ra V —ra).

Twierdzenie:  JesliT F @ orazc,olF T, toc,ol- . Uwaga: (1) Nie dziata twierdzenie Gliwienki.
(W skrécie: jesliT -, to T I .) (2) Spetnialnos¢ intuicjonistyczna nie implikuje klasycznej.

Dowdd: | kcja.
owdd: Indukcja Fakt: Jesli model C ma skoriczony zbiér standw,

toC - ——Va(raV —ra).

13 14
Przyktad: W Vx(p V r(x)) = p V Vx.r(x) Twierdzenie o petnosci: '@ < T @
Model C = ({1,2}, <, { Ay, A>}), gdzie 1 < 2, oraz
Ay = <{1}7r11p1>' Ax = <{1~2}7r21p2>
rr={1},p' =2, r*={1},p* ={1,2} 1. Metoda statych Henkina: stany modelu to zbiory formut
spetniajace prawo alternatywy i prawo egzystencjalne.
W tym modelu 1 IFVx(pV r(x)), ale 1 pV Vx.r(x). W kolejnych stanach struktury z terméw nad rosnacymi

zbiorami statych.
Fakt (Schemat Grzegorczyka) 2. Gry pierwszego rzedu: jedno z dwojga ma strategie.
1. Jesli w modelu C wszystkie |A.| sa takie same, to Zatem albo jest dowdd (normalny) albo kontrmodel.
CI-Va(y Vv p(a)) = ¢V Vap(a).

2. Schemat jw. aksjomatyzuje ,logike statych dziedzin"
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Example: (Vx(P(x)V (P(x) = Q)) = Q) — @

4. intro !

Ve X:Wx(PX)V(P(x) = Q)= Q@ F Q7?

L

apply X |
Vi X :¥x (P(x)V(P(x)=Q)) = Q F Vx(P(x)V(P(x)—=Q)) ?
4: intro !

Vi X :Yx(P(x)V(P(x) = Q) = Q F P(xo) vV (P(x) = Q)7
J: right; intro !

Vi X :Yx(P(x)V(P(x)=Q)—=Q, Yo:P(x) F @7

()

Vi X Ux (P(x)V(P(x)=Q)—=Q, Yo:P(x), Yi:P(x) - Q7?
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Generating a chain

Assumptions:

.. HO: Z(x0), H1:Vx(Vy(S(x,y) — state) — state).
To prove state one applies H1 to xo:

New goal: Vy(S(xo,y) — state)

That is: S(xo0,x1) — state,  with fresh x;.
Now we have new assumption S(xo, X1 ).

We can add more: S(xo, x1), S(x1, %2), S(x2, x3), . . .
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First-order proof search as computation

Negative quantification expands knowledge:
.., ¥x (((p(x) — statep) — statey) I state;

yields new task: .., p(t) - state;

Positive quantification adds new variables:
..., ¥x (¢(x) — statey) — state; & state;

yields new task: .., p(y) b states,

where y is fresh.
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Przyktad domina

KXNEZ

http://www.cs4fn.org/algorithms/tiles.php
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Nierozstrzygalnos¢

czyli: programs into 1st order proofs

Positive and Negative

Zatozenia s3 negatywne, tezy sa pozytywne.
+
/ \
- +
/N /N
+ - - +
NSNS N
-+ o+ -+ - - 4+

Monotonicznosé: Jesli p wystepuje w ¢ tylko pozytywnie, to

p—p Folp) = ep)

Ukfadanie kafelkow (Domino problem)

Dany jest skonczony zbiér T rodzajéw kafelkéw

i relacje H,V C T x T zgodnosci poziomej i pionowe;j.

Pokrycie zbioru A C Z x Z to taka funkcja P : A — T, ze:
(P(x,y), P(x+1,y)) € H, gdy (x.y) EAi (x+1y) €A
(P(x,y), P(x,y +1)) € V, gdy (x,y) € Ai (x,y +1) € A

Pokrycie moze spetnia¢ warunek poczatkowy P(0,0) = to.

Domino: relacje H, V to relacje zgodnosci koloréw na brzegach.

scooes W0 N W W

we KM M N
N XK KX
MMM REN

Trudny przykfad

TILING

https://grahamshawcross.com/2012/10/12/wang-tiles-and-aperiodic-tiling/
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Nierozstrzygalnos¢

Dla danej maszyny M definiujemy zbiér klockéw Ty.

Lemat: Nastepujace warunki sa réwnowazne:

1) Maszyna M ma nieskoriczone obliczenie dla pustego stowa
wejsciowego.

2) lIstnieje takie pokrycie P zbioru N x N dominem Ty,
Ze P(0,0) = t.
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Kodowanie domina: gtéwny lemat

Osad I |- start ma dowéd < nie istnieje pokrycie.
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Jak to dziata?

Aby wyprowadzi¢ osad I I start musimy uzy¢ zatozenia
(1) Vx(X(x) = Y(x) — to(x) — loop) — start;
To prowadzi do pozycji

I, X (x00), Y (x00), to(x00) F loop,

ktéra reprezentuje sytuacje poczatkowa.
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Jak to dziata?

Chcemy udowodni¢ osad postaci ', A F loop, gdzie A
reprezentuje czesciowe pokrycie. Mozemy uzy¢ zatozenia

(4) Vxyz(H(x,y) = V(x,z) —
Yu(H(z,u) = V(y, u) — set(u)) — loop)

To odpowiada sytuacji przedstawionej na obrazku:

z u !

x|y

Natomiast zatozenie (3) doktada klocek u géry na osi Y.
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Kodowanie domina: zbiér zatozen

. Vx(X(x) = Y(x) = to(x) — loop) — start;
. Yx(X(x) = Vy(H(x,y) = X(y) — set(y)) — loop);
- x(Y(x) = Vy(V(x,y) = Y(y) — set(y)) — loop);

AW N =

. xyz(H(x,y) = V(x,z) =
Yu(H(z,u) = V(y, u) — set(u)) — loop);

(&

. Vx((to(x) = loop) = - -+ — (ta(x) — loop) — set(x));

6. Vxy(V(x,y) — t(x) — t'(y) — loop),
for all pairs (t, t') & v;

¢
7. Vxy(H(x,y) — t(x) — t'(y) — loop),
for all pairs (t, t') & h.
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Jak to dziata?

Zbiér A reprezentuje pokrycie P : A — T skonczonego
zbioru A C N x N, gdy skfada sie z zatozen postaci

X(xi0), dla (i,0) € A;
Y (xo5), dla (0.)) € A;
t(x;), dla P(i.j) = t;
Hixioxi11,). dla (i), (+1,7) € A
V(xj, Xij+1), dla (i,j), (i,j+1) € A.
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Jak to dziata?

Chcemy udowodni¢ osad postaci ', A = loop, gdzie A
reprezentuje czesciowe pokrycie. Mozemy uzyé zatozenia

(2)  Wx(X(x) = Vy(H(x,y) = X(y) — set(y)) — loop)

dla jakiegos$ x;o, takiego ze X(xj0) € A. Otrzymamy nowe
zadanie I', A, H(x0, ), X(y) I set(y), gdzie y jest nowa
zmienna, ktéra warto przemianowac na x;,1¢.

Teraz trzeba do zmiennej x;, 1o zastosowa¢ zatozenie
(5)  Vx((to(x) — loop) — - -+ = (tu(x) — loop) — set(x))
To tworzy n zadan postaci I, A’ i loop, gdzie A’ reprezentuje

pokrycie z nowym klockiem w pozycji (i + 1,0).
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Jak to sie konczy?

Aby zakonczyé dowdd musimy wykryé niezgodnosé klockéw
i uzy¢ jednego z zatozen

(6) Vxy(V(x,y) = t(x) = t'(y) — loop);
(1) Yxy(H(x,y) — t(x) — t'(y) — loop).

To sie musi uda¢ w kazdej gatezi dowodu, czyli dla kazdego
mozliwego pokrycia.
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Staby punkt?

Uzywajac zatozen (2,3,4) mozna umiesci¢ kilka klockéw w tym
samym miejscu. | to réznych.

Ale, po pierwsze nie trzeba tego robié¢, wiec:
— jesli nie ma pokrycia, to istnieje dowdd bez takich efektéw.

| po drugie: doktadanie nowych klockéw nie utatwia dowodu.
| tak trzeba zakonczyé wszystkie gatezie dowodu, takze te,
w ktérych nie ma ,sprzecznosci’. A wiec:

— jesli istnieje dowéd, to tym bardziej nie ma pokrycia.
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Whycieranie zaleznosci z typéw

e 1(Pty...t,) = P (zmienna zdaniowa);

Erasing dependencies o k(e = ¥) = k(p) = K(V);
o w(p V) = k() VK(Y);
o 1(L)=1;

(

(

(¢

(o A1) = k(@) A E(D);
(

o r(Jap) = K(e);

(

o k(Vag) = ().
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Przyktfad Wycieranie zaleznosci z terméw (1)

o 1(x¥) = xt(#)
o K

Ax:p.M) = Ax:k(p).k(M)
KV (PVQ(x)) > PVVx.Q(x))=PVQ—>PVQ

[
=

(

(

(MN) = r(M)r(N)
(M, N)) = (s(M), x(N))
(mi(M)) = mi(x(M))
(im
(in;
(

® K

L[]
B

e K

iny M) = iny k(M)

ing M) = iny k(M)

o K(M[x. Piy.Q]) = k(M)[x. 5(P); y. 5(Q)])
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Wycieranie zaleznosci z terméw (2) Example use: strong normalization

Lemat: Jesli M —5 M, to k(M) —* k(M'), z wyjatkiem
o x(Na.M) = k(M). redukgji ,,indywiduowych” (gdy redeks (\a.N)t zamieniamy
na N[a := t]). W tym przypadku k(M) = r(M’).
o r(Mt) = k(M).

o k([t, M]) = w(M). Na przyktad:
(1 ,M] = [a,y:¢] in N) = (Ay. k(N))x(M
o k(let M =[a,y:¢] in N) = (\y:k(p).c(N))r(M). (let [t M] = [a ii](N)[y):: E{()I/\/I)](:)/Z(I(V[a): tly := M))
Lemat: Jesli T+ M : o, to w(I) F w(M) : k(). Lemat: Kazdy ciag redukcji indywiduowych jest skoriczony.

Dowdd: Maleje liczba lambd.
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Silna normalizacja

Twierdzenie: Termy dla logiki pierwszego rzedu maja
wtasnos¢ silnej normalizacji ze wzgledu na beta-redukcje.

Dowéd: Jesli My — My — - -+ to k(My) — k(My) — -

Nieskoriczenie wiele razy zachodzi , prawdziwa" redukcja.

Silna normalizacja dla permutacji tez zachodzi.
Dowéd podobny jak dla rachunku zdan.

Przyktad: arytmetyka Peana (1889)

int(0);
Vx(int(x) — int(sx));
Vxy(sx =sy — x =y);
—3x.0 = s(x);
Schemat indukgji:
7(0)=Vy (int(y)—=7(y)—=7(sy)) = Vx(int(x) = 7(x)).
Schemat indukgji troche inaczej napisany:
Vx (int(x)—7(0)—=Vy(int(y)—7(y)—=7(sy))—=7(x)).

vvyyVvyyvyy

v

Erasing dependencies from Peano Arithmetic
Wezmy aksjomat indukcji Peana z 1889 roku:
7(0)=Vy(int(y)—=7(y)—=7(sy)) = Vx(int(x)—7(x)).

Napiszmy go troche inaczej:

Vx(int(x)—7(0)—=Vy(int(y)—=7(y)—=7(sy))—7(x)).

| wytrzyjmy zaleznosci:

int—7—(int—=7—7)—>7.
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Jak dziata aksjomat indukgji?

Dwa pierwsze aksjomaty to dwie dodatkowe state:

Z :int(0) S x(int(x) — int(sx))
Aksjomat indukgji to stata R, typu
Vx(int(x)—=7(0)=Vy(int(y)—=7(y)—=7(sy))—=7(x)).

Jesli L :int(t), P:7(0), Q: Vy(int(y)—7(y)—7(sy)),
to aplikacja R, tLPQ ma typ 7(t).

Dla t = 0 to mozna uprosci¢ do P : 7(0).
A dowéd R, (su)(Sul)PQ zredukujemy do QuL(R,uLPQ).
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System T Godla

Typy: Typy proste zbudowane z jednej statej typowej int.
(Czasem dodaje sie bool, produkty itp.)

Termy: Jak w rachunku lambda z typami prostymi plus state:
0:int s:int — int
R,:int—7—(int—=7—=7)—=r7,
Redukcja: Zwykta beta-redukcja oraz:
R OPQ=P R-(sm)PQ= Qn(R,nPQ)

Przyktad: Funkcja poprzednika
pred = An™. R n0 (Axy. x)
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