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Logika klasyczna

Ma-akFM:L Ma—-akFM:«

I pai—a. M« Ma-ak[aM: L

Term pa~(PV=P) [a](ina(Az”. [a](in1(2)))) ma typ p V —p.

Jesli a ¢ FV(M), to zamiast pa:—a. M piszemy M[a].

|dziemy w zaparte

Kiedy jest naprawde wazne, co jest wewnatrz [a|M?
Przy ewaluacji wyrazenia [a]M w jakim$ kontekscie.
Niedospecyfikowane fragmenty termu M moga wtedy
— okaza¢ sie nieistotne;

— zosta¢ dookreslone.

Sens obliczeniowy: ,sterowanie nielokalne”

pa.M = catchain M

[a]M = throw M to [4]

Rachunek lambda?

Czy dla logiki klasycznej mozna zdefiniowaé rachunek lambda?

1. Notacja dla dowodéw — to tatwe: trzeba tylko wymysli¢
skfadnie dla reguty (Cheat).

2. Ale czy to ma sens obliczeniowy?

3. A jak wygladaja klasyczne reguty gry?

Sens obliczeniowy

Co mozna zrobi¢ z dowodem postaci pa™ ... [a]M*...7

Wyja¢ dowdéd M : «v ze srodka i wyrzuci¢ reszte!
Co wyjac¢ z tego dowodu:

Mo 02077 3] (x(A2. £4([a]2))) 7

Przeszkody: niebieskie [a], czerwone z.

Sens obliczeniowy

pa (... [a]M>. ) = M ?
pa N = N[[a] := Am. abort(m)] ?

Timothy Griffin (1990):
E[pa™N] = N([[a] :== Am. abort(E[m])]

Internalizacja Griffina

E[pa™N] = N[[a] :== Am. abort(E[m])]

Rachunek Ay (Michel Parigot?, 1992):

— Otoczenie E moze by¢ ,wchfaniane” czesciowo.

INie myli¢ z rachunkiem ..



Rachunek Ap: fragment implikacyjny

(8) MX*M)N = M]x := NJ.
(nu) pa.[a]M™ = M, gdy a¢ FV(M).

Q) (pa~e=D.M)N = b’ M[[a] :== AX. [b](XN)]
Zeta inaczej:

Q) (pa @A MN = pb8. M[[a]0 := [b](ON)]
Moze by¢ jeszcze:

(B [bl(pa*. M) = Mja = b]

Bajka Selingera

The evil king calls the poor shepherd and gives him these orders:
“You must bring me the philosopher’s stone, or you have to find
a way to turn the philosopher’s stone into gold.

If you don't, your head will be taken off tomorrow!”

What can the poor shepherd do to save his life?

The next day the poor shepherd brings to the king's palace a huge
machine. The machine has two openings.

One is marked “Put the philosopher’s stone here!”

and the other “The gold will fall out from here”.

That will perfectly work as long as the king cannot put
the philosopher’s stone into the machine.
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Gry klasyczne

Jros moze zmieniac cel gry.

Inaczej: gra moze mie¢ wiele celéw,

Osiagniecie dowolnego celu jest wygrana Jrosa.
Dlaczego?

Tajna bron Jrosa: prawo Peirce’a ((a — ) = a) = «
Z pozycji I =« Jros moze przejs¢ do [, a0 — S+ a.

W przysztosci mozna zmieni¢ cel 3 na cel a.
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Gry klasyczne

Jros moze zmienia¢ cel gry.

Inaczej: gra moze mie¢ wiele celéw,

Osiagniecie dowolnego celu jest wygrana Jrosa.
Zamiast zadania postaci ©1,...,0, 1,

mamy zadanie postaci ¢1,...,¢, F U1, ... U

To sie nazywa sekwent.
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Silna normalizacja

Twierdzenie (K. Nakazawa, M. Tatsuta, 2008)

Rachunek A\ ma wtasnos¢ silnej normalizacji

Dowdd Redukcja do zwyktego rachunku lambda, podobna do
redukcji de Groote'a. (Semantyka kontynuacyjna czyli
translacja Kotmogorowa.)

Bajka Selingera: zakonczenie

But what if, somehow, the king comes into the possession
of the philosopher’s stone?

Then the shepherd's brother, hidden inside the machine,
will grab the stone, and hand it discretely to the shepherd.
The shepherd now can say: “Oops, Your Majesty, I've been
mistaken. Here is the philosopher’s stone!”.

Ztozonos¢ klasycznej logiki implikacyjnej

Twierdzenie (Stalmarck, 1989)

Klasyczny rachunek zdar z sama implikacja jest
co-NP-zupetny.

Dowdd Strategia Jrosa: systematycznie korzystaj:

— z prawa Peirce'a, gromadzac dostep do wszystkich
mozliwych celéw,

— z taktyki intro, gromadzac wszystkie mozliwe zatozenia.

Tu nie ma zadnego niedeterminizmu: to jest czysto
uniwersalny automat monotoniczny.

On potrafi tyle, co ,uniwersalna” maszyna Turinga.

Klasyczny rachunek sekwentéw

Reguty sa na Moodlu:
https://moodle.mimuw.edu.pl/mod/resource/view.php?id=106276
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Klasyczny rachunek sekwentéw

koniunkcja alternatywa
Sekwenty: 01,00 B o1, 0, (n,m>0)
—_— ———
zatozenia whnioski

Aksjomaty: p F o

Reguty:

— strukturalne,
— logiczne,
— regufa ciecia.
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Poréwnanie

Naturalna dedukcja: Eliminacja i wprowadzanie

M-
ﬂ (Elim 0) % (Intro o)

Rachunek sekwentéw: Wprowadzanie z prawej i z lewej

a Pl o Pl
— (L — (R
...70405}—4..( 2 ---I—ao[i.“( 2
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Reguta ciecia

Mo, ApkN

(cut)
FAFY M

Petnosé: Sekwent ¢1, ..., ¢, U1, ... 0, ma dowsd
wtw, gdy ©1 A AN, — P V- Vb, jest tautologia.
Dowdéd uzywa reguty ciecia, np. tak:
Mg ¢F
AT F)

(cut)
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Przyktad: - p VvV —p
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Reguty strukturalne

Wymiana: Lov,APT (LX) M (RX)
rJ/MP,AFZ FFA,w,QZ
; Lophy Mo, 0%
Sk 1 T — (LC LY (RC
racanie ForT (LC) o (RC)

Mozna uwazaé, ze sekwent to para zbioréw.

TEE ) 2T jw)

Ostabianie: ———
stabianie Forr Frox
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Reguty logiczne
Moy (LK) ko, ¥ r}w,z (RK)
(IR N Fr-eA,x
ey MykE (LA) Mo, X (RA)
[IRCAVEVNCDE M1V, ¥
ko, T A,@ykn (w Mok X (R)
A p—¢EX N Tk — o, X
TFex (LN) LebYy (RN)
M-pkX ME—p, X
r,LkE (LF) =T, (RT)
20
Przyktad: - ((p = q) = p) — p
pkp
- (RW)
pta.p
— (RI)
Fp—aq,p pr(LI)
p—q)—=>ptpp
(( )) ’ (RC)
p—>q)—pkp
RI)
F(p—a)—p)—p
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Gentzen's Hauptsatz
Twierdzenie (o eliminacji ciecia):
Jesli sekwent T = A ma dowéd, to ma dowéd bez ciecia.
Zasada podformut:
Formuty wystepujace w przestankach kazdej reguty
sg podformufami formut wystepujacych w konkluzji.
Dowdd bez ciecia sekwentu = ¢ uzywa tylko podformut .

Dowéd budujemy od konca, ,rozbierajac” formuty na czesci.
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Konserwatywnosé¢

Witasnosé podformut:

Formuty wystepujace w przestankach kazdej reguty
sa podformutami formut wystepujacych w konkluzji.

Whiosek: Dowdéd formuty ¢ wymaga tylko regut dla
spéjnikéw, ktére wystepuja w .
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Ktopotliwy przypadek
Aoty
LALAE Fo  Dpphy
e Apty
A ey
AR
Rozwigzanie:
Zamiast zwyktej reguty ciecia rozwaza sie ,multi-cut”:
M- Tp,...,0oF0 (multi)
Mo
27
Intuicjonistyczny rachunek sekwentéw
MyiFo (LK) (I rl—d)(RK)
NeiApbo M=o A
Meko r,w}—U(LA) [ o; (RA)
MeVvyko M- o1V
/
Mo r,d;FU(Ll) Mok (RI)
Mey—=yYko M-o—
_ry (LN) Lok L (RN)
M-pk_L M- -p
I Lto (LF) r=T (RT)
29
Przypisanie termow (2)
Mx:piFM:o
: LK
Ny:piAheEMx:=y{i}]:0o (LK)
Mx:oFM:o Ty:¥FN:0o (LA)

Mz:oVykzix.M;y.N]: 0o

FrN-M:p Tx:YpEN:o
Ny:p—=9ENx:=yM]:o

(LD

Mx:Llkx[o]:o (LF)
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Przykfad eliminacji ciecia: Dowdd

1) (2) ®3)
(R =) Mok ) r,w#ﬁ(Lﬁ)
Fr=p—19 M o—=yYEY (Cut)
(]
przeksztatcamy w dowéd:
(2) 1) (3)
re ok '
(Cut)—— P rw'” v :
MyEY
¥ (Cut)
Mo
26
Intuicjonistyczny rachunek sekwentéw
Sekwenty maja (co najwyzej) jedna formute po prawej stronie.
. Mo, Ao
W : 0 (LX
ymiana Fo.oAFo (LX)
- Mo M+
Ostab : — (LW RW
stabianie F,gal—a( ) g (RW)
Skracanie: Levhbo (LC)
Meko
. ¢ Meko
: —_— t
Ciecie Sy (cut)
28
Przypisanie termow (1)
r=M:o rl—N:w(RK)
F=(M,N): oA
r=M: g (RA)
I=ini(M): 1V e
Mx:eFM:9 (RI)
MM M:p—
30
Przypisanie terméw (3)
Fr=M:op r,x:thN:U(Cut)
M= Nix:=M]:o
32



Postaci normalne

Fakt: Termy dowodowe dla rachunku sekwentéw bez ciecia,
to dokfadnie postaci normalne ze wzgledu na beta-redukcje
i permutacje.

Whiosek: Jesli-a V3, tobk o lub - j3.
Dowéd: Jesli o M:aVv g, toM=in....

Inaczej: zadna regufa nie pasuje oprécz (RV).

No dobrze, ale dlaczego to nie dziata dla logiki klasycznej?

Bo jest jeszcze skracanie z prawej.
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Reguty strukturalne

Mo, v, AFX
My, o, AFX

F=Ap,, X

(RX)
M==AY,

Wymiana: (LX)

Ostabianie: L(LW) L(RW)
MekFX MEp, =

Bez ostabiania: kazde zatozenie musi by¢ wykorzystane.

Skracanie:
Mokx Mo %

Bez skracania: kazde zatozenie moze by¢ uzyte tylko raz.
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Linear logic: the data flow paradigm

» Correctness criterion = construction respecting resources.

» Intuitionistic construction is a function,
linear construction is an action.

» An assumption has to be used (consumed) exactly once:
cannot be re-used nor abandoned.

» But some resources are re-usable (la).
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Przyktad

Whioskowania niepoprawne liniowo:

p,q¥ p
(p—op—q),p¥Fq
p,p;p—oq,q—oq—orkr
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Rules for conjunction in sequent calculus

First choice (additive):

Maky MFa,f THBX

— (L&) ———(R&)
ManBEY TFanBx

Second choice (multiplicative):

Ma,BFs Mo, AN
—  (L®) ——(R®)
MaABrY LAFaAB TN

W obecnosci regut strukturalnych mozna wybraé cokolwiek.
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Logika liniowa
36
Lizak
Linear implication ov —o /3 represents the type of process
in which the assumption (resource) « is processed into the
conclusion 3, without re-using any part of it, and without
leaving any unused garbage.
M=o, AjpET
MAp—oyEX N
38
Dwie koniunkcje
Wraz (with):

Mnatkx MN-ao,% r=g,x
— (L&) —— X (R&)
Na&prX N-a&pB,x

Tensor:

Ma,fk-x N-o,> AFBMN
— (L®) — X (R®)
Napkx NAkFa®p,x,n

40



Tensor Zagadka Lafonta

o
An object of type o ® 3 is a pair of objects: one of type «, /o O &
the other of type 3. Creating each component of the pair --‘ N g
—
[é

requires separate resources. Consuming a pair requires using -
=)

both components.
—0

This hat contains
something to make

a big mouse with a

Y a,BFp 0 12) M=ol AFBY piece.of cheese !
— (L®
Ya®pbtkp NMAFa®B,MNx
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Zagadka Lafonta With (wraz)

An explanation :

) An object of type o & 3 is a "virtual” pair of objects (one of
&) E o
Q&’ ® Al @’ type «, the other of type /3), from which exactly one can be
— potentially created from the same resources. In other words,
a & [ is a "right of choice” between a or 5. This right belongs

o
to the consumer.
20O

Yoakpn N-o,n rE=pn
— (L&) —— (R&)
Ya&ptFp MNka&p,n
(i’ ,_(2 s Cur(Eat) O (f g% W
43 44
With (wraz) Réwnowaznos¢
)é W), e
9 &@ ﬁ B,
| want a rabbit! « 0—0/3 = (Oé 0 8) & (/B 5 O[)
l Fst projection
Here is a rabbit !
Fakt: TrHaoof witw,gdy THa—forazl [ —a.
Strictly forbidden :
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Negaqa i dualnosc¢ Plus: An object of type a @& /3 is a pair consisting of an
object of type « or of type 3, and a flag showing which case
. actually holds. The right of choice between « or 3 belongs
Negation: to the producer. The consumer opens a box and uses the
Linear negation " is the dual type of a. contents according to the instruction on the flag.
Producing data of type « is the same
as consuming data of type ™. FrokFyY TovkFY e ow. ¥
g yp LeTE LYTE ) P (Re)
Mp®dyYFX M1 @2,z
MFeX o, Lebs o,
—~ (L7) = (RY) . . . .
Mo FX N ek Duality: Plus (@) is the other side of With (&):

(a®B)t ooat & pt
Note: Implications a — 3 and 5+ — o are equivalent.

4)L L al
(Analogy with electric current.) (@&p)reoar@f

(Receiving a surprise is sending the right of choice.)
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Plus To udowodnimy:

> (a— B) oo (a® BH);

|
< — b (06— 7) oma (0 —0 B —o7)
¥ Fat GoRtad a®f—7)oo(a—f—7);
@ @ @ a rl:bbii 03'0; ?al?!s
= | 2

(aﬂfﬁ)&(awq’)m(aﬂﬁ&”/);

What it it?

, > (a—7)&(B—~7)eo(a®f—o7)
\/ \/ > aR (D7) oo(a®B)D(a®y);
@ Canonical injection & > ((1 & 3) . oo : D 18] \ ’
W S [4)) It's a rabbit !
—— > (a®B)tooat & B
49 50
Tego nie udowodnimy: To tylko w prawo:

> Ka—of—oa; >l @lazer) ~la—fo)

> (a&B)D(a&7y) oa&(B®7);
| 4 %(ngﬁgoﬂ,)go((}goﬁ)ﬂagoﬂ/;

> ad(f&7)—o(adf)&(ady):
> ad(BR7) oo (a®p)@(ady)
> a®(B&y)—~(a®pb)&(a®m7).
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Przyktad obiadowy 2020

Of course: Type la represents the ability to create
any required amount of data of type «.
(Consumer of lov makes the decision.)

Maybe: An object of type ?« is the ability to consume ) )
a certain amount of data of type a. 15 zt — (pomidorowa & krupnik) @ (kotlet & ryba)

(Producer of ?a makes the decision.) ® (ziemniaki & ryz) @ (kompot @ jabtko)

Duality: (la)! oo ?(at) and (?a)t oo !(at)
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Przyktad obiadowy 2022

25 zt — (pomidorowa & krupnik) ® (kotlet & ryba)
® (ziemniaki & ryz) ® (kompot & jabtko)
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