Logika i teoria typow
Wyktad 8

30 listopada 2022
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Lemat 3
Juz wiemy, ze wystarczy udowodni¢
Lemat 3: Jesli M,P € S, to M[x := P] € S.
3
Nl,..‘,NkGS =  xNp...Ng €S;
NeS = MNeS,
QeS, Plx:=QINy...Ne€S = (AxP)QN... N €S.
Lemat 3: Jesli M°, P € S, to M[x := P] € S.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:
— pierwszy to dtugos¢ typu 7 termu P;
— drugi to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— trzeci to dtugos¢ termu M.
Przypadek 2: M = yNy ... Ny, gdzie Ny,..., Ny € S.
Witedy M([x := P] = yNy[x == P]... N [x := P] € S,
z zatozenia indukcyjnego dla Ny, ..., Ny.
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Nl,..kaGS =  xNp...Ng €S;
NeS = MNeS;
QeS, Plxi=QN...Ne€S = (AP)QN;... Ny € S.

Lemat 3: Jesli M7, P™ € S, to M[x :== P] € S.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:

— pierwszy to dtugos¢ typu 7 termu P;
— drugi to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— trzeci to dtugos¢ termu M.

Przypadek 4: M = xQN; ... Ny, gdzie Q, Ny ... N, € S.
Wtedy M[x := P] = PQ[x:=P]Ny[x:=P] ... N¢[x:=P].
Z zatozenia indukcyjnego fatwo wynika

Q[x := P], Mi[x := P],. .., Nelx .= P] € S.

Wystarczy pokaza¢, ze M[x := P] € SNg.

Tydzien temu: silna normalizacja

Twierdzenie: Rachunek lambda z typami prostymi ma
wtasnos¢ silnej normalizacji: kazdy poprawnie typowany
term jest silnie 31)-normalizowalny.

Definicja: Okreslamy klase terméw S przez indukcje:

1. Jesli Nl,...,NkES,tOXNl...NkES;
2. Jesli N e S, to \xN e S;
3. Jesli Q € S oraz Plx := Q[N;... N, € S,

to (AxP)QN; ... Ny € S.

Lematy 1i2: S =SNg, =SNg

1. Nl,..‘,NkGS = xNp...Ng€S;
2. NeS = MNecS;
3. QeS, Plx=QN...Ne€S = (AP)QN ... Ny € S.

Lemat 3: Jesli M7, P™ € S, to M[x :== P] € S.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:

— pierwszy to dtugosé typu 7 termu P;
— drugi to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— trzeci to dtugos¢ termu M.

Przypadek 1: M = \z N, gdzie N € S.

Wtedy M[x := P] = Az N[x := P] € S, z zafozenia
indukcyjnego dla N (pierwszy i drugi parametr

bez zmian, trzeci mniejszy).

Nl,...,NkGS = xNp...Ng€S;
NeS = MNeS;

3. QeS, Plx:=QIN;...NyeS = (MxP)QN;... N, €S.

Lemat 3: Jesli M7, P™ € S, to M[x := P] € S.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:

— pierwszy to dtugos¢ typu 7 termu P;
— drugi to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— trzeci to dtugos¢ termu M.

Przypadek 3: M = x.
Wtedy M[x := P] = P € S z zatozenia.

Wiemy: Q[x := P], Ny[x :=P],..., Ni[x:=P] € S.
Chcemy:
M(x := P] = PQ[x:=P]Ny[x:=P] ... Ny[x:=P] € SN;.

Redukcje wewnetrzne musza sie zakonczyé. Niech:
M[x:=P] = (Ay R)Q'N; ... N, — Rly:=Q'IN; ... N — ---

gdzie P+ Ay R:7. Noto7 =1, — 7 oraz Q' : 71.
Ale typ 71 jest krétszy niz 7, wiec R[y:=Q'] € S.
Skoro Ny, ..., Ny € SN, to zN; ... N, € SN = S. Chytry trick:

Rly == QN; ... N, = (zN; ... N)[z := R[y := Q']],

gdzie z : 75, i znowu krétszy typ, wiec catos¢ jest w S = SN.



3. QeS, Plx=QIN...NyeS = (AxP)QNy...Ng€S. Przypadek ogélny

Lemat 3: Jesli M”, P™ € §, to M[x:= P] € S. Twierdzenie: Rozszerzony rachunek lambda ma wtasnos¢
Dowéd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry: silnej normalizacji ze wzgledu na (3-redukcje.
1. dtugosé typu 7; 2. dtugosé redukcji M; 3. dtugos¢ M.

Dowdd: Redukujemy rozszerzony rachunek lambda

Przypadek 5: M = (AzR)QN; . .. Ny, gdzie Q € S oraz do zwykfego (z jedna stata typowa).
R[z := Q]N; ... Ny € §. Mamy wtedy Najpierw ttumaczymy typy:
M[x:=P] = (A\zR[x:=P]) Q[x:=P]Ny[x:=P] ... Nx[x:=P] la| = 0, gdy a=1,p,q,...
i wystarczy pokaza¢, ze Q[x := P] € S (z zat. ind.), oraz, ze lo = 7| = lo| = |7]
R[x:=P][z:=Q[x:=P]]|N1[x:=P] ... Ni[x:=P] € S. lont| = (lo| = 7| =0) =0
Inaczej, ma by¢ (R[z := Q]Ny ... Ni)[x := P] € S. lovrl = (lol = 0) = (I7[ = 0) = 0
Ale M —T R[z := Q]Nj ... N, wiec drugi parametr zmalat. Uwaga: zawsze |o| =07 — -+ — 0, — 0.
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Translacja dla terméw (1) Translacja dla terméw (2)

‘ (lo|]=01— - —0,—0, |7T|=11—= = 7n,—0)
= Xl

X7
loAT] = (Jo| = |r] = 0) =0
AXxT.Mo| = AT m|lel
|M0~>7—Na| _ |M|\a\~>\r\‘N‘|a|
[PPAT{1}] = AxTt. xS [P OXITIAYIT (xxy . x,)0)
‘<M, N)U/\T| _ )\z|a\—>\7\—>0'Z‘M“J||N|\T\ N . .
[PIATL2Y = ATt AT | PITMIOXITIAYIT (yxq . x)0)
‘inl(Ag)UVT| — )\Xla‘_)O.)\le‘_)o‘X|A||d‘
Mol = A A M
|in2(B7‘)UVT| — )\xl"HO.)\ylfHo.y\B\‘T‘
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Jak to dziata? Translacja dla terméw (3)
M= (P,Q){1} — P ttumaczy sie tak: IMoVT[x?. PP, y™. Q]| =
IM| = Axt o xS (Az. z|P]|Q|)(Axy. xx1 . . . x,) A X ML P i) (A @ xa - i),
=g AP X (Axy. xx1 .. x0)| P Q)
=g A7 AT Plx . X gdzie |M]: (|| = 0) — (|| — 0) =0,
=, | P oraz [p|=py — - — px — 0.
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Jak to dziata? Whasnosci translacji
M = (iny P7)[u". Q°; vo. R?] — Q[u:=P] Lemat:
ttumaczy sie tak: > |M[x = N]| = [M|[x := [N]].
> Jesli M:o, to |M]: o
M| = AX. |ing P|(Au. | Q| X)(Av. |R| X) > Jesli M —5 M, to [M| -} M.
= M. (Axy. x|P])(Au. | Q| X)(Av. |R| X)
A2 (.| Q| %)|P] Twierdzenie: Rozszerzony rachunek lambda ma wtasnos¢

silnej normalizacji ze wzgledu na [3-redukcje.
— M. |Ql[u = |P|]X

= M. |Q[u := P]|X Dowéd: Przypus¢émy, ze  M; — M] — M] —
—y |Qu:= P]| Wiedy takze M| 7 My 7 [Ma] —F -
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Silna normalizacja

Twierdzenie: Rozszerzony rachunek lambda ma wfasnos¢
silnej normalizacji ze wzgledu na [-redukcje.

| co z tego?

Juz wiemy, ze beta-redukcja to za mato: term w postaci
beta-normalnej moze np. wyglada¢ tak:

(case N'r\/o of [XT]P(Y*)£37 [ya]Qa%ﬁ)Mn
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Zta wiadomosé

Translacja uzywana dla beta-redukcji nie dziata dla permutacji.

(To nie jest wcale takie proste.)
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Permutacje

Potrzebujemy SN dla systemu z permutacjami.

M(IVT[X[T.P/)’}/T.Q[)]E = M{)’\/T[XU'P/)E.’yTVQ/)E]

(MA[o]E)Y" = M*[i]

Uzyjemy metody CPS (“continuation passing style”)
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Kontynuacje dla funkcji (CBN)

typ spos6b typ
termu  uzycia kontynuacji semantyka

T T 7 =0 T=("—=0)—=0

P P p—0 (p—10)—0
L 0 0—0 (0—=0)—0

T—w0 1= (r—=a0)—=0 (r—a)—0)—=0
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Permutacje

Potrzebujemy SN dla systemu z permutacjami.

M(I\/T[X[T'P[).’yT.Q/)]E = M{T\/T[X«’Y.PIJE‘yT.QI)E]

(M*[0]EY = M*[u]
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Przyktad: M — M', ale [M| - [M]"
o|=F =0 |L[=0
oV Bl = (ja| = 0) = (|| = 0) =0

M = NoVB[x>. PL: yB. Q+] (0]
IM| = Az : 5. [N|(Ax. |P])(My- Q)

M’ = NP [x2. PHo]; yP. Qo]
M| = AZ: 6. [N| (Ax. |PH[o]] 2) (Ay. [Q[0]] 2)
=21 6. INJOx (V2. [P]) D)y (721 Q) 2)
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Semantyka kontynuacyjna

Znaczenie wyrazenia = jego wptyw na ,caty program”.

0 — typ ,catego programu” (typ efektu).
k :int — 0 — ,kontynuacja typu int"

Znaczenie wyrazenia N : int, to funkcja N : (int — 0) — 0.

Na przyktad 5 = \k™"=0. k(5).
Ogdlniej, dla : N :int,
N = \k"=0 N o> k, gdzie N > k to ,, N przekazane do k"
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Kontynuacje dla koniunkgji i alternatywy

Naturalny ,sposéb uzycia™:

(TAd) =(zA0)
(rvo)=(zVa)

Funkcyjny ,sposéb uzycia™:

(tho)*=(r—a—0)—0

(Vo) =(r—=0)—(c—0)—0

24



Translacja dla typsw: 7= (7*—0) — 0

P = p
1* =0
(r—=0) = (z—=0)
(tAno) = (1—=a—0)—=0
(rvo) = (=0 —=(c—0)—0
25
Translacja dla typéw: T=(r*—=0)—=0
Translacja dla terméw: M = Ak 0. M > k
xX>K = xHK)
Ox7. M) s K = K(OxZ M~
(M7 N#Y b K = K(Az2~7°. zM N)
inf(M)> K = K(A\yE702270 y M)
(MPEY > K = M (EQK)
EQK : p* — 0 to eliminator £ wiaczony do kontynuacji K.
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Dotaczanie eliminatora do kontynuacji K : 7 — 0

NeK = Mm®?T.mNK:(r —0)*—0
{2}eK AmT722020 m(AxTye yK) @ (1 Ao)® — 0
[XA.ST,y?. TTI6K = AmVP) m(Ax2. S K)(Ay2. T > K)

PleK = (Akm®.m)K:0—0

Przypomnienie:
(nvp)=(@p—0)—=(p—0)—0
(tAho)=(r—a—0)—0
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Jesli M —5 M', to M —7 M'. Na przykfad:

(P,Q){1} = k. (P, Q){1} b k
— k. (P, Q) > {1}@k
= Xk (P, Q) > (Am. m(Axy.xk))
= k. (Am. m(Axy .xk))(Az. zPQ)
—g Mk. (Az. zPQ)(Axy.xk)

—5 Ak, (Axy.xk)PQ

— 1 Ak. Pk = Ak. (\k. P o k)
—g Ak.P>k=P

)

)
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Translacja dla terméw: czego chcemy?

Dla dowolnego termu M chcielibysmy zdefiniowa¢ M, tak aby:

> JesliT=M:7,to - M:7, gdziel(x)=TI(x).

> Jesli M — M, to najlepiej M —+ M’ ...

> A jak si¢ nie da, to chociaz M = M'.

| to sie prawie da zrobic¢.
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Dotaczanie eliminatora do kontynuacji K : 7* — 0

Ma by¢ tak:

(MPE)™ & K = M > (EQK)

Przypadek aplikacji: p=o0 — 7.

(M7TNo) 5 K = M & (N@K)

N7@K = Am=>Z. mNK : (0 — 7)°* — 0

Tutaj K : 7° — 0 jest kontynuacja dla MN : 7.

N@K : (¢ — 1) — 0 jest kontynuacjg dla M : 0 — 7.

Whtasnosci translacji

> JesliTHM:7,tol - M: 7, gdziel(x)=T(x).

» (M K)[xZ:= N] -5 M[x? := N] > K[xZ := N].
> Jesli M —5 M', to M -} M'.
» Niech —, oznacza permutacje postaci

N[x.S,y. T|E —. N[x.SE,y.TE].
Jesli M —,. M', to M = M'.

Jesli M —,. M', to M = M.

M[x.S,y. TIE = Ak.M[x.S,y. T|E > k
= Xk.M[x.S,y.T]> EQk
= \k. Mo [x.S,y. T|QE@K
= Ak. M > (Am.m(Ax. S > EQk)(\y. T > EQk))
= Mk. M 5> (Am. m(\x. SE & k)(\y. TE > k))
= Xk.M > [x.SE,y.TE]@k
= Xk. M[x.SE,y. TE]> k = M[x.SE,y.TE]
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Zta wiadomosé

Translacja nie zachowuje permutacji postaci
M[o]EP —, M(p].

Bo tak: x'[0]E” = \k.x[0]E” > k,

= Mk x* b [0]QEP@K = Ak. xO((\m.m)(EP@k)).
oraz x[p] = Mk. x*[p] > k = k. xO((AIm.m)k)
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Zta wiadomosé

Translacja nie zachowuje permutacji postaci

M|o]EP —, M]p].

Rozwigzanie: Odkfadanie ex falso.

Jesli M — | N =5, P, to M =4 Q — 3., P, dla pewnego Q.

Morat: Jesli istnieje redukcja
My = My = My — - --

w ktorej kroki — 5, wystepuja nieskonczenie wiele razy,
to istnieje nieskonczona [m-redukcja.
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Silna normalizacja

Przypusc¢my, ze w rozszerzonym rachunku lambda:
My =75 Mo =75 My =75 My —7p -+
Wtedy w zwyktym rachunku lambda:
My o My o My~ My~

gdzie kazde ~~, to albo —, albo =.
Réwnosc zachodzi w przypadku permutacji.

Jesli w gérnej redukcji jest nieskonczenie wiele (3-krokéw,
to w dolnej tez. Niemozliwe, bo SNg.

Zatem w gornej redukcji sa prawie same permutacje.
Tez niemozliwe, bo lemat.
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Sens logiczny translacji CPS?

T=(1"—0)—0

p* = p
1* =0

(r=0o) = (=9
(tho) = (—=a—0)—=0

(rvo) = (=0 —=(c—0)—0
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Zagadka

Translacja nie zachowuje permutacji postaci
MIolEP — M[p].

Ale ten problem znika jesli zamieni¢ definicje
[0]@K = (\km°®. m)K : 0 — 0
na prostsza:

[0]@K = Am°®. m

To czemu tak nie robimy?

34
Silna normalizacja
Wystarczy udowodnié, ze nie istnieje nieskofnczona
[Am-redukcja ani nieskonczona | -redukcja.
Lemat: Nie istnieje nieskoriczona redukcja z samych
permutacji (czyli 1 r-redukcja).
Dowdd: Permutacje przesuwaja eliminatory w gtab termu,
z grubsza tak: NE E, — NElEZ. Mozna zdefiniowa¢ , miare
termu”, ktérej wartos¢ zmniejsza sie po kazdej permutacji.
Np. jesli [INE| = [N2|E], to
INEE>| = (IN]P|Ea| | E2| > [NP|E?| = [NES|
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Morat:
Twierdzenie (Philippe de Groote)
Rozszerzony rachunek lambda z permutacjami ma wfasnos¢
silnej normalizacji.
Whiosek: Kazdy dowéd mozna zredukowa¢ do normalnego.
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Sens logiczny translacji CPS?

T=(1"—0)—0
Twierdzenie: JesliT =M : 7, tol =M : 7.
W szczegéinosci, jesli T jest twierdzeniem, to T tez.

A na odwrét? Nie!

40



Przyktad:  FpVi(p—4q), ¥pVip—q)

Oznaczenie: ~a = o — 0.

Podobieastwo do —a = o — L jest zamierzone.
Liczymy:
pV(p—q)=~~(~p—~(p=q)—=0).

~p = rororop, P q = ~rp — ~eaq.

Zatem p V (p — q) jest réwnowazne formule:

Jeszcze jeden przyktad

Translacja formuty ((p — q) — p) = p
jest intuicjonistyczne twierdzenie:

NN(NN(NN(NNP — NNq) — NNP) — NNP)
Chyba odkrylismy jakas nowa logike?

Klasyczna.

Translacja Kotmogorowa

k(p) = —=p
k(L) = L
k(t = 0) = —=(k(1) = k(o))

Analogicznie:

k(roo) = —=(k(1) o k(o))

Note: ——k(«) is equivalent to k(«).

Translacja Kotmogorowa

Twierdzenie:

Mhms o & k(D) i k().
Dowéd:
(=) Indukcja ze wzgledu na dowdd.

(«=) Formuty a i k() sa klasycznie réwnowazne.

Morat: Logika klasyczna redukuje sie w pamieci
logarytmicznej do logiki intuicjonistycznej
(jest ,fatwiejsza").

Uwaga: To dziata nie tylko dla rachunku zdan.
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= ~mo(~p = ~(~op = ~vq) = 0)

Zatozenie x : ~(~p — ~(~~p — ~~q) — 0), cel 0.
Cel: ~p — ~(~~p — ~~q) — 0, czyli:

zatozenia y : ~p, z : ~(~r~p — ~~q), cel 0.

Cel: ~~p — ~~gq, czyli:

zatozenia u : ~~p, v : ~q, cel 0.

Wystarczy uy.

Caty term: Ax. x(\yz. z(Auv. uy)).
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Nienaturalna dedukcja
Reguty wnioskowania jak zwykle, i do tego:
r-A+F L
—— (Cheat)
r= A
44
Dygresja (cwiczenie)
> (p=g—= L) =(pAq)
> (p=—g— L)< ~=(pVa).
Whiosek: mozna réwnie dobrze zdefiniowaé k(1) = 7.
46

Translacja Kotmogorowa

Twierdzenie: Jesli I yns v, to k() Fine k().

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dowdd. Przyktadowy
przypadek: reguta wnioskowania przez zaprzeczenie.

M-a b+ L

[ e
Z zatozenia indukcyjnego wynika k(I'), k(=) Fipe k(L).

Ale k(—a) = == (k(a) = L) = =—=k(«),
czyli w istocie k(I), =k(c) Fjne L.

Albo lepiej: k(T') Fine =—k(a).

Stad k(I') Fine k().
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Translacja Kotmogorowa

Twierdzenie: Jesli I tys c, to k() Fine k().

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dowdd.
Przyktadowy przypadek: modus ponens.

lFa— B (et

r-g
Z zatozenia indukcyjnego wynika

k(M) Fine =(K(@) = k(B)) i k(T) Fine k(aV).

Poniewaz k(3) zaczyna sie od —, wiec wystarczy sprawdzi¢, ze

F=m(p = —q) = p— .
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Translacja Kotmogorowa
Twierdzenie: Jesli I typs v, to k() Fine k().
Dowéd: Indukcja ze wzgledu na dowdd.
Przyktadowy przypadek: ex falso.
M= 1L
rep
Z zatozenia indukcyjnego wynika k() Fine L.
Poniewaz k(/3) zaczyna si¢ od —, wigc wystarczy wiedzie¢, ze
FL—>p— L.
Wazne: Nie korzystamy z ex falso.
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O wyzszosci Kotmogorowa nad Gliwienka
Twierdzenie Gliwienki: Formufa ¢ jest klasyczng tautologia
wtedy i tylko wtedy, gdy i, =
» Tu potrzebne jest ex falso.
» To nieprawda np. dla logiki 1 rzedu.
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Bajka Selingera
The evil king calls the poor shepherd and gives him these
orders: “You must bring me the philosopher’s stone, or you
have to find a way to turn the philosopher’s stone into gold.
If you don't, your head will be taken off tomorrow!”
What can the poor shepherd do to save his life?
55

Dygresja

Z punktu widzenia negatywnego celu, zatozenie postaci =«
jest réwnie dobre jak zatozenie a:

L. Bo8?
Lo, B R L?
T TP B e
Looa .., B BOOL?
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Translacja Kotmogorowa

Twierdzenie:
r Fk/as « = k(r) men k((l),

gdzie I-,,;, oznacza wnioskowanie w logice minimalnej,
tj. bez reguty ex falso. Zamiast | moze by¢ cokolwiek.
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Rachunek lambda?

Czy dla logiki klasycznej mozna zdefiniowaé rachunek lambda?

1. Notacja dla dowodéw — to tatwe: trzeba tylko wymysli¢
skfadnie dla reguty (Cheat).

2. Ale czy to ma sens obliczeniowy?

3. A jak wygladaja klasyczne reguty gry?
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Bajka Selingera: ciag dalszy

The next day the poor shepherd brings to the king's palace
a huge machine. The machine has two openings.

One is marked  “Put the philosopher’s stone here!”

and the other “The gold will fall out from here”.

That will perfectly work as long as the king cannot put
the philosopher’s stone into the machine.
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Bajka Selingera: zakonczenie

But what if, somehow, the king comes into the possession
of the philosopher’s stone?

Then the shepherd’s brother, hidden inside the machine,
will grab the stone, and hand it discretely to the shepherd.
The shepherd now can say: “Oops, Your Majesty, I've been
mistaken. Here is the philosopher's stone!”.
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