Tydzien temu: Monotonic automata

Monotonic automaton: M = (Q, R, f,T),

Logika i teoria typow > Q is a finite set of states, f € Q the final state.
> R is a finite set of registers;
» 7T is a finite set of instructions of the form:
Wyktad 7 (1) g : check Si;set Sy; jmp p,
(2) q: jmp p1 and po,

here g, p,p1,p» € Q@ and 5.5, C R.
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Lemma

The halting problem for monotonic automata
Is a given configuration accepting?

is Pspace-complete.

Czes¢ trudna: Monotonic encoding of an ATM Co trzeba udowodnic¢?

Lemat: Zatézmy, zZe do zbioru rejestréw S nalezy doktadnie
Jeden rejestr stant, dokfadnie jeden rejestr pozt i doktadnie
Registers:  stant, lit;,, poz!, po jednym lit}, dla kazdego i. Ale nie ma zadnego rejestru
postaci stan®, lit:,, poz!, dla u > t. Wéwczas:

s iar

Alternating time p(n).

Initial configuration: Konfiguracja C = (loop}, S) automatu monotonicznego jest

Co = (loop?, {/it(l)aly /it[,),an7 //t?1+13s /itg(n)B, stang, poz9}). akceptujaca wtedy i tylko wtedy, gdy maszyna Turinga
represents initial ID of TM for input w = a;...a,. akceptuje odpowiednie ID w alternujacym czasie p(n) — t.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na p(n) — t.
Later:
C = {loop}, S) encodes the first t steps of TM computation, Whiosek: Konfiguracja Cy automatu monotonicznego jest
akceptujaca wtedy i tylko wtedy, gdy maszyna Turinga

e.g., /itZa €S iff  after 5 steps, the 6th cell contains a. . . .
akceptuje stowo w w alternujacym czasie p(n).
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Example instructions for (s, a) = (u, b, +¢) Example instructions: universal split in state s
' Assume that:
When i < p(n): — TM does not write nor move in universal states.
loop! : — The universal step does not depend on symbol scanned.
St 1 t4+1 g t+l, . .
check stanf, poz}, lit;,; set stant*, pozj >, lit;,"; jmp loop;, ;; When 7 < p(n):
t t gt Ltl t .
check stan;, pozj, litj,; set lit;,”; jup loopj, y; loop} : check stant, lit}; set litt; jmp loop;, +;
When i = p(n): When 7 = p(n):
loop! - loop; : check stant, lit},, pozt; set lit}, ", pozi*'; jmp splitt/L;
check stant, pozt, lit' : set stant™! poz't! litt ' smp loop! ™t
s» POZj, Ity u »POZj o, Ly, Jmp P1 Sp/lt;tl : Jmp gOZ;rl and gO;rl;
check stant, poz}, lit;,; set litt™: jmp loop! ™.
got!! : check @; set stan’'!; jmp loop!
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Instrukcja koncowa Ztozonos¢ intuicjonistycznej logiki zdaniowej

Twierdzenie (Statman)

Dla czasu p(n) i stanu koficowego s maszyny Turinga: Intuicjonistyczny rachunek zdari jest PspAce-zupetny.

/oop’f(") : check stan';("); set ; jmp f



Konstrukcja dowodu jako obliczenie

Osad I + p (gdzie p — atom), mozna interpretowaé
jako konfiguracje automatu:

» Cel atomowy p to stan maszyny;
» Otoczenie [ to zawarto$¢ pamieci, w tym program.
» Zatozenie p — g umozliwia zmiane stanu z g na p.
» Zatozenie (b — p) — g umozliwia zmiane stanu z ¢ na p,
z jednoczesnym zapisaniem b w pamieci.
» Zatozenie a — p — ¢ umozliwia zmiane stanu z ¢ na p,
pod warunkiem, ze w pamieci jest zapisane a.
Uwaga: (1) nie mozna usuna¢ danej z pamieci;
(2) nie mozna sprawdzi¢, ze danej w pamieci nie ma.

Instructions seen as axioms

Axiom for g : check S;;set S; jmp p,
where S; = {si,....;sf} and S, = {s}, ..., st}

(1) st oo (st—= == p)—q.

Axiom for ¢ : jmp p; and py:
(2) pr— P2 — (G-
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The technical lemma we need

Lemma
rStq iff (q,SoUS) is accepting.

Proof.
(=) Induction wrt the size of normal proof.
(«<=) Induction wrt the definition of acceptance. O

Whiosek

Problem stopu dla automatéw monotonicznych redukuje sie
(w pamieci logarytmicznej) do intuicjonistycznej logiki
zdaniowej z sama implikacja.
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Twierdzenie:

Intuicjonistyczny rachunek zdari jest Pspace-zupetny.

To mato powiedziane.

W istocie Pspace-zupetny jest fragment implikacyjny
i to ograniczony do formut rzedu 3.
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Programs into proofs!

Given M = (Q,R,f,Z) and Cy = (qo, So),
define a set of axioms I so that

MN-qo iff Gy is accepting.
Propositional variables: states and registers of M.

Put all of Sy into I, also f € T.

Other axioms represent instructions of M.
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Proof construction as computation

To prove I, S I g, one can:

» Note that ¢ = f and observe f € T;

» Use axiom p; — p» — g and prove in parallel:
IStpr and T[,SEp

> Use axiom st — -+ — sf — (st — -+ — s — p) = q,

provided S; = {si,...,sf} C S, and prove that
r,S,s}..,ssFp
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Rzad formuty implikacyjnej (typu)

Rzad zero = atomy;
Rzad n+ 1 = formuty a; — -y — p,
gdzie «; s3 rzedu co najwyzej n.

Np. ta formuta jest rzedu 3:

((p=q)—=r)=((r=p—=s)—=r)—=p

Automaty monotoniczne s3 reprezentowane formutami rzedu 3.
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Twierdzenie

Intuicjonistyczny rachunek zdan redukuje sie w pamieci
logarytmicznej do fragmentu implikacyjnego rzedu 3.

Dowdd:

Dowolna formuta — automat — formuta implikacyjna rzedu 3.

Przyktad:
Formuta (((e — d) — ¢) — b) — a jest rzedu 4

i nie jest réwnowazna zadnej formule rzedu 3.
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O wyzszosci Wajsberga i Ben-Yellesa

nad Davisem i Putnamem

Klasyczny rachunek zdan:
— reprezentuje problemy obliczeniowe o ztozonosci NP;
— jako koniunkcje statycznych wigzéw (SAT);

— dla ktérych trzeba szukaé rozwiazan ad hoc.

Intuicjonistyczny rachunek zdan:
— reprezentuje problemy obliczeniowe o ztozonosci PspAck;
— jako dynamiczne zadania dowodowe,

— ktérych rozwiazania bezposrednio realizuja obliczenie.
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Normalizacja

Twierdzenie: Jesli istnieje dowod osadu I+ o, to istnieje
dowdd normalny.

Lepsze twierdzenie: Kazdy dowdd osadu I' = p mozna
przeksztatci¢ w dowsd normalny.

Jeszcze lepsze twierdzenie: Kazdy ciag redukcji prowadzi
do dowodu normalnego.
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Silna normalizacja

Twierdzenie: Rachunek lambda z typami prostymi ma
wtasnos¢ silnej normalizacji: kazdy poprawnie typowany
term jest silnie Sn-normalizowalny.
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Wstep do dowodu (tu na razie nie ma typow)

Definicja: Okreslamy klase terméw S przez indukcje:

1. Jesli N17.,.7NkES,tOXNl...NkES;
2. Jesli N e S, to AxN e S;

3. Jesli Q € S oraz P[x := Q[N;... Ny € S,
to (Ax P)QN; ... Ny € S.

Lemat 1: Jesli M € S, to M € SNg,,.
Dowéd: Indukcja ze wzgledu na definicje S.

(1) Wszystkie redukcje w termie xN . .. Ny musza by¢
,wewnetrzne”. Teza wynika od razu z zatozenia indukcyjnego.
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Przyktad

Do tego zadania SAT-solvery sie nie nadaja.
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Przypadek implikacyjny

Term w postaci 3-normalnej: term, ktérego nie mozna
redukowac.

To jest to samo co implikacyjny dowéd normalny.

Normalizacja:
JesliT =M : 7, to M —4 N, gdzie N jest normalny.

Silna normalizacja:
JesliT = M : 7, to kazdy ciag redukcji termu M jest skoriczony.
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Wstep do dowodu

(tu na razie nie ma typéw)

Lemat O:

(1) Podterm termu silnie normalizowalnego
Jjest silnie normalizowalny.

(2) Jesli Alx := B] € SN, to A € SN.
(3) Jesli A€ SN i A~ B, to B  SN.
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Lemat 1: Jesli M € S, to M € SNg,.

Dowdd: Przypadek (2) Jesli N € S, to AxN € S.

Jesli wszystkie redukcje w Ax N sa wewnatrz N, to teza wynika
z zatozenia indukcyjnego. Jedyna inna mozliwos¢ jest taka:

AXN =gy AX Px =) P =gy - -+

gdzie N — 4, Px. Ale wtedy Px € SNg, z zatozenia
indukcyjnego dla V, wiec takze P € SNg,).
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Lemat 1: Jesli M € S, to M € SN, LNy Ne€S = xNy o Ny €55
‘ 2. NeS = MNES;
3. QeS, Plx=QM...NeeS = (AP)QNy... N €S.
Dowdd: (3) Jesli Q € S oraz P[x := Q]N;... Ny € S,

to (Ax P)QN; ... Ny € S. Lemat 2: Jegli M € SNy, to M € S.

Z zatozenia indukcyjnego P, Q, Ny, ..., N € SNg,. Zatem Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dwa parametry:
redukcje wewnetrzne termu M = (Ax P)QN; ... Ny musza
sie skonczy¢. Pozostaje jeszcze redukcja czotowa:

M =g, (AxP)Q'Ny ... Ny —5 P[x = QINy... N, =3, -

Ale SN, 3 Plx = QIN; ... Ny 4, P'lx == QN ... N, \F/’\Zygadsk 1:5"/’ :*(%X ’,3)92’11;~ - N
W|QC tez P/[X — Q/]N{ o N;( c SNB?}- .e y < Z za OZef.“.a Indaukcyjnego
(pierwszy parametr mniejszy).

— pierwszy to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— drugi to dtugos¢ termu M.

o Takze Plx = QIN; ... Ny € S (pi tr mniejszy).
Oczywiscie: Jesli M € SN, to M € SN. Tokze OLXa - tcé]rmly NS Skgz'el\r/lW;Zé parametr mniejszy)
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1. Ni,...,Ne €S = xNp...Ng€S; Wnlosek
2. NeS = MNeS;
3. QeS, Plx=QN...NeeS = (AxP)QN;... Ny €S.
Lemat 2: Jesli M € SNg, to M € S.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dwa parametry:
— pierwszy to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M, > Klasa S to to samo co SNp, i to samo co SNj.

~ drugi to dfugosc termu M. » Produkt uboczny: B-SN i 31-SN to to samo.

Przypadek 2: Term M jest postaci xNj ... Ny lub jest
abstrakcja. Wtedy teza wynika od razu z zatozenia
indukcyjnego ze wzgledu na pierwszy lub drugi parametr.
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Dowéd silnej normalizacji Gtéwny lemat
Lemat 3: Jesli M. P € S, to M[x := P] € S.

Dowdd twierdzenia: Z lematéw 1 i 2 wynika, ze
Konwencja: SNg = SNg, = S. Wystarczy wiec udowodni¢, ze kazdy
(poprawny) term M jest w S.

> termy (w tym zmienne) maja ustalone typy; — Jedli M jest zmienna, to oczywiste.

> nie piszemy tych typow. — Jesli M jest abstrakcja, to teza wynika z zatozenia

indukcyjnego.

— Jesli M jest aplikacja PQ to stosujemy lemat 3 do
podstawienia (xQ)[x := P].
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