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Jakie termy sa strategiami Jrosa?

W przypadku implikacyjnym mozliwe strategie sa takie:

» zmienne;
> My := xN], gdzie M, N — strategie;
> \x: .M, gdzie M — strategia.

To s3 doktadnie postaci normalne beta:

» Abstrakcje: \x : 3. M,
» Eliminatory: xNy ... N,.

Typ eliminatora jest ,korficéwka” typu zmiennej czotowe;.

Postaci normalne (fragment implikacyjny)

Konstruktory: Axca. N

Dobre eliminatory:  xNj... Ny

Poszukiwanie dowodu normalnego:

To prove 7, use an assumption with suffix 7.
Otherwise proof is a constructor.

Przypadek ogélny

Tydzien temu: gry i twierdzenie o petnosci

» Dla dowolnego osadu I - 7, albo Jros ma strategie
albo Vfrodyta ma strategie.

» Strategia Jrosa definiuje pewien dowdd (lambda-term).
» Strategia Vfrodyty definiuje pewien kontrmodel.
» Zatem albo ' =7 albo I ¥ 7.

Petnosc i ,normalizacja” w jednym

(Fragment implikacyjny)

Twierdzenie: Dla dowolnego osadu ' | 7:
— albo istnieje normalny inhabitant T = M : T,

— albo istnieje kontrmodel, tj. I ¥ 7.

Whiosek: Jesli osad ma dowdd, to ma dowdd normalny.

Inaczej:
Jesli jakikolwiek term M ma typ T w otoczeniu T,
to istnieje term tego typu w postaci normalnej.

Algorytm Ben-Yellesa

To answer I = 7 : «, apply one of the following tactics:
> Fora =/ — v, ask TU{x:3} F7?:v (fresh x).

(Solution M = Ax:/3. N7.)

> Findx: 06— - — fc—ainT,
then ask '+ 7?: 3, for all j. Success if k =0.

(Solution M = xN* .. NP )

W drugim przypadku mozna zada¢ aby « byta zmienna.

Dowody normalne (definicja I)

Strategie Jrosa w przypadku ogdlnym:

» zmienne;

Mly := xNJ;

Mly = x{i}], gdzie i = 1,2;
xly. M; z. NJ;

x[r].

A 5. M,

(M, N);

in;(M);

VVyVYVYyVYYVYY



Dowody normalne (definicja 1)

» Introductions:
- Mx:a. NP a— B,
- (N NG) s oA B,
—ini(N*) : a0V ;

» Proper eliminators (P):
-x%:q,
- peBNe B,
- porhea{i}

» Improper eliminators:
Plel - ¢,
PvI[u®. MP; vY. NP - B

Wazne: Eliminator normalny ma zmienna czotows.

Pozytek z normalizacji: niesprzecznosé

Whiosek: Intuicjonistyczny rachunek zdan jest niesprzeczny:
formuta L nie ma dowodu.

Dowdd: Wtedy istniatby dowdd normalny, czyli taki term M
w postaci normalnej, ze @+ M : L. Jak on moze wygladac?

» Nie moze by¢ konstruktorem, bo nie ma konstruktora
dla L (nie ma reguty (W.L));

» Nie moze by¢ wtasciwym eliminatorem postaci xE; . .. Ep,,
bo nie ma zmiennych.

> Zatem nie ma tez eliminatoréw postaci P[...],
bo do tego potrzebny wtasciwy eliminator P.
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Beta-redukcje to za mato

Term w postaci beta-normalnej moze np. wygladaé tak:
ZT\/(T[XT. P(yﬁﬁ; ya' Quﬁﬂ]uﬁﬂl\/]u : 3

Jak nad tym zapanowaé?

Whprowadzi¢ dodatkowe redukcje porzadkujace (permutacje).
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Permutacje dla L

> ML[L][y] = M*g];
> Mp = YIN = MY
> Mo A pal{i} = M*pi;

> MoV T][u. R v.57 = Mt[p].

Schemat:  M[o]E™ = M[7]
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Poprawn

Te dwie
Dowéd

Lemat:
definicji

0s¢ (do domu)

definicje sa réwnowazne.
wykorzystuje taki techniczny lemat:

Jesli M jest dowodem normalnym (w sensie
1), a P jest eliminatorem wtasciwym,

to takze M[x := P] jest dowodem normalnym.

Dowody

To powi

normalne (definicja 1117)

nny by¢ postaci normalne

ze wzgledu na odpowiednie redukcje.
Beta-redukcje?

(=) A" M)N™ = M[x:=N]:o.

() (M7 N {1} = M7, (M,N°){2} = N:o.

(V) ing(

ina(

PT)[x™. MP,y? . NP] = Mx:=P]:p
QI)x™. MP,y7. NPl = N[y := Q] : p.

Permutacje

Ktopotl

Brzydka

iwa sytuacja:

eliminacja, a potem znowu eliminacja, czyli:

Mix. Q; y. RIE M[o]E.

Eliminator E nie ma dostepu do ,wnetrza" termu.

Permutacje:

Mix. Q;
MIo]E™

y.RIE = M|[x. QE; y. RE]
= M]r]

gdzie E oznacza N, {i}, [¢], [u. Ni; v. Ny].

Permutacje dla alternatywy

> M[x
> Mx
> Mx

> M[x

Schemat:

Py Qllel = Mix.Plgl; y. Qell:
P, y.QIN = Mi[x.PN; y.QN];
Py QUi = Mx. P{i}; y. QI{i};

Py Qllu.R; v.S] =
M[x. Plu.R; v.S]; y. Q[u. R; v. S]].

M[x.P™; y. Q"|E° = M[x.PTE°,y.Q"E”]
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Dobra wiadomosé

Postaci normalne ze wzgledu na beta i permutacje,
to doktadnie dowody normalne:

Konstruktory: AxcaN, (N, No), ini(N);

tadne eliminatory: x, PN, P{i};

Brzydkie
eliminatory:  PL[g] : p, PV [u®. M5, v7. NP : B
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Suffixes S(7) of a type T

> 7 S(7);
» If o« — 5 € S(7) then 5 € 5(7);
> If aAj e S(r)then a, 8 € S(7);

Lemma:

If T, x:7+ P: o, and P is a proper eliminator
beginning with x, then o € 5(7).
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Example application:

Disjunction property: If T+« V 3, and \V does not
occurin ', thenT =« or ' f3.

Proof: Show that if T = M : oV 3, and M is normal, then
either ' = L or M is a constructor in.

Types of proper eliminators contain no V, so M is either an
introduction (OK) or an improper eliminator.

If M= M[aV 5], then T = M : L (OK).

Otherwise M = M'[...] where M’ is a proper eliminator
of a disjunction type — excluded as above.
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Separation theorem (Mordchaj Wajsberg, 1938)

Twierdzenie: Spdéjniki intuicjonistyczne nie s3
wzajemnie definiowalne.

Disjunction: There is no « without \/ such that p\ q <> «.

Proof:

IfapVgthenatporal g ButpVvgl/pandpVagl/g.
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Eliminatory wtasciwe

» Proper eliminators (P):
-x%:q,
- peBNe B,
— pane2fil oy,

Taki eliminator wtasciwy ma zawsze postaé¢ xE, E, . . . E,,
gdzie E; to albo termy, albo rzutowania {1}, {2}.

Typ eliminatora whasciwego jest “konicéwka” typu zmienne;.

Przyktad niewtasciwej eliminacji

W otoczeniu:
x:(gAp)Vr, y:r—=(r—>p)Vg z:q—p

term x[u. u{2}; v. yv[wr. w1v; ws. zws]] ma typ p.

Typy zmiennych: w:qgAp, v:ir, wi:r—p, w:q.

Whioski:

1. Prawo wytaczonego srodka p \V —p nie ma dowodu.

2. Prawo De Morgana —(p A ¢) — —p V —q tez nie ma.

Separation theorem

Implication: There is no « without — such that p — g = «.

Proof: Induction.
If « =3 A~then p— gt f.
If o« = BV~ then either p — gt S orp— g+ 7.
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Separation theorem

Conjunction: If at-p A q, and A is not in o, then o L.
Proof: If « = 3V~ then 8+ L and v F L by induction.
Assume that o = 3 — 7.

Then also § — L+ p.
Normal inhabitant must be (x*~+M?%)[p].
Hence § — L+ L.

On the other hand, also v+ p A g, so v = L, by induction.

Thus we have § =~ F (3 — L,
and therefore 5 — v+ L.

Drobne usprawnienie: dtuga posta¢ normalna

» Term N : o — [ mozna zamieni¢ na Ax®. Nx.

> Term N : «a A 3 mozna zamieni¢ na (N{1}, N{2}).

Uwaga: To nie jest catkiem oczywiste, bo taka zamiana
moze ,popsuc’ posta¢ normalna np., gdy

N = y”’v‘s[u7'. Az. P:vO)\z. Ql:a—p

Alternacja

Algorytm Wajsberga rozgatezia sie:

» Egzystencjalnie (niedeterministycznie), bo mozna wybrac

rézne taktyki i rézne zmienne;
» Uniwersalnie (rekurencyjnie), bo trzeba niezaleznie
rozwigzywac rézne zadania.

To sie nazywa alternacja.

Algorytm Wajsberga: operacje

Zadanie ma postac [ - .
Jakie operacje na nim wykonujemy?
» Foraa=/ —~,askifl,fF~7?
Zmiana celu plus dodanie nowego zafozenia.
Wymaga celu odpowiedniej postaci.

» Foraa= A~ askif (/3 AND T F~.
Rekurencyjne wywofanie dla dwéch nowych celéow
(rozgafezienie uniwersalne). Wymaga odp. celu.

» For o = oy V ap, GUESS i € {1,2}, and ask if I - «;.
Egzystencjalny wybdr ze zmiana celu.
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Poszukiwanie dowodu normalnego:

Dowéd formuty 7 moze byé:
» Konstruktorem (o ile 7 nie jest atomem);
» Eliminatorem o zmiennej czotowej typu o:

> Wiasciwym, gdy 7 jest ,sufiksem” typu o;

> Niewtasciwym, gdy o ma ,sufiks’ postaci oV /3 lub L.

Drobne usprawnienie: Mozna stosowa¢ drugi przypadek
tylko wtedy, gdy 7 jest atomem lub alternatywa.

To jest algorytm Wajsberga-Bezaniszwilego.

Algorytm Wajsberga

To answer I' = « 7, apply one of the following tactics:
> Fora=p—,askif [, fF~?

» Fora=fA~,askif (/3 AND T+ .

» For o = a1 V ay, GUESS i€ {1,2}, and ask if I' - ;.

» GUESS 3, — -+ — B — A from T, where A = o
or A= 1; then ask FOR ALL /, if [ f3;.
(Sukces, gdy k =0.)

» GUESS 3, — -+ — B — Vv from I, and ask FOR
ALL /i, if TF ;. Also ask if I8+« AND T,vF «.

» GUESS 8y — -+ — Bk — B A~ from T, and ask FOR
ALL /, if T+ ;. Also ask if ', 8,7 F a.

Terminacja

W kazdej gatezi obliczenia:

» Uzywa sie tylko podformut zadania poczatkowego.
» Otoczenie I nigdy nie maleje.

» Mozna ignorowaé powtarzajace sie zatozenia
(utozsamia¢ zmienne tego samego typu).

Morat: Po wielomianowej liczbie krokéw zadanie musi sie
powtérzy¢. Ztozonos¢ tego algorytmu jest wielomianowa
w czasie alternujacym.

Zatem problem decyzyjny dla intuicjonistycznego rachunku
zdan jest w klasie Pspack.

Algorytm Wajsberga: operacje
Zadanie ma posta¢ I - .
Jakie operacje na nim wykonujemy?
» GUESS 31 — -+ — B — A from I, where A = o
or A= 1; then ask if [+ 3;, FOR ALL /.
Wybor egzystencjalny (niedeterministyczny), potem

rozgatezienie rekurencyjne (uniwersalne) ze zmiana celéw.

Wymaga dostepnosci odp. zafozenia.

» GUESS 81 — -+ — [ — SV from T, and ask if

I'E ;, FORALL i. Also ask if I, 5+ a AND I,y I .

Rozgafezienie egzystencjalne i uniwersalne jw.
W niektdrych gateziach dodanie zatozenia.

» GUESS 3, — -+ — B — S A~ from I, and ask FOR
ALL i, if T+ ;. Also ask if ', 3, F a.
Podobnie.
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Algorytm Wajsberga: operacje

Zadanie ma postac [ - .
Jakie operacje na nim wykonujemy?

» Dodanie zafozenia;

» Zmiana celu;

v

v

v

v

Sprawdzenie dostepnosci zatozenia;
Sprawdzenie postaci celu;
Rozgatezienie egzystencjalne;

Rozgatezienie uniwersalne.

Monotonic automata

Monotonic automaton: M = (Q,R,f,T),

> Q@ is a finite set of states, f € @ the final state.
> R is a finite set of registers;

» 7 is a finite set of instructions of the form:

(1) g : check S1;set Sy; jmp p,
(2) g: jmp p1 and p>,
where g, p, p1,p2 € Q and 51,5, C R.

Proofs into programs

Twierdzenie: Problem dowodzenia w intuicjonistycznym
rachunku zdan sprowadza sie (w pamieci logarytmicznej)
do problemu stopu dla automatéw monotonicznych.

Dowdd: Dla danej formuty ¢ konstruujemy automat:

» Stany = mozliwe cele (podformuty formuty )
i jeden stan koncowy;

» Rejestry = mozliwe zatozenia, czyli tez podformuty.

» Instrukcje = jak w algorytmie Wajsberga.

Trzeba jeszcze dodac¢ przejscia do stanu koncowego
z pozycji wygrywajacych Jrosa.

Czes¢ trudna: Monotonic encoding of an ATM

Alternating time p(n).

Registers:  stant,

Initial configuration:

Co = (loopy, {1it3,,, ..., lith, . lith 1g, ..., /itg(n)B, stang, poz9}).

litt pozt,

ia

represents initial ID of TM for input w = a;...a,,.

Later:

C = {loop}, S) encodes the first t steps of TM computation,

eg. litg, €S

iff

after 5 steps, the 6th cell contains a.
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Algorytm Wajsberga jako automat

» Cel dowodowy to stan maszyny;
» Otoczenie [ to zawartos¢ pamieci.
» Operacje:
» Dodanie zatozenia = podniesienie flagi;
Zmiana celu = zmiana stanu;
Sprawdzenie dostepnosci zatozenia = sprawdzenie flagi;
Sprawdzenie postaci celu = sprawdzenie stanu maszyny;
Rozgatezienie egzystencjalne;
Rozgatezienie uniwersalne.

vVvyVvyYVYyYy

Uwaga: (1) nie mozna opusci¢ flagi (usuna¢ danej z pamieci);
(2) nie mozna sprawdzi¢, ze flaga jest opuszczona.

Monotonic automata

Configuration: (g, S), where g € Q and S C R.

Transitions:

» for | = g : check S;;set Sy; jmp p:
(q,S) =1 (p,SUS,), provided S5; C S;
If (p,SUS,) accepting then (g, S) accepting

» for | = g : jmp p; and py:
(9.5) =1 (p.S) and  (q.5) =/ (P2, S)
If (p1,S) and (po, S) accepting then so is (g, S).

» konfiguracje (f,S) sa akceptujace.

Monotonic automata

Lemma

The halting problem for monotonic automata
Is a given configuration accepting?

is Pspace-complete.

Czes¢ tatwa: Problem stopu rozstrzygamy w pamieci
wielomianowej, bo zbiér rejestréw tylko rosnie.

Ciag dalszy nastapi...
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