W poprzednim odcinku: Semantyka Kripkego

Logika | teoria typow Definicja: Model Kripkego: struktura C = (C, <,IF), gdzie:
» C jest zbiorem standw;
Wyktad 5 » < jest czesciowym porzadkiem;
> FC Cx{p,qr,...};

8 listopada 2022 > jesliclFpic<c toclp,

1
Whioski z poprawnosci: kontrprzyktady
Definicja: Rozszerzamy IF na dowolne formuty:
Formuty
> clFpVvy = clkplubclFy;
b clhory = clFgicly; Cp=a)=(r=a—=(p=-r)—g
> clhp—y = jeslic<c Ik tocd Iy ((p—=aq)—=p)—p
> clF L nie s3 twierdzeniami intuicjonistycznymi.
> clF—gp = jeslic<c, tocd o
Monotonicznosc¢: /p., a
JesliclFporazc <, toc Ik ° o—sp
Poprawnosé: Jesli I ¢, to I I . r,q
3
Whioski z poprawnosci: separacja Separacja — cd.
Twie.zr.dzenie: Zadnego ze spojnikow \/, A, —, L, nie mozna Twierdzenie: Zadnego ze spéjnikéw \/, A, —, L, nie mozna
zdefiniowa¢ z pozostatych. zdefiniowa¢ z pozostatych.
1. Alternatywa: 2. Koniunkgja:
a:p a:p
¢ \ Gip.q
@:iq o /
Jesli ¢ — formuta bez V, to {c | c IF ¢} # {c1, &} . . NP
Inaczej: zadna formuta bez V nie definiuje zbioru {c;, ¢ }. Zadna formuta bez A nie definiuje zbioru {c}.
5
Separacja — cd. Separacja — cd.
Twierdzenie: Zadnego ze spéjnikéw V, A, —, L, nie mozna
zdefiniowa¢ z pozostatych. )
S Twierdzenie: Zadnego ze spéjnikéw \/, A, —, L, nie mozna
3. Implikacja: S
zdefiniowa¢ z pozostatych.
. p
G:p,q 4. Fatsz: Jesli wszystkie zmienne formuty bez | s3
wymuszone, to ta formuta tez. (Formuta pozytywna
oy nie moze zawsze definiowa¢ zbioru pustego.)

Zadna formuta bez — nie definiuje zbioru {c, c3}.



Nagroda pocieszenia

Strzatka Kuzniecowa:

K(p,q.r) =((pV q)A=r)V(=pA(g < r)).

Fakt: Spgjniki L, —, V, A sa definiowalne z pomoca strzatki
Kuzniecowa.

Uwaga: Ale tu nie ma nic takiego, jak funkcyjna zupetnosé
logiki klasyczne;j.

Rachunek zdan jako gra (politycznie niepoprawna)

Mamy dwoje graczy: Vfrodyte i Jrosa. Jros prébuje
skonstruowa¢ dowdd, Vfrodyta szuka btedu.

Przyktad: (p — —q) = (—-p = —q) — ¢
Inaczej: x:p——q, y:=p——q, z:q + L
Player (3): I will prove | using assumption y |

Opponent (V): Can you prove the 1st assumption —p of y?
That is, can you prove | using an assumption v : p ?

Player (3): Yes, | will use assumption x !
Opponent (V): Can you prove the 2nd assumption q of x 7
Player (3): Sure, take z!

Proof = strategy = inhabitant: Axyz.y(Av.xvz)z
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Rachunek zdan jako gra

Pozycja w grze to osad I' b 7. Jesli 7 = a VvV 3,

to « i [ nazywamy celami w tej pozycji,

w przeciwnym przypadku cate 7 jest celem.

Mamy dwoje graczy: Vfrodyte i Jrosa. Jros prébuje
skonstruowa¢ dowdd, Vfrodyta szuka btedu.

Kazda runda gry to ruch Jrosa i odpowiedz Vfrodyty.
Jros wybiera (a) zatozenie v € T, lub (b) cel o w 7,

po czym Vfrodyta ustala nastepna pozycje.

Jros wygrywa w pozycji koricowej: gdy L €T, lub 7€l
(mozna zada¢ aby 7 byto atomem).

Vfrodyta wygrywa, jesli rozgrywka jest nieskonczona.
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Jak to jest w Coqu

Ruch Trosa, to uzycie taktyki.
Ruch Vfrodyty, to wybdr jednego z subgoals.
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Petnos¢ w sensie Kripkego

Twierdzenie: T ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy T I ¢

Mozliwy dowéd: Pokaza¢, ze I IF ¢ implikuje I = ¢
i skorzysta¢ z petnosci w sensie Heytinga.

W tym celu buduje sie model Kripkego
z filtréw danej algebry Heytinga.

Ale my to zrobimy inaczej. . .
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Inny przyktad: =—(p V —p)

: ~=(pVop)!
cx:i(pvop)— L FL?

. apply x!

cx:(pvV-p)—L Fpv-p?

s x:(pv-p)— L, y:p BFL?

. apply x!

3
v
3
v
3. x:(pv-p)— L F-p!
v
3
V:x:(pV-p)—L, y:p FpVv-p?
3

cx:(pVvop)—= L, yip Fp!
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Strategia drosa to dowdd

W pozycji [+ 7:

» wybdr zatozenia o € T to wybér dowodu
przez eliminacje typu zmiennej x : a.

» wybdr celu o w 7, to wybér dowodu
przez wprowadzenie (konstrukcje) a.
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Reguty gry (w pozycji I' - 7)

al) Jesli « jest zatozeniem 3 — ~, to Vfrodyta wybiera jedna
z pozycji I,y 7and I 5.

a2) Jesli « jest zatozeniem [V 7, to Vfrodyta wybiera jedna
zpozycji I, 7and Iy 7.

a3) Jesli « jest zatozeniem (3 A 7, to Vfrodyta nie ma wyboru
i nastepna pozycja jest I, 3,7y F 7.

b1) Jesli o jest celem 3 — ~, to Vfrodyta nie ma wyboru
i nastepna pozycja jest I, f F .

b2) Jesli «v jest celem [ A v, to Vfrodyta wybiera jedna
z pozycji '+ G and T F .

b3) Jesli «v is celem atomowym albo celem 5V 7, to Vfrodyta
nie ma wyboru i nastepna pozycja jest I - a.
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Strategia drosa to dowdd

Fakt: Jesli 3ros ma strategie wygrywajaca w pozygji I' + T,
to osad I = 7 ma dowdd.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.

Pozycje koncowe:
> M x:7kx:T;

> Ix: LEx[r]:m
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Strategia drosa to dowdd
Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa:
Jros wybiera zatozenie (x : ) € I
a2) Jesli « jest zatozeniem [V ~, to Vfrodyta wybiera jedna
zpozygji I, Tand Iy 7.
Jesli Jros wygrywa w obu pozycjach I', 571l v F 7,
tosagtermy [y : B M:7orazl,z: v+ N:7T
Wtedy = x?y. M; z. N] : 7.
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Strategia drosa to dowdd
Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.
Jros wybiera cel o w pozycji ' a V p:
b1) Jesli o jest celem 5 — v, to Vfrodyta nie ma wyboru
i nastepna pozycja jest [, 5 F 7.
Przypusémy ze ',y : B+ M :~. Wtedy [ = Ax : 5. M7 : .
JesliT=aVp, tolin(Ax: 5. M) : 7.
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Strategia drosa to dowdd

Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.

Jros wybiera cel o w pozycji ' a V p:

b3) Jesli «v is celem atomowym albo celem 5V 7, to Vfrodyta
nie ma wyboru i nastepna pozycja jest I F a.

JesliT=M:aorazT=aVp, tol ing (M) :7.
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Strategia drosa to dowdd

Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.

Jros wybiera zatozenie (x : ) € I':

al) Jesli « jest zatozeniem /5 — ~, to Vfrodyta wybiera jedna
z pozycji I,y 7and I 5.

Jesli Iros wygrywa w obu pozycjach 'y = 7i T+ 3,
tosgtermy I,y ;v M:7orazl = N:f.

Wtedy [ = M[y := x*77N] : 7.
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Strategia drosa to dowdd
Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.
Jros wybiera zatozenie (x : ) € I
a3) Jesli o jest zatozeniem 3 A 7, to Vfrodyta nie ma wyboru
i nastepna pozycja jest I, 3,y F 7.
Jeslily:pB,z:vHM: 7, to
r=Mly := X“gm{l}][z = x‘“"’{Z}] ST
20
Strategia drosa to dowdd
Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.
Jros wybiera cel o w pozycji ' a VvV p:
b2) Jesli «v jest celem 3 A, to Vfrodyta wybiera jedna
z pozycji '+ G and I .
JesliTEM:BorazlEN:~v tolE (M, N):a.
Dlat=aVpmamy Tl Finy((M,N)): 7.
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A jesli dros nie ma strategii?
Co to znaczy, ze Jros ma strategie w pozycji P?
» Pozycja P jest koricowa, lub istnieje taki ruch Jrosa,
ze kazda odpowiedz Vfrodyty prowadzi do pozycji,
w ktérej Jros ma strategie.
Co to znaczy, ze Jros nie ma strategii w pozycji P?
» Pozycja P nie jest koncowa, oraz dla kazdego ruchu
Jrosa, istnieje odpowiedz Vfrodyty, ktéra prowadzi do
pozycji, gdzie Jros nie ma strategii.
To znaczy, ze Vfrodyta umie gra¢ nieskonczenie dtugo.
Czyli to ona ma strategie. Ta gra jest zdeterminowana.
24



Strategia Vfrodyty, czyli refutacja

Strategia Vfrodyty, to drzewo S etykietowane pozycjami
niekoncowymi, spetniajace taki warunek:

» Dla kazdego ruchu Jrosa w dowolnym wierzchotku P,
istnieje odpowiedz Vfrodyty, prowadzaca do pewnego
nastepnika wierzchotka P w drzewie S.
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Strategia Vfrodyty: notacja

Niech S bedzie strategia wygrywajaca Vfrodyty.
> Jesli P=(TE7),tolp=Timp=r.

> Jesli pozycja P’ jest w S nastepnikiem pozycji P,
to piszemy S : P — P'.
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Pozycja nasycona

Pozycja P jest nasycona, gdy kazda runda ,statyczna” (bez
zmiany tezy) jest trywialna (nie wprowadza nowych zatozen).

Lemat: W strategii wygrywajacej V frodyty,

dla dowolnej pozycji P istnieje taka nasycona pozycja Q,
zeP—» Qitg="p.

Dowdd: Strategia przewiduje wszystkie ruchy Jrosa.
Jest Sciezka, gdzie kazda runda jest statyczna.
Dodawanie nowych zatozen musi sie skonczy¢.
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Dowdd lematu

Lemat: Jesli P nasycona, to P I-Tp i P W 7p

Dowdd: Przypadek zatozenia o = § — .

Niech P < Qi QI 5. Formuta « jest zatozeniem w Q,
wiec Jros moze wskaza¢ o w pozycji Q. Jesli Vfrodyta
odpowie o = 3, to istnieje taka nasycona pozycja R > Q,
ze T = 7o = 5. Wtedy R W [ z zatozenia indukcyjnego o 3
oraz R I 3, poniewaz Q < R. Sprzecznos¢.

Zatem Vfrodyta musi przejs¢ do g,y - 7o.
To jest runda statyczna, a Q jest nasycona, wiec v € [o.
Zatem Q IF v z zatozenia indukcyjnego o 7.
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Dygresja: wtasnos¢ skonczonej strategii

Strategia Vfrodyty jest nieskoficzonym drzewem zbudowanym
ze skonczenie wielu réznych pozycji. Na kazdej gatezi pozycje
sie od pewnego miejsca powtarzaja. Po pierwszym takim
powtérzeniu sedzia powinien przerwac gre.

Zatem strategia (refutacja) to w istocie skonczony obiekt.

Strategia Vfrodyty to kontrmodel Kripkego

Pierwsze koty za ptoty:

— Stany modelu to pozycje w strategii;
— porzadek to —;

— wymuszanie P |- p, gdy p € Tp;

— chcemy P |- «, gdy a € Tp.

Tak jest niedobrze: Niech P = (p — g, p+ r).
Wtedy P W p — g, bo P I p, ale P ¥ q.

Dopiero w nastepnej pozycji P’ = (p — q,p,qtr)
mamy P’ I p — gq.

Model

» Stany modelu to pozycje nasycone w strategii.
» Porzadek to —».
» Wymuszanie P I+ p, gdy p € Tp.

Lemat: Let P = (I - 7) be a saturated position

in a winning strategy S.

If o is an assumption in P then P I «,
and if o is a goal in P, then P ¥ «.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na a.

Dowdd lematu

Lemat: Jesli P nasycona, to PIFTp i P W 1p

Dowéd: Przypadek 7p = 5 A . Wtedy jedna z pozycji

I+ 3, T+~ nalezy do strategii i rozszerza sie do nasyconej
pozycji R, gdzie 7r = 3 lub 75 = 7. Z zatozenia
indukcyjnego R ¥ 3 lub odpowiednio R ¥ +.

Poniewaz P < R, wiec tym bardziej P ¥ 3 lub P ¥ ~.

Przypadek celu atomowego p: pozycja nalezy do strategii
wygrywajacej Vfrodyty, wiec p & 'p.

Inne przypadki podobnie.

26

28

30

32



Gtéwny lemat

Lemat: Jesli Vfrodyta ma strategie w pozycji P = (I'p & 7p),
to rp W p.

Dowdd: Istnieje pozycja nasycona Q > P, gdzie [» C g
oraz 7o = Tp.

Uwaga:
| na odwrét: kontrmodel wyznacza pewna strategie Vfrodyty.
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Whioski z twierdzenia o petnosci
35
Whtasnos¢ podformut dla gier
Lemat: Wszystkie formuty uzywane w grze rozpoczetej
w pozycji poczatkowej @ + T sg podformutami formuty 7.
W szczegélnosci spdjniki logiczne wystepujace w takiej grze
to sa tylko te spéjniki, ktdre sa w T.
Dowdd: Indukcja.
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Twierdzenie Gliwienki
Twierdzenie:
Formuta zdaniowa « jest klasyczna tautologia wtedy i tylko
wtedy, gdy ——« jest twierdzeniem intuicjonistycznym.
Dowdéd: (<) Oczywiste.
(=) Wtedy « jest wymuszona w kazdym stanie koficowym.
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Petnos¢ Kripkego

Twierdzenie: Dla dowolnego osadu I' = 7:
— albo istnieje dowsd I = M : 7,
— albo istnieje kontrmodel, tj. T ¥ 7.

Whiosek: Jeslil -7, tol - 7.

Prawo alternatywy (disjunction property)

Twierdzenie: Jesli FaV S, tok alubt 3.

Dowéd: Przypusémy, ze ¥ ov i ¥ 3.
Wtedy Ci, c; ¥ « oraz Co, ¢ W 3.

Nowy model: C = C; UCy U{c}, gdzie ¢ nowy i najmniejszy.
Relacja It jest suma relacji z C; i Co. W stanie ¢ nie s3
wymuszane zadne zmienne zdaniowe.

Jesli - a Vv 3, to takze ¢ IF ooV 3, skad ¢ IF v lub ¢ I 5.
Ale wtedy takze c; IF a lub ¢ IF .

Whasnos¢ skonczonego modelu

Twierdzenie:
Jesli C |+ ¢ dla wszystkich skoriczonych modeli C, to I .

Dowdéd: Model otrzymany ze strategii Vfrodyty jest
nieskonczony, ale od pewnego miejsca stany sie powtarzaja, bo
jest tylko skonczenie wiele mozliwych pozycji. Mozna obcina¢
nieskoficzone gatezie po pierwszych powtdrzeniach.

Konserwatywnos¢

Whiosek: Jesli 3ros ma strategie w pozygji @ - T,
gdzie T jest formuta implikacyjna (typem prostym),
to 7 ma inhabitanta w zwyktym rachunku lambda.

Dowdéd: Wszystkie formuty s implikacyjne
(bo mamy wtasnos¢ podformut),

wiec kazda runda ma posta¢ (al) lub (bl).
Term, ktéry opisuje strategie Jrosa zawiera wiec
tylko abstrakcje i aplikacje.

Whiosek: Typ prosty jest niepusty wtedy i tylko wtedy,
gdy jest tautologia intuicjonistyczna.
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