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Algebra formut

Relacja <r w zbiorze F wszystkich formut:
o <ry & M=p =
jest quasi-porzadkiem (jest zwrotna i przechodnia).
Réwnowaznos¢ indukowana przez <
Y~ Y & M=o <.
Zbior L = F /.. jest czesciowo uporzadkowany przez

W<l & Tre—=.

Kraty

Krata: zbiér czesciowo uporzadkowany, w ktérym kazdy
podzbiér dwuelementowy ma kres gérny i dolny.

Oznaczenia: all b =sup{a, b}, all1b = inf{a, b}.

Element najmniejszy kraty (jesli istnieje) nazywamy zerem,
a najwiekszy jedynka

Fakt: Nastepujace warunki sa réwnowazne w kracie:

> a<b;
» allb=a
» allb=b.

Krata dystrybutywna

Krata jest dystrybutywna, gdy dla dowolnych a, b, c:
(aub)Mec=(amnc)U(bmMc)
(amb)Uc=(aldc)M(bUc)

Fakt: Krata L jest dystrybutywna, bo
Fle V) Ad & (e AD) V(¥ AD)
FleA) VI & (e VvI) A (Y VD)

Semantyka algebraiczna

Whasnosci porzadku £ = (F/., <)

» Elementem najmniejszym (,zerem”) jest
0=[L]={p[TF =g}
» Elementem najwigkszym (, jedynka”) jest
L=[T]={¢[TF e}
Uwaga: [ — 5] =1 < [o] < [A].

» Kresem dolnym zbioru {[¢], [¢/]} jest [p A ],
a kresem gérnym jest [o V o]

Krata (lattice): zbiér czesciowo uporzadkowany (poset),
w ktérym kazdy podzbiér dwuelementowy ma kres gérny
(Lu.b.) i kres dolny (g.l.b.).

Przyktady krat
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W kracie (b) zachodzi:
(2u3)M4=1M4=4 oraz (2M4)U(3M4)=2L0=2
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Podobny problem z krata (e).

Dystrybutywnosé¢ (czes¢)
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Algebra Boole'a

Krata dystrybutywna z zerem i jedynka jest algebra Boole'a,
gdy dla dowolnego a istnieje dopefnienie (complement),
tj. takie b, ze

allb=1 oraz alflb=0.

W kracie £ mamy problem: wprawdzie [p A —p] = 0,
ale niekoniecznie [p V —¢] = 1. To nie bedzie dopetnienie,
wiec L nie bedzie algebra Boole'a.

Co to jest implikacja?

Currying: F(aAB—7) < (a—=F—=7).

W algebrze £ mamy wiec:
[NBl<h] & [ <[B—~

Morat:
Klasa [3 — 7] to najwiekszy element ¢ € L
o wiasnosci ¢ M [3] < [4].

11

Algebra Heytinga

Krata dystrybutywna z zerem i jedynka jest algebra Heytinga,
(albo algebra pseudoboole’owska) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych a i b istnieje pseudodopetnienie wzgledne a = b.

Morat: Krata L jest algebra Heytinga.

Nazywamy ja tez algebra formut albo algebra Lindenbauma
dla intuicjonistycznego rachunku zdan.

(Algebra Lindenbauma dla klasycznego rachunku zdan
jest algebra Boole'a.)
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Jeszcze lepsza wiadomosé

Rodzina podzbioréw otwartych przestrzeni topologicznej tworzy
algebre Heytinga (ze wzgledu na inkluzje i zwykte dziatania).

Pseudodopetnienie wzgledne: A = B = Int(—AU B);
Pseudodopetnienie: ~A = Int(—A)

Def: Przestrzen topologiczna to zbiér z wyrézniona rodzing zbioréw
otwartych. Zbiory otwarte s3 zamkniete ze wzgledu na dowolne
sumy i skoficzone iloczyny. Zbiér pusty i cata przestrzen sa otwarte.

Whetrze Int(A) zbioru A to najwiekszy zbiér otwarty zawarty w A.
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Pseudodopetnienie (pseudocomplement)

Fakt:
Klasa [-p] jest najwiekszym elementem L, ktdry daje zero
w przecieciu z [p] — czyli pseudodopetnieniem klasy [¢].

Dowéd: Bo jesli [a] M [p] =0, to T HaAp — L,
skad [a] < [¢ — L]. A to dlatego, ze formuty

aANB =y i a—=p—=7y

sa réwnowazne. To sie nazywa ,currying’.

Pseudodopetnienie wzgledne (relative p.)

Pseudodopetnienie elementu a wzgledem b,
to najwiekszy element ¢ o wtasnosci cMa < b.

Jesli taki element istnieje, to jest tylko jeden.
Oznaczamy go przez a = b. Dla kazdego x zachodzi wtedy

xMa<b & x<a= b

Pseudodopetnienie (wzgledem zera) oznaczamy przez ~a

Dwie pozyteczne wiadomosci

1. Jesli a = b istnieje dla dowolnych a i b, to krata jest
dystrybutywna.

2. Kazda skoriczona krata dystrybutywna jest algebra
Heytinga.

Poprawnos¢ definicji

Fakt: Jesli zbiory X, A i B s3 otwarte, to

XNACB &  XClnt(—AUB).

Dowdd: Zadanie dla pierwszego roku: dla dowolnych X, A, B:
XNACB & XC-AUB
Ponadto, jesli X otwarty i X C Y, to X C Int(Y).
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Semantyka algebraiczna
H=(H,U,Nn=,01) — algebra Heytinga;
v:Z—H — warto$ciowanie zmiennych ze zbioru Z;

[elZ (lub [¢],) = znaczenie formuty ¢ przy wartosciowaniu v.

|Ip]Iv = V(p)r dla p € Z;
1], =0

l[evel, = lel Ul
[erndl, = [l ¥l
le =], = [l = [¥].-
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Twierdzenie o petnosci

1. Poprawnos¢: Jesli T F o, tol = .
2. Petnos¢: | na odwrdt.

Dowdd (1): Jesli I = {,..., U} to przez [I'], oznaczamy

element [¢1], M-+ -1 [0,],. (Uwaga: [&], =1.)

Przez indukcje ze wzgledu na rozmiary dowodu, pokazujemy,
ze jesli T, to [Ty < [¢]., dla dowolnych H, v. W kroku
indukcyjnym mamy rézne przypadki, wg ostatniej uzytej reguty.

Przyp. 1: Aksjomat ' I ¢, gdzie ¢ € I — oczywiste.

Przyp. 2: Dowdd I = ¢ otrzymano przez (E—) z dowodéw
M=y il ey — o Wtedy [, <[], 1 [F]v < [v = ¢l
zatem [, < [¢], N [v = ¢]. <[],
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Whiosek Nastepujace formuty nie sg intuicjonistycznie prawdziwe:

1L —pVp
2. —p —p.

Dowdd: Zbiory otwarte na prostej rzeczywistej tworza algebre
Heytinga O(R) z dziataniami U, N, 0 = &, 1 = R, oraz:

~A=1Int(—A), A= B=Int(—AU B).
W tej algebrze, przy wartosciowaniu v(p) = R — {0} mamy:

> [-pl = ~(R - {0}) = Int({0}) = &
> [p Vol =2 U(R—{0) = R— {0} £ 1
> |[—\—\p]|v =~ = Int(R) =R,
> [op > pl = Int(—R U (R — {0}) =
Int(2 U (R — {0})) = Int(R — {0}) = R — {0} # 1.
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Dalsze wnioski

Nastepujace formuty nie s3 intuicjonistycznie prawdziwe:

L (==p—p)—=-pVp;

2. (~q—-p) = (p—q);

. (p=aq)=(pP=q —a

4. =(pAg) = (mpV—g);

5 ((p—q) = p) = p (prawo Peirce'a).

Dowéd: Cwiczenia.
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Piszemy:

> HoviEe  edy [elf=1
> HE o, gdy H,v E ¢, dla wszystkich v;

> H,vET, gdy H,v E ¢, dla wszystkich ¢ € T;

> HET, gdy H,v T, dla wszystkich v;
> Eo, gdy H,v =T zawsze pociaga H, v |= ¢;
> =, gdy H,v | o, dla wszystkich H, v.

| to sie wtedy nazywa tautologia.
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Twierdzenie o petnosci

1. Poprawnos¢: JesliT ¢, toT = .
2. Petnos¢: | na odwrdt.
Dowdd (1): Pozostate przypadki tez tatwe (Ewiczenia?)

Dowdéd (2): W algebrze L£r wezmy takie wartosciowanie v,
ze v(p) = [p].dlape Z.

Wtedy zawsze [¢], = [¢]~ (trywialna indukcja).
Jesliv el to[v], =[] =1 Awiec Lr,v|[=T.
Skoro I |= ¢, to Lr,v = ¢, czyli [p]~ = [¢], =1 ={a | TF a}.

A zatem [+ .
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Czytanie z listu Charlesa Sandersa Peirce’a do Williama Jamesa

| have long felt that it is a serious defect in existing logic that
it takes no heed of the limit between two realms. | do not say
that the Principle of Excluded Middle is downright false; but
| do say that in every field of thought whatsoever there is an
intermediate ground between positive assertion and positive
negation which is just as Real as they.

(NEM 3:851, Feb. 26, 1909)
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Whasnos¢ skonczonego modelu

Twierdzenie:
Jesli H |= o dla wszystkich skoriczonych algebr H, to |= .

(Inaczej: Jesli [~ ¢, to istnieje skoriczony kontrprzykfad.)

Szkic dowodu: Wystarczy podkrata algebry # generowana
przez wartosci podformut formuty ¢. Jest co najwyzej n = |¢|
podformut, zatem najwyzej 22" elementéw.

Uwaga: to nie jest takie proste, bo co z implikacja?
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Rozstrzygalnosé

Whiosek: Intuicjonistyczny rachunek zdan jest rozstrzygalny.

Dowéd: Dla danej formuty ¢ albo istnieje dowdd albo istnieje
skonczony kontrprzyktad. Szukamy obu na raz.

Ztozonos¢ (tego algorytmu): zniechecajaca.
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Semantyka topologiczna
» Formuta jest twierdzeniem intuicjonistycznym wtedy
i tylko wtedy, gdy jest prawdziwa w kazdej algebrze
pseudoboole’owskiej (Heytinga);
» Rodzina zbioréw otwartych przestrzeni topologicznej
tworzy algebre Heytinga.
> Nie kazda algebra Heytinga jest (izomorficzna z) rodzing
zbioréw otwartych przestrzeni topologicznej. (Algebra nie
musi by¢ zupetna.)
29

Semantyka Kripkego

Definicja: Model Kripkego: struktura C = (C, <,II-), gdzie:
» C jest zbiorem stanéw;
» < jest czesciowym porzadkiem;
» FC Cx{p,qr,...}

» jeslicl-pic<c, tocIFp.
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Nie wystarczy jeden skonczony model

Fakt: Formuta \/{p; — p; | i,j € {1,....,n} Ni #j}

> nie jest tautologia;

> jest prawdziwa w kazdej algebrze Heytinga,
ktéra ma mniej niz n elementéw.

Morat:

Logika intuicjonistyczna nie jest logika ,wielowartosciowa":
nie wystarczy ustalony skonczony zbiér wartosci.

Na pocieszenie:

Wystarczy jeden model: np. topologia ptaszczyzny.
Albo proste;j.

Przyktad przestrzeni topologicznej

Niech (A, <) - czesciowy porzadek.
Zbiér B C A jest otwarty, gdy z a > b € B wynika a € B.
Na przyktad at = {b | a < b}.

To jest przestrzen topologiczna:
Zbiory &, A, suma i iloczyn otwartych s3 otwarte.

Whetrze: Int(A) = {a | at C A}.

Pseudodopetnienie:

A= B =Int(—AUB) ={a|at C —AUB} = {a| Anat C B}
A=B={a|Vx(a<xeA—xeB)}

Wymuszanie

Definicja: Rozszerzamy I na dowolne formuty:

> clkoVvy = clkplubclky;

> clkpAy = clFgiclhd;

> clkp—=1Y = jeslic< Ik, tocd I
> cl¥ 1,

> clk—gp = jeslic<c, tocd o

Monotonicznos¢:

JesliclFporazc <, toc IF .
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Przyktad
p. 4
/
c:p, 4
\
q, B
c¥pVv-p clk(p—4q)—q, clF==(pVq)
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Poprawnos¢

Fakt: JesliT t= ¢, toT Ik .
Dowéd: Indukcja ze wzgledu na dowéd T F .

Np. jesliTlFaV Boraz L alk~ il BlF~,
to tatwo widzie¢, ze I' IF ~.

Pozostate przypadki tez tatwe (Ewiczenia?).

Inaczej: Model Kripkego to w istocie pewna topologia.
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Spetnianie w sensie Kripkego

> Cl- o,
> CIHT,

> Tk,

gdy
gdy
gdy

gdy

c Ik ¢, dla wszystkich c € C.

C IF ¢, dla wszystkich p € T.

C I- T zawsze pocigga C IF ¢

C IF ¢, dla wszystkich C.
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