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Alternatywa to suma prosta

r'=M: o
IM=in(M): o1 Vas

Fr’EM:avpg lNuakFR:7 T,vifFEQ:T
M= MluRv.Q]: 7

Write also  case M of [u]R or [v]Q for M[u.R,v.Q]
inl,inr for ing, in,.

Normalizacja dowodu: alternatywa
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ini(P7)[x™. MP,y? . NF] = M[x:=P]:p

Curry-Howard Isomorphism

A propositional formula « is an intuitionistic theorem iff
there exists a closed term of type o (type « is nonempty).

“Propositions-as-Types"
» Formula = type = specification.
» Proof = program = implementation.

» Proof normalization = computation.

Tydzien temu: rozszerzony rachunek A

r=M:L
M= Milo]:o

Write also ¢, (M) for M[o].

rN-M:a TEN:B Fr'EM:arANag
M=(M,N):anp M= M{i}: o

Koniunkcja to iloczyn kartezjanski. Fatsz to typ pusty.

Normalizacja dowodu: koniunkcja

(+) ()

L7 =

TNO T

(MT N1} = M:7

Beta-redukcja

Beta-redeks to eliminacja spéjnika zastosowana bezposrednio
po jego wprowadzeniu. Beta-redukcja to ,upraszcza':

(=) WX M)N™ = M[x:=N]:o.
(A) (M7, N1} = M:T, (M7, N°Y{2} = N:o.

(V) ing(P)[x™.MP,y° . NF] = M[x:=P]:p
ina(Q7)[x™. MP,y? . NP] = N[y := Q] : p.

Przyktady

X op = AyPx(y{1}) : =(p A q);
X:p—q,y:p— gk Az y(AuP.xuz)z : q;
x:p A =gk APVl y[uP x{1u, vi. x{2}v] . =(p V q);
x:~(pV a) F P x(ina(y), A2% x(ina(2))) : —p A -

x:pVag AP x[uPou(y{1}), v v(y{2})] : ~(p A q).



Przyktady

FAx®ing(x) :a— a Vg,
FAxPing(x): 8 — aV

Aye7 2827V x[u. yu, v. zv] :
(x=7)—=(B—=7) = (aVp) =~

yia—, z: 38—y F AV x[u. yu, v. zv] - (@VB) = v;
FxMx{1}ia A B = aq;
F A x {2} ra A B — B;

yiv— o,z = fEXMY (yx,zx) 1y — a A S.

Many axioms — few rules

Assume a (recursively enumerable) set of axioms.

Definition: A proof of ) from I is a sequence of formulas
1,1, ..., 1, such that ¢, =1 and, forall i =1,...,n,

» either v); is an axiom, or ¢; € I, or
» there are j, { < i such that ¢); = ¢, — ;
()i is obtained from 1); and v, using modus ponens).
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Example proof

p=2W=2p)=e) 22V =0)2eoew
= (=) =

(=Y =)= 9 — ¢ (detach 2 from 1);
=Y =g

. @ — ¢ (detach 4 from 3).
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Curry-Howard: proofs are typed combinators.
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Deduction theorem < combinatory abstraction

Mx:pbEM:¢ iff TENx.M:p—.

Case 1: If ¢p €T, or ¢ is an axiom, we detach 1)
from the axiom ¢ — ¢ — 9.

If M is a constant or a variable in I, then \*x. M = KM.
Case 17: One can do the same if x & FV(M).

Case 2: If ©» = ¢ we use the example proof of p — .

If M = x, then \*x. x = | = SKK.
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Hilbert-style proofs
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Possible axiom schemes for implicational IPC

All formulas of the following form are axioms:

(K) ¢ = — ¢
S) (p—= v —=0) = (p =) = o— 9.

Add the scheme ((¢ — ¢) — ) — ¢ for classical logic.
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A fundamental property: the deduction theorem

Theorem: T, pbyyv iff Thyp— .
Proof: (<) Immediate use of modus ponens.
(=) Induction wrt proofs of ¢ from T, ¢.

Case 1: If ¢p € T, or ¢ is an axiom, we detach 1)
from the axiom ¢ — ¢ — .

Case 17: One can do the same if © not used in proof.
Case 2: If ©» = ¢ we use the example proof of v — .

Case 3: If ¢ obtained from o and o — 1, apply induction.
There are proofs of ¢ — « and ¢ — (o — ¢) from T
Detach those from axiom (S).
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Deduction theorem < combinatory abstraction

Mx:pbEM:¢ iff TENx.M:p— .

Case 3: If ¢ obtained from o and o — ), apply induction.
There are proofs of ¢ — v and ¢ — (o — ¢) from T.
Detach those from axiom (S).

If M = P=%Q*, then A*x. M = S(A\*x. P)(A\"x. Q).
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Jak trudny jest rachunek zdan (dygresja) Automat dwulicznikowy: A = (Q, qo, g, 9)

» @ — skonczony zbiér stanéw;
Problem wnioskowania w rachunku zdan: » qo — stan poczatkowy;
Czy dana formuta (implikacyjnego) rachunku zdari > g — stan koficowy;
Jest konsekwencja danych schematéw aksjomatow? '
» § - funkcja przejscia, Dom(f) = Q@ — {gr};
» 5(q) jest jednej z postaci (i = 1,2):
Twierdzenie (Linial, Post, 1949):
Problem wnioskowania w rachunku zdan jest nierozstrzygalny. > .=+ 1 goto p
> ¢ :=c¢ —1; goto p";
» if ¢c; = 0 then goto p else goto r'".
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Automat dwulicznikowy Automat dwulicznikowy
Konfiguracja automatu: tréjka C = (g, m, nz). Automat akceptuje konfiguracje C, jezeli istnieje ciag przejs¢
Zmiana konfiguracji: C — C', gdzie C' zalezy od 4(q): CC —C - —C
n
> Jesli 6(q) = ,,c1 := a1 +1; goto p, do konfiguracji ze stanem korcowym.

to C' = (p,m +1,m);
Problem stopu:

» Jesli 0(q) = ,,c; := ¢ — 1; goto p”, oraz n; > 0, . . . .
' 9(a) ! k goto p » oraz m Dany automat A i konfiguracja C, czy A akceptuje C?

to C' = (p,m — 1,m) (wpp. nieokreslone);
» Jesli 6(q) = ,,if c; = 0 then goto p else goto r”, to Twierdzenie 1: Problem stopu jest nierozstrzygalny.

» C' = (p,n,m), w przypadku n; = 0;

> C' = (r,n, m), w przypadku ny # 0. Twierdzenie 2: Istnieje taki automat A, Ze problem stopu

jest nierozstrzygalny przy ustalonym A.
» Dla instrukgji dotyczacych ¢, — analogicznie.
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Definicje pomocnicze Kodowanie konfiguracji
BeIOW we assume n > 1:

1 Kodem liczby n jest dowolna formuta postaci:
ma)=a"tsa=ag—- -2 a—a
_
n—1 7'2(0é1) — = Tz(an) - 7'3(5),

ol@)=(a—=a)—>a

czyli postaci
Fakt: Typy 7,(«) dla n # m sa ,nieunifikowalne”: (1= 1) == (an = an) = (B = B = 5).
dla kazdych o, B i kazdego podstawienia S zachodzi
S(ma(@)) # S(m(B)). Kodem stanu q jest dowolna formuta postaci 74(cv).
Fakt: Typ o(«) jest nieunifikowalny ze wszystkimi typami Kodem C = (g, 1, n,) jest dowolna formuta postaci

postaci 7,(8): S(o(a)) # S(7.(B)), dla wszystkich S, «, 3. kod() - kod(m) —» kod(ns) > o(c).

Konwencja: Stany automatu to liczby od 4 do F,
przy czym go =4 i gr = F.
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Rachunek zdan okreslony przez automat Gtéwny lemat

Dla kazdej instrukcji 6(q) przyjmujemy jeden lub dwa

schematy aksjomatéw:

Dla 5(q) — . 1: - Dla dowolnej konfiguracji C = {(q, n1, n») i dowolnej formuty ¢,
° 2d(q) =.a = a1 gotop™ ktora jest kodem C, nastepujace warunki s3 rownowazne:

—(m(e)=p)—=y— — — == ; .
[Tp(@) = (T2(e) = B)=v—0(£)] [Tqﬁ(a) f=y=a(§)] » Automat A akceptuje konfiguracje C;
* Dlad(q) =.,a:=a 1 gotop™ » Formuta ¢ ma dowdd w rachunku zdar automatu A.

[To(a)=B=7y—0(8)] = [rq(a)=(72(e)=B)=71—=0(S)];

e Dla §(q) =,,if c; = 0 then goto p else goto r’: Dowéd: Indukgja:
[7o(@)=73(8) =570 (O] = [re(@) = 73(B) =70 (9], (I}) ze wzgledu na dtugosé obliczenia;
[7r(@)=(2(e) = B) =y =0 (&)= [rg() = (72() = B) == (E)]- (1)) ze wzgledu na dtugosé dowodu.
e Dla instrukcji dotyczacych ¢, — analogicznie.

e Na koniec jeszcze schemat 7r(a) = f — v — o(&).
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Dowdd ({}) — krok bazowy

Jesli A akceptuje konfiguracje C = (q, n1, np), oraz 11 i 1,
sa kodami ny i ny, to 74(o) = Y1 — U2 — o(€) ma dowsd.

Dowdd jest ze wzgledu na dtugosé obliczenia.
Krok bazowy to przypadek konfiguracji koncowe;j
C= <F‘ ny, n2>.

Na to mamy aksjomat  7¢(a) = f — v — o(§).
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Dowdd (1) — krok bazowy

Jeslivpy i), sa kodami ny i ny, oraz To(a) — 1 — 1 — (&)
ma dowdd, to A akceptuje konfiguracje C = (q, ni, m).

Dowdd jest ze wzgledu na dtugosé¢ dowodu,
zatem krok bazowy, to przypadek, gdy formuta
Tq(@) = 1 — 1y — (&) jest aksjomatem.

Kod konfiguracji jest aksjomatem tylko wtedy,
gdy jest to konfiguracja koncowa...

Na pewno?

Trzeba pokaza¢, ze inne aksjomaty nie sa unifikowalne
z zadnym kodem konfiguracji.
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Various implicational axioms. ..

B:(B—=7)—
B :(av—fB)—
C:(la—=p—=y

—_

a—p)—=a—n;

—~

B—=v)—=a—=my

== a—;

— —

W:(la—=a—p)—=a—pB.

...and logics:

SBCI - relevant logic (every assumption must be used, cf. Al).
BCK - affine logic (every assumption used at most once).
BCI - BCl-logic (every assumption used exactly once).
BB'IW - ticket entailment.

(Logika intuicjonistyczna to SK, klasyczna to SK+Peirce.)

29

Dowdd ({) — przyktadowy krok indukgji

Jesli A akceptuje konfiguracje C = (q, n1, np), oraz iy i 1,
sg kodami ny i ny, to 74(a) — Y1 — W2 — o(&) ma dowdd.

Niech C — C’ = (p, n1, np + 1) wskutek wykonania instrukgji
0(q) =, = ¢ + 1; goto p”’. Wtedy mamy taki aksjomat:

[To(@) = 1= (12(e)—=1h2) =0 (&)] = [rg(a) =1 —1hr—a(E)].

Formuta 7,(a) =1 —(m2(e)—=12)—0(€) jest kodem C’, wiec
ma dowdd z zatozenia indukcyjnego.

Zatem 14(r) — 1 — 12 — 0(§) otrzymamy przez odrywanie.

Dowdd () — przyktadowy krok indukgji

Jeslivpy i), sa kodami ny i ny, oraz Ty(a) — 1 — 1y — (&)
ma dowdd, to A akceptuje konfiguracje C = (q, ni, np).

Dowéd formuty 74(a) — ¥ — 12 — (&) polega na
zastosowaniu modus ponens do aksjomatu, np.

[To(@)=73(B)—=y—0(&)] = [rq()—=73(8)—=v—0a (&),

Wtedy ,oczywiscie” 11 = 73(3) i 102 = 7, czyli test na zero
jest poprawny. Zatem C — C' = (p, ny, ny). Formuta
[To(@)—=73(B)—=y—0c(&)] ma dowdd (krétszy) i jest kodem C'.
Z zatozenia indukcyjnego automat akceptuje C’ a wiec i C.

Uwaga: Z powodu nieunifikowalnosci nie da sie uzyska¢
kodu konfiguracji przez kilkakrotne odrywanie od aksjomatu
(4 przypadki do sprawdzenia recznie).

Ztozonos¢ logik implikacyjnych
SBCI - relevant logic (every assumption must be used, cf. Al).
— 2-Exptime-zupetna (Schmitz, 2015).

BCK - affine logic (every assumption used at most once).
— NP-zupetna (fatwe)

BCI - BCl-logic (every assumption used exactly once).
— NP-zupetna (Kanowicz, 1994, Buszkowski 2008).

BB'IW - ticket entailment

— rozstrzygalne (Padovani; Bimb6/Dunn, 2011).
SK — intuicjonistyczna

— Pspace-zupetna (Statman, 1979)

SK+Peirce — klasyczna
— co-NP-zupetna (Stalmarck, 1989).
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