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Motywujacy przyktad

CURIOSA

339. A Simple Proof That a Power of an Irrational Number to an Irrational Exponent
May Be Rational. 2V is either rational or irrational. Ifit is rational, our statement

ww proved. Tf it is irrational, (v/2V2)V" = 2 proves our statement.
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310. A Minor Curiosity.
11 X 372 = 4092 and 1i X 273
12 X 341 = 4092 and 21 X 143
31 X 132 = 4002 and 13 X 231
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RovaL V. HEATH

(Scripta Mathematica, 19:229, 1953)

Jeszcze jeden przyktad

Zadanie: Udowodni¢, Ze co najmniej jedna z liczb e + 7 i em
nie jest algebraiczna.

Rozwiazanie: W przeciwnym razie wpétczynniki wielomianu
x? — x(e+m) + em = (x — e)(x — 7) s3 algebraiczne, wiec
algebraiczne sa tez pierwiastki.

Mate odkrycia

» Koncepcja wartosci logicznej to wynalazek.
Jest to pewien model naszego wnioskowania.

» Kazdy model opisuje tylko czes¢ rzeczywistosci.
Dygresja:
» Joe pojechat na targ i kupit osta;
» Kupit osta, chyba ze przepit pieniadze;
» Teraz jesli ma osta, to go bije.

» Moga by¢ inne modele i inne wynalazki.

Logika intuicjonistyczna

Alternatywne rozwiazania:

» Udowodni¢, ze (\ﬁ)‘/§ jest liczba niewymierna;

> Sprawdzi¢, ze (v/2)?'9823 = 3.

Wielki wynalazek

Koncepcja wartosci logiczne;j:

» Kazde poprawnie zbudowane zdanie orzekajace jest
prawdziwe albo fatszywe.

» Wartos¢ logiczna zdania ztozonego zalezy tylko od
wartosci logicznych jego skfadowych.

» W szczegélnosci implikacja jest materialna:
znaczenie zdania ,,jesli A to B" ma sie nijak do
— zwigzku przyczynowo-skutkowego,
— nastgpstwa w czasie,
— zakresu znaczeniowego, itp.

Brouwer: paradygmat konstrukgcji

» Dwuwartosciowa logika to nadmierne uproszczenie:
Czy w rozwinieciu dziesietnym liczby m wystepuje
gdzies siedem siédemek pod rzad?

» Istnienie obiektéw matematycznych nie jest absolutne,
ich zrédtem jest podmiot kreatywny.

» Dowdd istnienia obiektu wymaga wiec jego konstrukgji.

» To samo dotyczy prawdy matematycznej:

“There are no non-experienced truths” (Brouwer)

» Whnioskowanie jest pierwotne, semantyka jest wtérna,

albo raczej: wtasciwa semantyka jest konstrukcja.



Tako rzecze Brouwer: Brouwer-Heyting-Kotmogorow

The belief in the universal validity of the principle of the

excluded third in mathematics is considered by the intuitionists » Sens spéjnika logicznego: sposéb w jaki konstrukcja
as a phenomenon of the history of civilization of the same kind zdania ztozonego zalezy od konstrukgji sktadowych.
as the former belief in the rationality of pi, or in the rotation

of the firmament about the earth. > Konstrukcja dla o /1 polega na podaniu

konstrukcji dla © i konstrukcji dla 1);
(L.E.J. Brouwer, 1951) nstrukgi dia - rukgr ala y

» Konstrukcja dla o \/ b polega na wskazaniu jednego ze
sktadnikéw o, 1) i podaniu konstrukcji dla tego sktadnika.

Brouwer-Heyting-Kotmogorow Sktadnia rachunku zdan

» Konstrukcja dla implikacji p — 1) to metoda (funkcja)
przeksztatcajaca kazda konstrukcje przestanki ¢
w konstrukcje dla konkluzji 1).

» Zmienne zdaniowe (p, q,r,...) sa formutami.

> Stata L jest formufa.
» Nie ma konstrukcji dla fatszu | .
(., the thing which is not"). > Jesli o i 3 sa formutami to

Negacja: ~¢ =@ — L. (o= p), (aVB), (a«Ap)

» Konstrukcja dla —p to metoda obracajaca kazda

. tez s3 formutami.
ewentualng konstrukcje p w absurd

11 12
Skréty i konwencje Przyktady tatwe
» Napis —« jest skrétem napisu o — L. > pp
» Napis T jest skrotem napisu L — L. > p—(p—q)—g;
» Napis a <> 3 jest skrétem napisu (o — ) A (8 — «). > pop cyli po(p— L) = L;
> Zewnetrzne nawiasy opuszczamy. > (p=q) o (g=r)—p—r;
» Implikacja wiaze w prawo: > (p—q) = (~q — —p);
a — [ — 7 oznacza a — (5 — 7).
> (pANg—r)(p—>qg—r);
» Priorytety: (1 Jole=a )
1. Negacja, > (pvg—=r)=(p—=>r)A(g—r)
2. Koniunkgja i alternatywa, >
3. Implikacja i réwnowaznos¢. ~(pVa) = =pA-g.
13 14
Troche mniej oczywiste Catkiem watpliwe
> ——p—=p;
> (p=qgon)=(p—=q) —p—rn > —pVp;
> PP > (g —p) = (p— q);
> L= > =(pAg) = (-pV—aq);
> (pVgq)——p—gq, w szczegoblnosci: > (poq)—=(p—oq)—q
}(pv—\p)%—\—\p%p; >pV(p—>q),
> ((p—q) = p) = p (prawo Peirce'a).
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Zasada wytaczonego srodka nie ma konstrukgji Przyktady nieoczywiste, ale poprawne:

> ——=(pV-p);

> (p—)—\q)% (—\p—)—\q)% —q;

... because reason taught us to affirm or deny
» Wiele innych podobnych.

only where we are certain;

and beyond our knowledge we cannot do either. Przykfad: Konstrukcja dla ==(p vV =p):

Nalezy otrzymac absurd L z zatozenia —(p \VV —1p).

W tym celu skonstruujemy p V —p, wskazujac na —p.
Zaktadamy wiec p i znowu:

Nalezy otrzymac absurd L z zatozenia —(p \VV —p).

W tym celu skonstruujemy p \V —p, wskazujac na ... p!

(Jonathan Swift, Gulliver's Travels)
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Implementacja BHK: naturalna dedukcja Tradycyjna notacja dla naturalnej dedukgji:
implikacja
» Reguty wprowadzania' spéjnikéw logicznych: jak mozna . )}\-
udowodni¢ formute danej postaci? . :
» Reguty eliminacji spojnikéw: jak mozna wykorzystaé
formute tej postaci do udowodnienia innej? . . .
T—0 T o
o T—0
Lintroduction
19 20
Tradycyjna notacja dla naturalnej dedukcji: Tradycyjna notacja dla naturalnej dedukgji:
implikacja implikacja

T>o T o T>o T o i
o T—=0 o T—=o0o
21 2
Normalizacja dowodu: implikacja Normalizacja dowodu: implikacja
i [T](i)
) 0 () ORI )
: ; ; ; T = :
: g 0 - T T T—=o
T T—O0 . — pa
— :

Uwaga: Zatozenie [7]" moze wystapi¢ w dowodzie wiele razy.
Wtedy czes¢ () wystepuje wielokrotnie po prawej i rozmiary
dowodu rosna a nie maleja.
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Tradycyjna notacja dla naturalnej dedukgji:
koniunkcja

T o TNO
TNO T
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Tradycyjna notacja dla naturalnej dedukcji:
alternatywa

TV O

27

Dowéd w stylu Jaskowskiego

Zatézmy (p — q) = p

Zatézmy —p.

Zatézmy p.

Poniewaz p oraz —p, wiec L.
Poniewaz L, wiec q.

Zatem p — q
Poniewaz p — q oraz (p — q) — p, wiec p.
Poniewaz p i —p, wiec L.

Zatem ——p.

Zatem ((p — q) — p) — ——p.

29

Dowéd formalny

Dowéd formalny osadu I' = ¢ w naturalnej dedukcji,
to drzewo skonczone, w ktérym kazdemu wierzchotkowi
przypisano pewien osad. Przy tym:

» Korzeniowi drzewa przypisano osad [ - .

» Osad przypisany dowolnemu wierzchotkowi powstaje
z 0sadéw przypisanych jego dzieciom poprzez
zastosowanie jednej z regut wnioskowania.

» Lisciom przypisano osady postaci A, a F a.

31

Normalizacja dowodu: koniunkcja

(*)
T ag —
TNO T
T
26
Normalizacja dowodu: alternatywa
)9 [ (*)
N
TV p p
(i)
P P
28
Notacja w stylu Gentzena
Dowodzimy osadow? postaci I - A, gdzie I jest zbiorem
formut, a A jest formuta. Sens: A wynika z zatozen I.
Przyktad:
-p, PAG F pAg
—(EA)
-p, PAQ F —p -p. PAG F p
p,pAq = L (57)
g
-p F =(pAg
—— (W)
F op—==(pAq)
2judgments
30
Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (1)
Ax
MAFA (A)
r’-A T+B r-AAB r-AAB
— (Wn) ——— (EA) —— (EA)
r-AAB r-A r-B8
r’-A THA>B rA-B
E—) — (W =)
r-B8 r’-A—B
32



Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (2)

r-A r-8
(Wv) ——(WV)

FAVB r=AvB

AV B NAEC rB+C
N=«¢

(EV)

MAFL r--A TFHA
W-) —_—(®)
M -A r-L

M=1

Tt

33

Classical (unnatural) deduction

M-AF L

Cheat
r- A ( )

35

Przyktad

pkp
Fp—p

37

Przyktad
NiechT ={p—qg—r,p— q,p}.

l'Ep—qg TEP
(= E) —— (= E)
M-qg—r kg
(= E)

MEr

l'Ep—>g—r TEp

(=1
p—=q—=rp—qkp—=r
(=1

— 1)

p—=qgq—orE(p—=q)—=p—r

Flp=g—=r)=(p—=q) —p—r
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Reguty wnioskowania dla rachunku zdan...

.. sa w pliku duch.mimuw.edu.pl/~urzy/Litt/reguly nd.pdf

i oczywiscie na Moodlu.
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Inna reguta eliminacji koniunkgji
FT-AAB  T,ABFC
r-c
36
Przyktad
p,gt-p
— (=
pFg—p
— (=)
Fp—=>qg—p
38
Przyktad
(p—p)—q, pp
(p—p)—qt p—p (p—p)—q = (p—p)—q
(E—)
(p—p)—qtq
- - %)
F((p—p)—q) = q
40


http://duch.mimuw.edu.pl/~urzy/Litt/reguly_nd.pdf

Notacja dla dowoddéw

Mx:obFx:o

Mx:obM:7
FrEMix:o:0—>71

rTEM:o—71 r'EN:o
r’EM@N: 7

Notacja dla dowoddéw

Mx:obx:o

Mxiob-M:T
-Xx:ioM:o—T1

rEM:o—r TEN:o
r'=MN:r

Normalizacja dowodu to beta-redukcja

[T](") (+)

s =

T T—=0

(AT M7)NT = M[x:=N]: 0.

Rozszerzony rachunek \: fatsz i koniunkcja

rEM:L
M= Milo]:o

Write also ¢,(M) for M[o].

rMN-M:a TEN:B Fr'EM:ar Aas
Fr=(M,N):anp r=M{i}t: o

Koniunkcja to iloczyn kartezjanski. Fatsz to typ pusty.
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Notacja dla dowoddéw

MxokFx:o

Mx:obM:7T
l-i4x:0oM:o—71

FrEM:o—71 Fr'EN:o
r’=MGQON: t

Whasnie wymyslilismy rachunek lambda z typami prostymi.

Natural Deduction: proste wtasnosci

> Ostabianie (weakening):
JesliT = porazl C A, to Al .
> Podstawianie (substitution):

JesliT o, toT[p =] F ¢[p:=].

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dowdd.

Alternatywa to suma prosta

r=M: «;
FEin(M):aiVa
Fr’-=M:avpg lNuakFR:7 TLvifFEQ:T
N MuRv.Q]: 7

Write also  case M of [u]R or [v]@ for M[u.R,v.Q]
inl,inr for ing, in,.

Uwaga:
Notacja in;(M) jest niejednoznaczna. Powinno by¢ np. in?*"2(M).
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