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Tydzien temu: logika liniowa

With (wraz): An object of type a & 3 is a “virtual” pair of objects (one of type «,
the other of type (), from which exactly one can be potentially created from the
same resources. In other words, o & 3 is a “right of choice” between a or 3.

This right belongs to the consumer.
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Plus: An object of type o & 3 is a pair consisting of an object of type a or of type (3,
and a flag showing which case actually holds. The right of choice between « or 8
belongs to the producer. The consumer opens a box and uses the contents according
to the instruction on the flag.
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Duality: Plus (&) is the other side of With (&):
(a® B)t oot &pt (e & B)t ooat@pt

(Receiving a surprise is sending the right of choice.)



Tensor

An object of type av @ [3 is a pair of objects: one of type «,
the other of type 3. Creating each component of the pair
requires separate resources. Consuming a pair requires
using both components.
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What is dual to K7
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Par: Type a % 3 represents communication: a “fair contract”
between o and (. (Receiving a pair of type o @ (3 is the same
as sending a2 3+ i.e., sending entanglement of o' and 3+.)
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Sie¢ dowodowa

Wejscie typu ¢ to to samo co wyjscie typu .




Translacja Girarda

» pf=p, T =1 1"=0;
>(04/\[3) =a* & f[%
aVp) =la* @155
(v — B)* = la* —o [*.

v
—

v

Twierdzenie:
Nastepujace warunki s3 réwnowazne:
1) ¢  wlogice intuicjonistycznej;
2) II'* F »* w intuicjonistycznej logice liniowej;

3) IT* F ¢* w klasycznej logice liniowe;.



Nierozstrzygalnos¢

Konfiguracja (g, m, n) automatu dwulicznikowego moze by¢
reprezentowana przez liniowy osad postaci:

!ra ar, Cm7 d" q,
gdzie [ zawiera instrukcje automatu:
p —o g: przejdz ze stanu g do stanu p;
(c —o p) —o q: jak wyzej i dodaj 1 do licznika c;

c—o p—o q: jak wyzej i odejmij 1 od licznika c.
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Nierozstrzygalnos¢

Konfiguracja (g, m, n) automatu dwulicznikowego moze by¢
reprezentowana przez liniowy osad postaci:

!ra ar, Cm7 d" q,
gdzie [ zawiera instrukcje automatu:
p —o g: przejdz ze stanu g do stanu p;
(c —o p) —o q: jak wyzej i dodaj 1 do licznika c;
c—o p—o q: jak wyzej i odejmij 1 od licznika c.

p1 & pr —o q: przejdz do obu stanéw p; i ps.

Test na zero? Z tym gorzej.

Ale to moze by¢ automat alternujacy!



Alternation can test for zero.

Assume that the automaton only accepts in (gr,0,0).

Replace “if ¢ =0 then go to A else go to B" by:

: go to 2 or go to 3,
ci=c—1l,c:=c+1;, goto B
. go to A and go to 4;

: gotob or go to gr;
d:=d—-1,; goto4.

(S R CO R S R



Gtéwny lemat

Sekwent IT", g¢, ¢, d" F g ma dowdd
wtedy i tylko wtedy, gdy

automat akceptuje konfiguracje (g, m, n).



The boring part

Assume that ¢; := ¢; — 1; goto p is the instruction in state g.
This is represented by the assumption !(c — p — q) in IT.

Suppose that IT', gr, ¢, d" - q is provable.

Then there is a “focused” proof (essentially) of the form

T, gr,c™ Y d"Fp ghq

ckc !rjqucm_:l?dn’p—oq'—q

!r7qf7cm7dn7c_op_oql_q

M, qr,c™,d"F g



Other fragments

» Nasze kodowanie automatu dowodzi nierozstrzygalnosci
fragmentu &, !, —o.



Other fragments

» Nasze kodowanie automatu dowodzi nierozstrzygalnosci
fragmentu &, !, —o.

» Fragment &, ®, |, —o tez jest nierozstrzygalny.



Other fragments

» Nasze kodowanie automatu dowodzi nierozstrzygalnosci
fragmentu &, !, —o.

» Fragment &, ®, |, —o tez jest nierozstrzygalny.

» Fragment addytywno-multiplikatywny (bez !, ?)
jest Pspace-zupetny.



Other fragments

Nasze kodowanie automatu dowodzi nierozstrzygalnosci
fragmentu &, !, —o.

v

Fragment &, ®, !, —o tez jest nierozstrzygalny.

v

v

Fragment addytywno-multiplikatywny (bez !, 7)
jest Pspace-zupetny.

Nie wiadomo, czy fragment ®, !, —o jest rozstrzygalny.
Ten fragment jest co najmniej tak trudny
jak osiggalnos¢ w sieciach Petriego...
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Other fragments

Nasze kodowanie automatu dowodzi nierozstrzygalnosci
fragmentu &, !, —o.

v

Fragment &, ®, !, —o tez jest nierozstrzygalny.

v

v

Fragment addytywno-multiplikatywny (bez !, 7)
jest Pspace-zupetny.

Nie wiadomo, czy fragment ®, !, —o jest rozstrzygalny.
Ten fragment jest co najmniej tak trudny
jak osiggalnos¢ w sieciach Petriego...

. a wiec nieelementarny. (Czerwinski et al, STOC 2019)

v
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Logika pierwszego rzedu: sktadnia

Sygnatura: Ustalone symbole relacyjne, funkcyjne i state.
Termy: Zmienne a, b, ..., state, wyrazenia ft; ... t,.

Formuty:

— atomowe: rt;...t,, L;

—p—=, eV, oA,
- Vayp, dJap.

Zmienne wolne: FV(Yay) = FV(Jay) = FV(p) — {a}.

Utozsamiamy formuty rézniace sie tylko zmiennymi zwigzanymi.



Interpretacja BHK

e A construction of Va(a) is a method that turns any
possible value d of a into a construction of ¢(d);

e A construction of Ja is a pair consisting of a value d
of a and a construction of (d).
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Przyktady niewatpliwe

» Va(e = o) = (Vap — Vav),
» Va(e — ¢) — (Jap — Jay);
» —dap < Va—p;

» Yap — dayp;

> Ja(y A p(a)) < ¥ AFap(a), gdy a & FV().



Przyktady watpliwe

» —Vap <> da—p;



Przyktady watpliwe

» —Vap < da—p;

» Va(y Vv p(a)) = ¢ vV Vayp(a);



Przyktady watpliwe

» —Vap < da—p;
» Va(y Vv p(a)) = ¢ vV Vayp(a);

» ——Va (30(3) \% _‘90(3));



Przyktady watpliwe

» —Vap < da—p;
» Va(y Vv p(a)) = ¢ vV Vayp(a);
» ——Va (30(3) \% _‘90(3));

» 3b(p(b) — Vap(a));



Przyktady watpliwe

> —Vap  Ja-g;

> Ya(y V p(a)) = ¥ V Vap(a);
> ——Va(p(a) V —p(a));

» 3b(p(b) — Vap(a));

» Ja(Ibyp(b) — ©(a)).



Naturalna dedukcja

Mo =Vap
(V1) = Tao (a & FV(T)) (VE) T ol—1
M= pla:=t] N=dap TpkHv
S o= R

(x) agFV(T, )

(Te same reguty dla logiki klasycznej.)



Rachunek sekwentéw

Mpla=tlFo )

(Lv) [ Vapk o (RY) 71 Vap (a ¢ FV(T)
Noko M pla:=t
(L3) s (a & FV(T, ) (R3) B

(Podobne reguty dla logiki klasycznej.)
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Rachunek sekwentéw

Twierdzenie o eliminacji ciecia pozostaje prawdziwe.

Whiosek 1: Jesli - Ja ¢, to istnieje takie t, ze - ¢[a = t].

Dowdd: Ostatnia musiata by¢ reguta (R3).

Whiosek 2: Rachunek pierwszego rzedu jest konserwatywny
nad rachunkiem zdan.

Dowdd: Z zasady podformut: dowdd bez ciecia dla formuty
bez kwantyfikatoréw nie zawiera kwantyfikatoréw.
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Translacja Kotmogorowa

Twierdzenie:
r l_k/as « < k(r) I_int k(&)

Dowéd: (=) Cwiczenia.

(<) Formuty o i k() sa klasycznie réwnowazne.

Whiosek: Logika intuicjonistyczna pierwszego rzedu jest
nierozstrzygalna. Klasyczny Entscheidungsproblem redukuje
sie do intuicjonistycznego.



Rachunek lambda (1)

Fr=M:o
=XaM:Vayp

(V1) (a g FV(I))

=M :Vap
M= Mt :pla:=t]

(VE)

(Aa.M)t =5 M[a = t]

Twierdzenie: ten rachunek ma wfasnos¢ silnej normalizacji.



Typy zalezne (Dependent types)

P(ai,...,a,) — a type that depends on the choice of
individual values aq, ..., a,.

Va P(a) — a type of a function that turns an arbitrary
value a into something of type P(a).
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Typy zalezne (Dependent types)

M : array(n) M jest tablica rozmiaru n;

array : Int — ,Typ" array jest konstruktorem typu
(rodzing typow)

Samezera(n) : array(n) tablica z samych zer;
Samezera : Int — array(?) tak sie nie da. ..

Samezera : Vn: Int. array(n) To sie nazywa produkt.



Rachunek lambda (2)

FEM:pla:=t

(3 F=[t,M]:3ap

r-M:dap Ty:pFN:9Y

(3E) -
[+ unpack M as [a,y:¢] in N : 9

(a g FV(TU{4}))



Typy egzystencjalne = abstrakcyjne
[t,M]:Jap(a) — spakowana implementacja M : (t)

unpack M as [a,y:¢] in NV : ¢

— uzycie danej implementacji M w kontekscie .
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Typy egzystencjalne = abstrakcyjne
[t,M]:Jap(a) — spakowana implementacja M : (t)

unpack M as [a, y:¢] in NV : )

— uzycie danej implementacji M w kontekscie .

Redukcja:

unpack [t, M] as [a, y:¢] in N =5 N[a = t][y := M|
Array = dn.array(n)

Suma : Array — int

Append : Array — Array — Array



,Zalezny iloczyn kartezjanski”

Jeslin:inti M: p(n),
to para uporzadkowana [t, M| jest typu int x ..77..

Mozna to napisa¢ tak: [t, M]: (n:int) x ¢(n).

Vn:int.p(n) = (n:int) = ¢(n)
dn:int.o(n) = (n:int) x ¢(n)

Kwantyfikator egzystencjalny tak sie ma do koniunkgji
jak ogdlny do implikacji.



Koprodukt

Jeszcze inaczej:

Vn:int.o(n) = (n:int) — o(n)
Vn :int.o(n) = Mn:int.o(n)

Jn:int.o(n) = (n:int) x ¢(n)
dn:int.o(n) = Xn:int.o(n)
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Curry-Howard

Theorem
A first-order formula o is intuitionistically valid
if and only if there exists M such that + M : «.

Warning: A normal inhabitant Ax:Vaa.[b, xb] of Vaow — Jac
has free variable b.

W logice pierwszego rzedu obowigzuje dogmat o niepustosci
dziedziny. Ten dogmat nie zawsze jest odpowiedni.

Dlatego w Coqu zmienne trzeba jawnie deklarowac.



Semantyka algebraiczna

Definicje:
Algebra Heytinga jest zupetna, wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy podzbiér ma kres gérny i dolny.

Niech H — (zupetna) algebra Heytinga. Wtedy H-struktura
nazywamy twér postaci A = (A, A g4 ... rA s ),

gdzie rA A" — H, A A — H,. ..

(Relacje rozumiemy jako funkcje o wartosciach w #.)



Semantyka algebraiczna

Znaczenie formuty ¢ w H-strukturze: [¢]. € H.

o [r(ty,....t)]c = rA(C(tl), o C(t);
e [a— 5] = [alc = [Ala

o [aV B]c = [alc U [B]c;

o [an Bl = [eden [B]e:

e [Llc=0;

o [Ha]c = supacal©lcasal

o [Vaylc = infacalplefasal

Piszemy A, ( = ¢, gdy [¢]c = 1u.
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Twierdzenie o petnosci

Twierdzenie:
1) JesliT =, to T = .
2) JeslilT =, to [ o
Dowéd: (1) Indukgja.
(2) Budujemy algebre formut Lr: [a]. ={f |+ a <« 5}
W tej algebrze zachodzi:
[Vaa(a)]. = infia(t)]~ oraz [Faa(a)]. = sup,a(t)]~

W algebrze terméw A niech r(ty, ..., t,) = [rt1. .. to]~.
Wtedy A jest Lr-struktura i [¢]iq = [go]N dla kazdego .

JesliT = o, to ]y = 1 i dobrze...?7

Nie bardzo: algebra L nie musi by¢ zupetna.



Uzupetnianie algebr Heytinga
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zupetna algebra Heytinga G, ze:
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Uzupetnianie algebr Heytinga

Twierdzenie: Niech H — algebra Heytinga. Istnieje taka
zupetna algebra Heytinga G, ze:

» Algebra H jest podalgebra G;
» Jesli dla B C H istnieje supy, B, to supg B = sup;, B,
» Jesli dla B C H istnieje infy B, to infg B = infy, B
Jaki z tego pozytek?
Jesli ¢ jest wartosciowaniem w H, to |[a]]H [[O‘]]C
dla kazdej formuty . Zatem jesli I = v oraz H := Ly, to:
— po pierwsze G, id =T, bo Lr,id = T;
— po drugie, wtedy G, id |= «, wiec Lr,id |= «, czyli [ - «.
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Uzupetnianie algebr Heytinga
Twierdzenie: Niech H — algebra Heytinga. Istnieje taka
zupetna algebra Heytinga G, ze:

» Algebra H jest podalgebra G;
» Jesli dla B C H istnieje sup,, B, to supg B = sup;, B;
» Jesli dla B C H istnieje infy, B, to infg B = infy B.

Dowdd: Ideat zupetny w H to taki zbior | C H, ze

» JesliaC bel, toacl,;
» Jesli A C | ma kres gérny w H, to sup,, | € .

Jako G bierzemy zbiér wszystkich ideatéw zupetnych w #.
Wihozenie i : H — G okreSlamy i(a) = al = {b | b C a}.



Kontrprzyktady topologiczne
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Kontrprzyktady topologiczne

H=0(R), A=N- {0}

Przykfad 1: ——Vx(r(x)V —r(x))
Relacja: r(n) =R — {w,}, gdzie Q = {w; | i € N — {0}}.



Kontrprzyktady topologiczne

H=0(R), A=N- {0}

Przykfad 1: ——Vx(r(x)V —r(x))
Relacja: r(n) =R — {w,}, gdzie Q = {w; | i € N — {0}}.

Przykfad 2: Vx(pV r(x)) = pV Vx.r(x)
Relacje: rA(n) = (-1,%), p*=R-{0}.



