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Tydzien temu

Twierdzenie:

Intuicjonistyczny rachunek zdan jest PSPACE-zupetny.



Tydzien temu

Twierdzenie:

Intuicjonistyczny rachunek zdan jest PSPACE-zupetny.

Dowdd: Redukcja problemu stopu dla automatéw
monotonicznych. Konfiguracja: I F g.

>

>

>

Cel atomowy g to stan maszyny;

Otoczenie I to zawarto$¢ pamieci, w tym program.
Zatozenie p — g umozliwia zmiane stanu z g na p.
Zatozenie (b — p) — g umozliwia zmiane stanu z g na p,
z jednoczesnym zapisaniem b w pamieci.

Zatozenie a — p — g umozliwia zmiane stanu z g na p,
pod warunkiem, ze w pamieci jest zapisane a.

Zatozenie r — p — g umozliwia rozgatezienie uniwersalne
na stan p 1 stan r.



Rzedy

Rzad zero = atomy;
Rzad n+ 1 = formuty a; — - -, — p,
gdzie «; s3 rzedu co najwyzej n.

Np. ta formuta jest rzedu 3:

(p—=q)—=r)=((r—=p—=s)—r)—p



Rzedy

Rzad zero = atomy;
Rzad n+ 1 = formuty a; — - -, — p,
gdzie «; s3 rzedu co najwyzej n.

Np. ta formuta jest rzedu 3:

(p—=q)—=r)=((r—=p—=s)—r)—p

Automaty monotoniczne s3 reprezentowane formutami rzedu 3.
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Twierdzenie:

Intuicjonistyczny rachunek zdan jest PSPACE-zupetny.

To mato powiedziane.

W istocie PSPACE-zupetny jest fragment implikacyjny
i to ograniczony do formut rzedu 3.



Twierdzenie

Intuicjonistyczny rachunek zdar redukuje sie w pamieci
logarytmicznej do fragmentu implikacyjnego rzedu 3.



Twierdzenie

Intuicjonistyczny rachunek zdar redukuje sie w pamieci
logarytmicznej do fragmentu implikacyjnego rzedu 3.
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Twierdzenie

Intuicjonistyczny rachunek zdar redukuje sie w pamieci
logarytmicznej do fragmentu implikacyjnego rzedu 3.

Dowéd:

Dowolna formuta — automat — formuta implikacyjna rzedu 3.

Przyktad:
Formuta (((e — d) — ¢) — b) — a jest rzedu 4

i nie jest rownowazna zadnej formule rzedu 3.



O wyzszosci Wajsberga i Ben-Yellesa
nad Davisem i Putnamem

Klasyczny rachunek zdan:
— reprezentuje problemy obliczeniowe o ztozonosci NP;
— jako koniunkcje statycznych wiezéw (SAT);

— dla ktérych trzeba szuka¢ rozwigzan ad hoc.



O wyzszosci Wajsberga i Ben-Yellesa

nad Davisem i Putnamem

Klasyczny rachunek zdan:
— reprezentuje problemy obliczeniowe o ztozonosci NP;
— jako koniunkcje statycznych wiezéw (SAT);

— dla ktérych trzeba szuka¢ rozwigzan ad hoc.

Intuicjonistyczny rachunek zdan:
— reprezentuje problemy obliczeniowe o ztozonosci PSPACE;
— jako dynamiczne zadania dowodowe,

— ktérych rozwigzania bezposrednio realizuja obliczenie.



Przyktad

Do tego zadania SAT-solvery sie nie nadaja.




Silna normalizacja



Silna normalizacja

Twierdzenie: Jesli istnieje dowdd osadu I = o, to istnieje
dowdod normalny.



Silna normalizacja

Twierdzenie: Jesli istnieje dowdd osadu I = o, to istnieje
dowdod normalny.

Lepsze twierdzenie: Kazdy dowdd osadu I = ¢ mozna
przeksztatcic w dowod normalny.



Przypadek implikacyjny



Przypadek implikacyjny

Term w postaci (5-normalnej: term, ktérego nie mozna
redukowac.

To jest to samo co implikacyjny dowéd normalny.
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Przypadek implikacyjny

Term w postaci (5-normalnej: term, ktérego nie mozna
redukowac.

To jest to samo co implikacyjny dowéd normalny.

Normalizacja:
JesliT =M : 7, to M —5 N, gdzie N jest normalny.

Silna normalizacja:
JesliT = M : 7, to kazdy ciag redukcji termu M jest skoriczony.



Silna normalizacja

Twierdzenie: Rachunek lambda z typami prostymi ma
wtasnos¢ silnej normalizacji: kazdy poprawnie typowany
term jest silnie [5n-normalizowalny.



Wstep do dowodu

Konwencja:

» termy (w tym zmienne) maja ustalone typy;

» nie piszemy tych typéw.

Lemat 0: (1) Podterm termu silnie normalizowalnego
Jest silnie normalizowalny.

(2) Jesli Alx := B] € SN, to A € SN.
(3) Jesli A€ SN i A — B, to B € SN.



Wstep do dowodu

Definicja: Okreslamy klase terméw S przez indukcje:

1. Jeéll Nl,...,NkES, tOXNl...NkGS;
2. Jesli N € S, to \Ax N € S;

3. Jesli Q € S oraz P[x := Q[N ... N, € S,
to (AxP)QN;... N € S.
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Wstep do dowodu

Definicja: Okreslamy klase terméw S przez indukcje:

1. Jeéll Nl,...,NkES, tOXNl...NkGS;
2. Jesli N € S, to \Ax N € S;

3. Jesli Q € S oraz P[x := Q[N; ... N, € S,
to (AxP)QN;... N € S.

Lemat 1: Jesli M € S, to M € SNg,).
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na definicije M € S.



1. Npy,...,.NyeS = xNi...N,€eS;
2. Ne§S = MNEeS;
3. QeS, Px=Q]N1...Ny €S = (MP)QN;y...N¢€S.

Lemat 2: Jesli M € SNg, to M € S.



1. Ny,....NyeS = xNp...N, €S,

2. Ne§S = MNeS;
3. QeS, Px=Q]N1...Ny €S = (MP)QN;y...N¢€S.

Lemat 2: Jesli M € SNg, to M € S.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dwa parametry:

— pierwszy to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— drugi to dtugos¢ termu M.



1. Ny,....NyeS = xNp...N, €S,

2. Ne§S = MNeS;
3. QeS, Px=Q]N1...Ny €S = (MP)QN;y...N¢€S.

Lemat 2: Jesli M € SNg, to M € S.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dwa parametry:

— pierwszy to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— drugi to dtugos¢ termu M.



Gtéwny lemat

Lemat 3: Jesli M,P € S, to M[x := P] € S.

Dowdd twierdzenia: Z lematéw 1 i 2 wynika, ze
SNz = SNg, = §. Wystarczy wiec udowodni¢, ze kazdy
(poprawny) term M jest w S.

— Jesli M jest zmienng, to oczywiste.

— Jesli M jest abstrakcja, to teza wynika z zatozenia
indukcyjnego.

— Jesli M jest aplikacja PQ to stosujemy lemat 3 do
podstawienia (xQ)[x := P].



1. Ny,....NyeS = xNp...N, €S,

2. Ne§S = MNeS;
3. QeS, Px=Q]N1...Ny €S = (MP)QN;y...N¢€S.

Lemat 3: Jesli M, P" € S, to M[x := P] € S.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:

— pierwszy to dtugos¢ typu 7 termu P;
— drugi to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— trzeci to dtugos¢ termu M.



1. Ny,....NyeS = xNp...N, €S,

2. Ne§S = MNeS;
3. QeS, Px=Q]N1...Ny €S = (MP)QN;y...N¢€S.

Lemat 3: Jesli M, P" € S, to M[x := P] € S.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:

— pierwszy to dtugos¢ typu 7 termu P;
— drugi to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— trzeci to dtugos¢ termu M.

Opuszczamy fatwe przypadki.



Ni,....Ne €S = xNj...N, €S,
NeS = MNeS;
QReS, Plx=Q|Ny...NeeS = (MxP)QNy...Ng€eS.

Lemat 3: Jesli M7, P™ € S, to M[x := P] € S.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:

— pierwszy to dtugos¢ typu 7 termu P;
— drugi to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— trzeci to dtugos¢ termu M.

Przypadek 4: M = xQNj; ... Ny, gdzie Q,N; ... N, € S.
Wtedy M[x := P] = PQ[x:=P]Ny[x:=P] ... N¢[x:=P].
Z zatozenia indukcyjnego fatwo wynika

Q[x := P], Ni[x :== P],..., Ny [x := P] € S.

Wystarczy pokaza¢, ze M[x := P] € SNg.



Wiemy: Q[x := P], Ny[x := P],..., Ny[x := P] € S.
Chcemy:
M[x := P] = PQ[x:=P]Ny[x:=P] ... Ni[x:=P] € SN.
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Chcemy:
M[x := P] = PQ[x:=P]Ny[x:=P] ... Ni[x:=P] € SN.

Redukcje wewnetrzne muszg sie zakonczyé. Niech:

Mlx:=P] = (A\y R)Q'N. ... N. — R[y:=QN. ... N, — - -

gdzie P - Ay R : 7.
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Wiemy: Q[x := P], Ny[x := P],..., Ny[x := P] € S.
Chcemy:
M[x := P] = PQ[x:=P]Ny[x:=P] ... Ni[x:=P] € SN.

Redukcje wewnetrzne muszg sie zakonczyé. Niech:
M[x:=P] - (Ay R)Q'N; ... N, — R[y:=Q'|Nj ... N, — ---

gdzie P+ Ay R:7. NotoT =7 — m oraz Q" : 7.
Ale typ 71 jest krétszy niz 7, wiec R[y:=Q'] € S.

Skoro Ny, ..., Ny € SN, to zNj ... N, € SN = S. Chytry trick:
Rly == QIN;... N, = (zN; ... N)[z := R[y := Q']],

gdzie z : 75, i znowu krétszy typ, wiec catos¢ jest w S = SN.



Silna normalizacja

Twierdzenie: Rozszerzony rachunek lambda ma wfasnos¢
silnej normalizacji ze wzgledu na [3-redukcje.

Dowdd: Redukujemy rozszerzony rachunek lambda
do zwyktego (z jedna stata typowa).
Najpierw ttumaczymy typy:

la] = 0, gdy a=1,pq,...

lo = 7| = |o| = |7
lonT| = (lo| = |7] = 0) =0
lovrl = (lo| =0)— (7| = 0)—0

Uwaga: zawsze |o| =07 — -+ — 0, — 0.



Translacja dla terméw (1)

x| = X

IAXT.M| = AxITL Ml

‘MUA)TNO‘| — |M||0|~>|T||N‘|U|



Translacja dla terméw (1)

_ ol

x|
IAXT.M| = AxITL Ml
‘MUA)TNU| — |M||0|~>|T||N‘|U|

|<M, N>0’/\T| _ )\Z\a|—>|7'|—>0. Z|M||O’||N||T|



Translacja dla terméw (1)

X7
|AXT.M?|
|M7T N
(M, N)7"]
liny (A7)77|

[ina(B7)"|

Ao

PRVl
|M| lo|=|7] || lo]

A\zlol=Im=0 zIM|ll |7
)\X|U|_)O.)\_y|7—|_)0. X|A|\a|

)\X|U|~>0.)\y|T|~>0. y’B||T|



Translacja dla terméw (2)

(lo|=01 = —=0,—0, |f|=71 == 7p—0)

lonT] = (lo| = |7| —0)—=0

|PTAT{LY = AT AT PITATIOXITINYIT (xxy - x,)0)

P72} = Ao XD |P||"/\T|(>\x|"|)\y|7‘ (yx1 ... xm)o)



Translacja dla terméw (2)

(lo|=01 = —=0,—0, |f|=71 == 7p—0)

lonT] = (lo| = |7| —0)—=0

|PTAT{LY = AT AT PITATIOXITINYIT (xxy - x,)0)

P72} = Ao XD |P||"/\T|(>\x|"|)\y|7‘ (yx1 .. .xm)o)

lec(MY)] = AxFt. x| M|°




O co tu chodzi?

M= (P,Q){1} — P ttumaczy sie tak:

IM| = Ax{* ..o Ax37. (Az. z| P]| Q) (Axy. xx1 . .. Xp)
=g APt AT (Axy. xxq .. x,) | P Q)

Plxi ... x,

_»W‘Pl

—5 AX{ L AXT



Translacja dla terméw (3)
|case M7V™ of [x7]P* or [y"|Q?| =
Mt AP ML PP o) Oy Q1PN - - x)),

gdzie [M|: (|lo| — 0) — (|| — 0) — O,

oraz |p|=p1— - — px — 0.



O co tu chodzi?

M = case in; P” of [u"]Q?,[v’]R* — Q[u:= P]
ttumaczy sie tak:

IM| = A\X. [ing P|(Au. | Q| X)(Av. |R| X)
= M. (Axy. x| P|)(Au. | Q| X)(Av. |R| X)
— AX. (Au. | Q| X)|P|
— AX. |Q|[u := |P|]X
= M. |Q[u := P]|X
=y |Qu = P



WHtasnosci translagji

Lemat:
> [Mlx == NJ| = [M][x := [N]]
» Jesli Mo, to |M|:|o|.
> Jesli M —5 M', to [M| =7 [M].

Twierdzenie: Rozszerzony rachunek lambda ma wfasnos¢
silnej normalizacji ze wzgledu na [3-redukcje.
Dowéd: Przypus¢my, ze Mj; — M] — M] —

Wtedy takze |Mo| _»En | M| _»/Jsrn | M| _»/Jﬁrn



Silna normalizacja

Twierdzenie: Rozszerzony rachunek lambda ma wfasnos¢
silnej normalizacji ze wzgledu na [3-redukcje.



Silna normalizacja

Twierdzenie: Rozszerzony rachunek lambda ma wfasnos¢
silnej normalizacji ze wzgledu na [3-redukcje.

| co z tego?

Juz wiemy, ze beta-redukcja to za mato: term w postaci
beta-normalnej moze np. wyglada¢ tak:

(case N7 of [x7]P*~7, [y7]Q)M°



Silna normalizacja

Twierdzenie: Rozszerzony rachunek lambda ma wfasnos¢
silnej normalizacji ze wzgledu na [3-redukcje.

| co z tego?

Juz wiemy, ze beta-redukcja to za mato: term w postaci
beta-normalnej moze np. wyglada¢ tak:

(case N7 of [x7]P*~7, [y7]Q)M°

Potrzebne s3 dodatkowe redukcje porzadkujace (permutacje).



Uproszczona sktadnia

Zamiast case M of [x|P or [y]Q piszemy M[x.P,y.Q].
Zamiast ¢,(M) piszemy M|o].

Wada: mniej intuicyjne.

Zaleta: wszystkie eliminacje pisane jednolicie na koncu:

MN, M{i}, M[x.P,y.Q], Mo].



Permutacje

Kfopotliwa sytuacja:
Brzydka eliminacja, a potem znowu eliminacja, czyli

MoYT[x7.PP y™.QP|E i M-+[o)E

Eliminator E nie ma dostepu do termu ,wtasciwego” typu.

Nie ma witasnosci podformut,
np. MUVT[XU‘PQH67yT.Qa%B]Na : 5



Permutacje

Kfopotliwa sytuacja:
Brzydka eliminacja, a potem znowu eliminacja, czyli

MoYT[x7.PP y™.QP|E i M-+[o)E

Eliminator E nie ma dostepu do termu ,wtasciwego” typu.
Nie ma witasnosci podformut,
np. MoV7[x?.Pa=B yT Q7PN : 3
Permutacje:
MoVT[x7. PP y".QFIE = MVT[x?.PPE, y™.Q"E]
(MH[o]E)" = M*[y]



Zta wiadomosé



Zta wiadomosé

Translacja uzywana dla beta-redukcji nie dziata dla permutacji.

(To nie jest wcale takie proste.)



Zta wiadomosé

Translacja uzywana dla beta-redukcji nie dziata dla permutacji.

(To nie jest wcale takie proste.)

Uzyjemy metody CPS (,,continuation passing style”)



Semantyka kontynuacyjna

Znaczenie wyrazenia = jego wptyw na ,caty program’.

0 — typ ,catego programu” (typ efektu).
k :int — 0 —  kontynuacja typu int”

Znaczenie wyrazenia N : int, to funkcja N : (int — 0) — O.
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Semantyka kontynuacyjna

Znaczenie wyrazenia = jego wptyw na ,caty program’.

0 — typ ,catego programu” (typ efektu).
k :int — 0 —  kontynuacja typu int”

Znaczenie wyrazenia N : int, to funkcja N : (int — 0) — O.

Na przyktad 5 = A\k"0 k(5).
Ogodlniej, dla : N : int,
N = Mk"0 N k, gdzie N > k to ,,N przekazane do k.



Kontynuacje dla funkcji (CBN)

typ sposéb typ
termu  uzycia kontynuacji semantyka
T T* 7 —0 T=(*—=0)—0
p p p—0 (p—0)—0
1 0 0—0 (0—-0)—0

T—=0 T1T—0 (r—a0)—0 ((r—a)—0)—0



Kontynuacje dla koniunkcji i alternatywy

Naturalny ,sposéb uzycia™



Kontynuacje dla koniunkgcji i alternatywy

Naturalny ,sposéb uzycia™

Funkcyjny ,sposéb uzycia™

(tAho)*=(r—ac—0)—0

(rvo)*=(r—0)—(c—0)—0



Translacja dla typéw: 7= (7*—0) — 0

p* = p
1* =0
(r—=0) = (=0
(trAho)®* = (t—-a—0)—0



Translacja dla terméw: czego chcemy?

Dla dowolnego termu M chcieliby$my zdefiniowaé M, tak aby:

» JesliTH=M:7,tol+M: 7, gdziel(x)=T(x).



Translacja dla terméw: czego chcemy?

Dla dowolnego termu M chcieliby$my zdefiniowaé M, tak aby:

» JesliTH=M:7,tol+M: 7, gdziel(x)=T(x).

» Jesli M — M’, to najlepief M —+ M’ ...



Translacja dla terméw: czego chcemy?

Dla dowolnego termu M chcielibysmy zdefiniowaé M, tak aby:
» JesliTHEM:7,tol=M: 7, gdziel(x) :M.
» Jesli M — M’, to najlepief M —+ M’ ...
» A jak sie nie da, to chociaz M = M'.

| to sie prawie da zrobi¢.



Translacja dla terméw: M = Xk 79 M > k

x> K = xH(K)
(X7 MM > K = K(AXZ. MY
(M° NMY > K = K(\z47270 zM N)
in(M)> K = KOAyL02270 y M)
(NPE)" > K = No» (EQK)

EQ@K : p* — 0 to eliminator E wiaczony do kontynuacji K.



Dotaczanie eliminatora do kontynuacji K : 7* — 0

Ma by¢ tak:

(MPE)Y" > K = M (EQK)

Przypadek aplikacji: p =0 — 7.

(M?7TN) > K = M > (NOK)

N°@K = A\m=7Z. mNK : (¢ - 7)* — 0

Tutaj K : 7° — 0 jest kontynuacja dla MN : 7.

NG@K : (¢ — 7) — O jest kontynuacja dla M : o — 7.



Dotaczanie eliminatora do kontynuacji K : 7* — 0

NOK = ImZ7T.mNK: (1t —0)*—0
{216K = Am@7T2020 m(AxTy? yK) : (1 Ao)® = 0
[XM.S7,yP. TTI0K = AmWWP" m(Ax2.S > K)(Ay2. T > K)

ek = (Akm®.m)K:0—0

(uvo)=(p—0)—(c—+0)—0



Wtasnosci translacji

» JesliT=M:7,tol - M: 71, gdziel(x)=T(x).



Wtasnosci translacji

» JesliT=M:7,tol - M: 71, gdziel(x)=T(x).

» (M K)[x%:= N] -5 M[x? := N] > K[xZ := NJ.



Wtasnosci translacji

» JesliT=M:7,tol - M: 71, gdziel(x)=T(x).

» (M K)[x%:= N] -5 M[x? := N] > K[xZ := NJ.

> Jesli M — 5 M', to M — 4 M’



WHtasnosci translagji

v

JesliT=M:7,tol - M:7, gdziel(x)=T(x).

v

(M > K)[xZ := N] -3 M[x? := N] > K[xZ := N].

v

Jesli M —5 M', to M — M.

v

Niech — . oznacza permutacje postaci
N[x.S,y.T|E —, N[x.SE,y.TE].

Jesli M —. M', to M = M'.



Jesli M — 5 M', to M —; M'. Na przyktad:

(P, Q{1} = Mk (P, Q){1} > k

k. (P, Q) > {1}@k

Ak (P, Q) > (Am. m(Axy.xk))
= Ak. (Am. m(Axy.xk))(Az. zPQ)
— 5 k. (Az. zPQ)(Axy .xk)

— 5 k. (Axy.xk)PQ

5 k. Pk = Mk. (Ak. P> K)k
—g Ak.P>k=P

I



Jesli M —. M', to M = M".

M[x.S,y. T|E = A\k. M[x.S,y.T|E > k
— k. M[x.S,y.T] > E@k
— k.M > [x.S,y. T|IQE@k
= k. M > (Am. m(\x. S > EQk)(\y. T > EQK))
= k. M > (Am. m(\x. SE & K)O\y. TE > k))
— \k. M [x.SE, y. TE]Qk
— \k. M[x.SE,y.TE] > k = M|x.SE, y.TE]
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Zta wiadomosé

Translacja nie zachowuje permutacji postaci
M[o|EP —, M]p].

Bo tak: xt[0]E? = \k. x*[o]EP 1> k,
= \k.xt > [0]@EP@k = Ak. x2((AIm.m)(Er@k)).
oraz x1[p] = Ak. x[p] > k = Ak. x2((AIm.m)k)



Zagadka

Translacja nie zachowuje permutacji postaci

M[o]EP —, M[p)].

Ale ten problem znika jesli zamieni¢ definicje
[0]@K = (A\km®. m)K : 0 — 0
na prostsza:

[0]@K = Am®. m

To czemu tak nie robimy?
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Zta wiadomosé

Translacja nie zachowuje permutacji postaci

M[o]E? — . M[p)].

Rozwiazanie: Odktadanie epsilona.

Jesli M — | N =g, P, to M =3, Q@ —, P, dla pewnego Q.

Morat: Jesli istnieje redukcja
My — My = M3 — ---

w ktorej kroki — 5, wystepuja nieskonczenie wiele razy,
to istnieje nieskoficzona [f7-redukcja.
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Silna normalizacja

Wystarczy udowodnié, ze nie istnieje nieskonczona
[Bm-redukcja ani nieskonczona | -redukcja.

Lemat: Nie istnieje nieskoriczona redukcja z samych
permutacji (czyli | w-redukcja).

Dowdd: Permutacje przesuwaja eliminatory w gtab termu,
z grubsza tak: NE{E, — NEIE2. Mozna zdefiniowaé , miare
termu”, ktérej warto$¢ zmniejsza sie po kazdej permutacji.
Np. jesli [INE| = |N|?|E|, to

INELEo| = (INPIEL|)? B2l > [NP|E?| = [NE|
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Silna normalizacja

Przypus¢my, ze w rozszerzonym rachunku lambda:
My =5 My =75 M3 =78 My —75 -
Wtedy w zwyktym rachunku lambda:
My~ My = My~ My~

gdzie kazde ~~, to albo —»; albo =.
Réwnosc zachodzi w przypadku permutaciji.

Jesli w gornej redukgji jest nieskonczenie wiele [5-krokéw,
to w dolnej tez. Niemozliwe, bo SNg.

Zatem w gornej redukcji sa prawie same permutacje.
Tez niemozliwe, bo lemat.



Morat:

Twierdzenie (Philippe de Groote)

Rozszerzony rachunek lambda z permutacjami ma wfasnos¢
silnej normalizacji.

Whiosek: Kazdy dowdéd mozna zredukowa¢ do normalnego.



Sens logiczny translacji CPS?

r=(r*—=0)—0

p* = p

1* =0
(1—=0) = (r—0)
(trAo)®* = (t—ac—0)—0

(rvo)* = (t—0)—(c—0)—0



Sens logiczny translacji CPS?

T=(*"—=0)—=0
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r=(r*—=0)—0
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Sens logiczny translacji CPS?

r=(r*—=0)—0

Twierdzenie: JesliT =M : 7, tol WM : 7.

W szczegdlnosci, jesli T jest twierdzeniem, to T tez.

A na odwrot? Nie!
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Przyktad: FpVi(p—4q), FpV(p—q)

Oznaczenie: ~a = a — 0.
Podobienstwo do -« = v — L jest zamierzone.

Liczymy:
pV(p—q)=r~~(~p—~(p=4q)—0)



Przyktad: FpVi(p—4q), FpV(p—q)

Oznaczenie: ~a = a — 0.
Podobienstwo do -« = v — L jest zamierzone.

Liczymy:
pV(p—q)=r~~(~p—~(p=q)—0)

Zatem p V (p — q) jest réwnowazne formule:






Zatozenie x : ~(~p — ~(~rp — ~~q) — 0), teza 0.



Zatozenie x : ~(~p — ~(~rp — ~~q) — 0), teza 0.

Cel: ~p = ~(~~p — ~~q) — 0,



Zatozenie x : ~(~p — ~(~~p — ~~q) — 0), teza 0.
Cel: ~p — ~(~r~p — ~~q) — 0, czyli:

zatozenia y : ~p, z : ~(~rop — ~roq), teza 0.



Zatozenie x : ~(~p — ~(~rp — ~~q) — 0), teza 0.
Cel: ~p — ~(~r~p — ~~q) — 0, czyli:
zatozenia y : ~p, z : ~(~rop — ~roq), teza 0.

Cel: ~~p — ~~q,



Zatozenie x : ~(~p — ~(~rp — ~~q) — 0), teza 0.
Cel: ~p — ~(~r~p — ~~q) — 0, czyli:

zatozenia y : ~p, z : ~(~r~p — ~~oq), teza 0.

Cel: ~~p — ~~q, czyli:

zatozenia u : ~~p, v : ~q, teza 0.



Zatozenie x : ~(~p — ~(~rp — ~~q) — 0), teza 0.
Cel: ~p — ~(~r~p — ~~q) — 0, czyli:

zatozenia y : ~p, z : ~(~r~p — ~~oq), teza 0.

Cel: ~~p — ~~q, czyli:

zatozenia u : ~~p, v : ~q, teza 0.

Wystarczy uy.



Zatozenie x : ~(~p — ~(~rp — ~~q) — 0), teza 0.
Cel: ~p — ~(~r~p — ~~q) — 0, czyli:

zatozenia y : ~p, z : ~(~r~p — ~~oq), teza 0.

Cel: ~~p — ~~q, czyli:

zatozenia u : ~~p, v : ~q, teza 0.

Wystarczy uy.

Caty term: Ax. x(Ayz.z(Auv. uy)).
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Jeszcze jeden przyktad

Translacja formuty ((p — q) — p) — p
jest intuicjonistyczne twierdzenie:

Chyba odkrylismy jakas nowa logike?

Klasyczna



Nienaturalna dedukcja



Nienaturalna dedukcja

Reguty wnioskowania jak zwykle, i do tego:

r-AF L

Cheat
r- A ( )



Translacja Kotmogorowa

k(p) = —=p
k(L) = L

k(tr — o) = —=(k(1) = k(o))

Analogicznie:

k(troo) = —=(k(1) o k(o))

Note: ——k(«) is equivalent to k().



Dygresja (Ewiczenie)

> 2(p=q—= L)< ~=(pAq)

> (tp— g — L) < (pVa).

Whiosek: mozna réwnie dobrze zdefiniowaé¢ k(7) = 7.



Translacja Kotmogorowa

Twierdzenie:

[ Fras 0 & k() Fine k().
Dowdd:
(=) Indukcja ze wzgledu na dowdd.

(<) Formuty o i k() sa klasycznie réwnowazne.



Translacja Kotmogorowa

Twierdzenie:

[ Fhias = k(T) Fine k().
Dowdd:
(=) Indukcja ze wzgledu na dowdd.

(<) Formuty o i k() sa klasycznie réwnowazne.

Morat: Logika klasyczna redukuje sie w pamieci
logarytmicznej do logiki intuicjonistyczne;
(jest ,tatwiejsza").

Uwaga: To dziata nie tylko dla rachunku zdan.



Translacja Kotmogorowa

Twierdzenie:
r }_klas « e k(r) |_min k(Oé),

gdzie +,,;, oznacza wnioskowanie w logice minimalnej,
tj. bez reguty ex falso. Zamiast | moze by¢ cokolwiek.



O wyzszosci Kotmogorowa nad Gliwienka

Twierdzenie Gliwienki: Formuta o jest klasyczng tautologia
wtedy i tylko wtedy, gdy ti: =



O wyzszosci Kotmogorowa nad Gliwienka

Twierdzenie Gliwienki: Formuta o jest klasyczng tautologia
wtedy i tylko wtedy, gdy ti: =

» Tu potrzebne jest ex falso.

» To nieprawda np. dla logiki 1 rzedu.



