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Przypominijmy, ze:

» Formuta jest twierdzeniem intuicjonistycznym wtedy
i tylko wtedy, gdy jest prawdziwa w kazdej algebrze
pseudoboole’owskiej (Heytinga);

» Rodzina zbioréw otwartych przestrzeni topologiczne;j
tworzy algebre Heytinga.
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Przyktad przestrzeni topologiczne;

Niech (A, <) - czeSciowy porzadek.
Zbiér B C A jest otwarty, gdy z a > b € B wynika a € B.
Na przyktad at = {b | a < b}.

To jest przestrzen topologiczna:
Zbiory &, A, suma i iloczyn otwartych s3 otwarte.

Whetrze: Int(A) = {a | aT C A}.

Pseudodopetnienie:

A= B =Int(—AUB) = {a| al C —AUB} ={a| Anat C B}
A=B={a|¥(a<xeA—xe€B)}
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Semantyka Kripkego

Definicja: Model Kripkego: struktura C = (C, <,IF), gdzie:
» C jest zbiorem stanow;
» < jest czesciowym porzadkiem;
» FC Cx{p,q,r,... };

» jeslicl-pic<c, tocIFp.
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Wymuszanie

Definicja: Rozszerzamy I na dowolne formuty:

>

v

v

v

v

clFpVy
cl-pAY
clFo =
cl 1,
clk—p

Monotonicznosé:

¢l lub ¢ I+,
clFeicl;
jesli c < ' Ik, to ' IF

jesli c < ¢, to ' ¥ .

JesliclFporazc < ¢, tocIF .
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Przyktad

c:p g
q, p

c¥pV-p clk-(p—q) —q, clk—==(pVq)



Spetnianie w sensie Kripkego

v

v

C Ik ¢,

CIFT,

1o,

gdy
gdy
gdy

gdy

c Ik ¢, dla wszystkich ¢ € C.
C I ¢, dla wszystkich ¢ € T.
C I T zawsze pociaga C I ¢

C I+ ¢, dla wszystkich C.



Poprawnos¢

Fakt: JesliT ¢, toT IF .

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dowod T = .

Np. jesliTIFaVv Borazlalk~yil,BIF~,
to tatwo widzie¢, ze I IF .

Pozostate przypadki tez tatwe (¢wiczenia?).

Inaczej: Model Kripkego to w istocie pewna topologia.
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Petnos¢ w sensie Kripkego

Twierdzenie: T F ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy T I+ ©

Mozliwy dowdd: Pokaza¢, ze I IF ¢ implikuje T = ¢
i skorzysta¢ z petnosci w sensie Heytinga.

W tym celu buduje sie model Kripkego z filtréw danej
algebry Heytinga.

Ale my to zrobimy inaczej. ..
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Rachunek zdan jako gra (politycznie niepoprawna)

Mamy dwoje graczy: Vfrodyte i Jrosa. Jros prébuje
skonstruowa¢ dowdd, Vfrodyta szuka btedu.

Przyktad: (p — —q) = (-p — —q) = —q
Inaczej: x:p——q, y:=-p——q, z:q +F L
Player (5): I will prove | using assumption y !

Opponent (V): Can you prove the 1st assumption —p of y?
That is, can you prove L using an assumption v : p 7

Player (d): Yes, | will use assumption x|
Opponent (V): Can you prove the 2nd assumption q of x 7
Player (3): Sure, take z!

Proof = strategy = inhabitant: Axyz. y(\v.xvz)z
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Inny przyktad: =—(p V —p)

:—|—|(p\/—\p)!
o x:(pv-p)—>L HL7?

3
v
3 apply x!
V:x:(pV-op)—>L FpV-op?
3

cx:(pv-p)—=L F-p!



Inny przyktad: ==(p VvV —p)

1 ==(pV-p)!
Vix:(pV-op)—>L FHL?

3 apply x!
V:x:(pV-op)—>L FpV-op?
d: x:(pvV-p)—=L F-p!

Vi x:(pVv-op)— L, y:p HL?
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- ~=(pV-p)!

o x:(pv-p)—>L HL7?

. apply x!

cx:(pv-p)—=>L Fpv-p?
cx:(pv-p)—=L F-p!
cx:(pv-p)—= L, y:p F L7

. apply x!

cx:(pvV-p)—= L, y:p Fpv-p?l

< W < W < W < w



Inny przyktad: ==(p VvV —p)

- ~=(pV-p)!

o x:(pv-p)—>L HL7?

. apply x!

cx:(pv-p)—=>L Fpv-p?
cx:(pv-p)—=L F-p!
cx:(pv-p)—= L, y:p F L7

. apply x!

cx:(pvV-p)—= L, y:p Fpv-p?l
o x:(pV-p)—= L, y:p Ep!

W << W <€ W << W << w
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Rachunek zdan jako gra

Pozycja w grze to osad I = 7. Jesli 7 = a VvV 3,
to av i § nazywamy celami w tej pozycji,
w przeciwnym przypadku cate 7 jest celem.

Mamy dwoje graczy: Vfrodyte i drosa. Jros prébuje
skonstruowaé dowdd, Vfrodyta szuka btedu.

Kazda runda gry to ruch Jrosa i odpowiedz Vfrodyty.
dros wybiera (a) zatozenie o € T, lub (b) cel o w T,

po czym Vfrodyta ustala nastepna pozycje.

dros wygrywa w pozycji koricowej: gdy L €T, lub 7 el
(mozna zada¢ aby 7 byto atomem).

Vfrodyta wygrywa, jesli rozgrywka jest nieskonczona.
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Reguty gry

al) If «a is an assumption 3 — ~ then Vphrodite chooses
between positions I,y 7 and I - 3.

a2) If a is an assumption 3V 7 then Vphrodite chooses
between positions I, 3+ 7 and ',y F 7.

a3) If «is an assumption A~y then Vphrodite has no choice
and the next position is I, 5,7 F 7.

bl) If o is a goal 5 — ~ then Vphrodite has no choice
and the next position is I, 5 F 7.

b2) If o is a goal 3 A 7 then Vphrodite chooses between
positions [ = 3 and [ F ~.

b3) If « is an atom or a disjunction goal then Vphrodite has
no choice and the next position is [ F «.



Strategia drosa to dowdd

W pozycji I - 7:

» wybodr zatozenia o € ' to wybdr dowodu
przez eliminacje typu zmiennej x : av.

» wybér celu o w 7, to wybdr dowodu
przez wprowadzenie (konstrukcje) a.
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Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa:

Pozycje koncowe:

» Lx:7kHx:T

» Mox: Lbe(x): T
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Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.

Jros wybiera zatozenie (x : ) € T:

al) If «is an assumption 3 — ~ then Vphrodite chooses
between positions [,y 7 and [ - 3.

Jesli dros wygrywa w obu pozycjach I,y = 7i T+ 3,
tosgtermy Iy -y M:7orazl = N: 3.

Wtedy [ = M[y := x"77N] : 7.
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Strategia drosa to dowdd

Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa:

Jros wybiera zatozenie (x : ) € T:

a2) If «vis an assumption 3V 7 then Vphrodite chooses
between positions [, 3 7 and [,y F 7.

Jesli dros wygrywa w obu pozycjach I, 571,y 7,
tosgtermy Iy : B M :7orazl,z: v+ N:71

Wtedy I - case x*V7 of [y] M or [z] N : 7.
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Strategia drosa to dowdd

Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.

Jros wybiera zatozenie (x : ) € T

a3) If a is an assumption 3 A 7 then Vphrodite has no choice
and the next position is I, 5,7 F 7.

Jeslily:B,z:vEM:7, to
M= My = x?{1}][z := x°"{2}] : 7.
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Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.
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Strategia drosa to dowdd

Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.

dros chooses a goal « in position I' =« V p:

bl) If «is a goal 3 — ~ then Vphrodite has no choice
and the next position is I, 5 F ~.

Przypus¢émy ze 'y : = M :~v. Wtedy ' = A\x: 5. M7 : «.
JeslitT=avVvp tol Finy(Ax: 3. M) : T,
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Strategia drosa to dowdd

Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.

dros chooses a goal « in position I' =« V p:

b2) If o is a goal 3 A 7 then Vphrodite chooses between
positions '+ S and [ F ~.

JesliTEM:pBorazlEN:v, tol (M, N): a.
Dla7=aVpmamy [ Fing((M,N)): 7.
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Strategia drosa to dowdd

Indukcja ze wzgledu na rozmiary strategii Jrosa.

dros chooses a goal v in position [ a Vv p:

b3) If v is an atom or a disjunction then Vphrodite has no
choice and the next position is [ - .

JesliT-M:aorazT=aVp tol Finy(M): 7.
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A jesli Jros nie ma strategii?

Co to znaczy, ze dros ma strategie w pozycji P?

» Pozycja P jest koncowa, lub istnieje taki ruch Jrosa,
ze kazda odpowiedz Vfrodyty prowadzi do pozycji,
w ktérej dros ma strategie.

Co to znaczy, ze dros nie ma strategii w pozycji P?

» Pozycja P nie jest koncowa, oraz dla kazdego ruchu
Jrosa, istnieje odpowiedz Vfrodyty, ktéra prowadzi do
pozycji, gdzie dros nie ma strategii.

To znaczy, ze Vfrodyta umie graé nieskonczenie dtugo.
Czyli to ona ma strategie. Ta gra jest zdeterminowana.



Strategia Vfrodyty, czyli refutacja

Strategia Vfrodyty, to drzewo S etykietowane pozycjami
niekoncowymi, spetniajace taki warunek:

» Dla kazdego ruchu Jrosa w dowolnym wierzchotku P,
istnieje odpowiedz Vfrodyty, prowadzaca do pewnego
nastepnika wierzchotka P w drzewie S.



Dygresja: wtasnos¢ skonczonej strategii

Strategia Vfrodyty jest nieskonczonym drzewem zbudowanym
ze skonczenie wielu réznych pozycji. Na kazdej gatezi pozycje
sie od pewnego miejsca powtarzaja. Po pierwszym takim
powtdrzeniu sedzia powinien przerwac gre.

Zatem strategia (refutacja) to w istocie skonczony obiekt.



Strategia Vfrodyty: notacja

Niech S bedzie strategia wygrywajaca Vfrodyty.
» Jesli P=(TE7),tolp=Timp=r.

» Jesli pozycja P’ jest w S nastepnikiem pozycji P,
to piszemy S : P — P’.
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Strategia Vfrodyty to kontrmodel Kripkego

Pierwsze koty za ptoty:

— Stany modelu to pozycje w strategii;
— porzadek to —» ;

— wymuszanie P |- p, gdy p € ['p;

— chcemy P I «, gdy o € [p.

Tak jest niedobrze: Niech P = (p — q, pF r).
Wtedy P ¥ p — q, bo P I p, ale P ¥ gq.

Dopiero w nastepnej pozycji P’ = (p — q,p,q F r)
mamy P' Ik p — g.



Pozycja nasycona

Pozycja P jest nasycona, gdy kazda runda ,statyczna” (bez
zmiany tezy) jest trywialna (nie wprowadza nowych zatozen).

Lemat: W strategii wygrywajacej V frodyty,

dla dowolnej pozycji P istnieje taka nasycona pozycja Q,
2'673—»5 QiTQ:Tp.

Dowdd: Strategia przewiduje wszystkie ruchy Jrosa.

Jest Sciezka, gdzie kazda runda jest statyczna.
Dodawanie nowych zatozen musi sie skonczyc.
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» Stany modelu to pozycje nasycone w strategii.
» Porzadek to —».
» Wymuszanie P Ik p, gdy p € Tp.



Model

» Stany modelu to pozycje nasycone w strategii.
» Porzadek to —».
» Wymuszanie P Ik p, gdy p € Tp.

Lemat: Let P = (I' = 7) be a saturated position
in a winning strategy S.

If oo is an assumption in P then P IF «,
and if o is a goal in P, then P W «.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na a.



Dowdd lematu

Lemat: Jesli P nasycona, to P I-Tp i PW 7p

Dowdd: Przypadek zatozenia oo = 5 — .
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Lemat: Jesli P nasycona, to P I-Tp i PW 7p

Dowdd: Przypadek zatozenia oo = 5 — .

Niech P < Qi O IF 3. Formuta « jest zatozeniem w O,
wiec dros moze wskaza¢ o w pozycji Q. Jesli Vfrodyta
odpowie o I~ /3, to istnieje taka nasycona pozycja R > O,
ze TR, = 7o = 5. Wtedy R ¥ [ z zatozenia indukcyjnego o /3
oraz R I 3, poniewaz O < R. Sprzecznos¢.



Dowdd lematu

Lemat: Jesli P nasycona, to P I-Tp i PW 7p

Dowdd: Przypadek zatozenia oo = 5 — .

Niech P < Qi O IF 3. Formuta « jest zatozeniem w O,
wiec dros moze wskaza¢ o w pozycji Q. Jesli Vfrodyta
odpowie o I~ /3, to istnieje taka nasycona pozycja R > O,
ze TR, = 7o = 5. Wtedy R ¥ [ z zatozenia indukcyjnego o /3
oraz R I 3, poniewaz O < R. Sprzecznos¢.

Zatem Yfrodyta musi przej$¢ do g, v = 7p.

To jest runda statyczna, a Q jest nasycona, wiec v € [o.
Zatem Q IF v z zatozenia indukcyjnego o .



Dowdd lematu

Lemat: Jesli P nasycona, to P I-Tp i PW¥ 7p

Dowdd: Przypadek celu postaci 5 A . Wtedy jedna z pozycji
'+ 3, T+ nalezy do strategii i rozszerza sie do nasycone;
pozycji R, gdzie 7r = [ (lub odpowiednio 7 = 7).

Z zatozenia indukcyjnego R W 5 lub R ¥ ~.

Poniewaz P < R, wiec tym bardziej P ¥ 3 lub P ¥ .
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'+ 3, T+ nalezy do strategii i rozszerza sie do nasycone;
pozycji R, gdzie 7r = [ (lub odpowiednio 7 = 7).

Z zatozenia indukcyjnego R W 5 lub R ¥ ~.

Poniewaz P < R, wiec tym bardziej P ¥ 3 lub P ¥ .

Przypadek celu atomowego p: pozycja nalezy do strategii
wygrywajacej Vfrodyty, wiec p & I'p.



Dowdd lematu

Lemat: Jesli P nasycona, to P I-Tp i PW¥ 7p

Dowdd: Przypadek celu postaci 5 A . Wtedy jedna z pozycji
'+ 3, T+ nalezy do strategii i rozszerza sie do nasycone;
pozycji R, gdzie 7r = [ (lub odpowiednio 7 = 7).

Z zatozenia indukcyjnego R W 5 lub R ¥ ~.

Poniewaz P < R, wiec tym bardziej P ¥ 3 lub P ¥ .

Przypadek celu atomowego p: pozycja nalezy do strategii
wygrywajacej Vfrodyty, wiec p & I'p.

Inne przypadki podobnie.



Gtéwny lemat

Lemat: Jesli Vfrodyta ma strategie w pozycji P = (I'p = 7p),
to rp I's p.

Dowdd: Istnieje pozycja nasycona Q > P.



Gtéwny lemat

Lemat: Jesli Vfrodyta ma strategie w pozycji P = (I'p = 7p),
to rp I's p.

Dowdd: Istnieje pozycja nasycona Q > P.

Uwaga:
| na odwrét: kontrmodel wyznacza pewna strategie Virodyty.



Petnos¢ Kripkego

Twierdzenie: Dla dowolnego osadu I' - 7:
— albo istnieje dowod '+ M : T,
— albo istnieje kontrmodel, tj. ' ¥ 7.

Whiosek: JeslilTIF7, tol 7.



WHtasnosé skonczonego modelu

Twierdzenie:
Jesli C |- ¢ dla wszystkich skonczonych modeli C, to I .

Dowdéd: Model otrzymany ze strategii Vfrodyty jest
nieskonczony, ale od pewnego miejsca stany sie powtarzaja.
Mozna obcina¢ nieskonczone gatezie po pierwszych
powtdérzeniach.



Twierdzenie Gliwienki

Twierdzenie:

Formuta zdaniowa « jest klasyczna tautologia wtedy i tylko
wtedy, gdy ——« jest twierdzeniem intuicjonistycznym.



Twierdzenie Gliwienki

Twierdzenie:

Formuta zdaniowa « jest klasyczna tautologia wtedy i tylko
wtedy, gdy ——« jest twierdzeniem intuicjonistycznym.

Dowdd: (<) Oczywiste.



Twierdzenie Gliwienki

Twierdzenie:

Formuta zdaniowa « jest klasyczna tautologia wtedy i tylko
wtedy, gdy ——« jest twierdzeniem intuicjonistycznym.

Dowdd: (<) Oczywiste.

(=) Wtedy o jest wymuszona w kazdym stanie koncowym.
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Twierdzenie: Jesli Fa V3, tob o lubk .



Prawo alternatywy (disjunction property)
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Witedy sa kontrprzyktady Kripkego: Ci, 1 ¥ i Co, 0o W 5.



Prawo alternatywy (disjunction property)

Twierdzenie: Jesli Fa V3, tob o lubk .

Dowdd: Przypusémy, ze ¥ a i ¥ 5.

Witedy sa kontrprzyktady Kripkego: Ci, 1 ¥ i Co, 0o W 5.
Nowy model: C = C; UCy U{c}, gdzie ¢ nowy i najmniejszy.

Relacja IF jest suma relacji z C; i C. W stanie ¢ nie s3
wymuszane zadne zmienne zdaniowe.



Prawo alternatywy (disjunction property)

Twierdzenie: Jesli Fa V3, tob o lubk .

Dowdd: Przypusémy, ze ¥ a i ¥ 5.

Witedy sa kontrprzyktady Kripkego: Ci, 1 ¥ i Co, 0o W 5.
Nowy model: C = C; UCy U{c}, gdzie ¢ nowy i najmniejszy.
Relacja IF jest suma relacji z C; i C. W stanie ¢ nie s3

wymuszane zadne zmienne zdaniowe.

Jesli =« vV 3, to takze ¢y IF v vV 3, skad ¢ IF o lub ¢y IF 3.
Ale wtedy takze ¢; IF v lub o I+ 5.



Wtasnos¢ podformut dla gier

Lemat: Wszystkie formuty uzywane w grze rozpoczetej
w pozycji poczatkowej & + T sa podformutami formuty .

W szczegdlnosci spéjniki logiczne wystepujace w takiej grze
to sg tylko te spdjniki, ktére sa w T.

Dowdd: Indukgja.



Konserwatywnosc¢

Whiosek: Jesli dros ma strategie w pozycji & + T,
gdzie T jest formuta implikacyjna (typem prostym),
to 7 ma inhabitanta w zwyktym rachunku lambda.
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Whiosek: Jesli dros ma strategie w pozycji & + T,
gdzie T jest formuta implikacyjna (typem prostym),
to 7 ma inhabitanta w zwyktym rachunku lambda.

Dowdd: Wszystkie formuty s implikacyjne, wiec kazda runda
ma posta¢ (al) lub (b1). Term, ktéry opisuje strategie Jrosa
zawiera wiec tylko abstrakcje i aplikacje.



Konserwatywnosc¢

Whiosek: Jesli dros ma strategie w pozycji & + T,
gdzie T jest formuta implikacyjna (typem prostym),
to 7 ma inhabitanta w zwyktym rachunku lambda.

Dowdd: Wszystkie formuty s implikacyjne, wiec kazda runda
ma posta¢ (al) lub (b1). Term, ktéry opisuje strategie Jrosa
zawiera wiec tylko abstrakcje i aplikacje.

Whiosek: Typ prosty jest niepusty wtedy i tylko wtedy,
gdy jest tautologia intuicjonistyczna.



Jakie termy s3 strategiami drosa?



Jakie termy s3 strategiami drosa?

W przypadku implikacyjnym mozliwe strategie s3 takie:

> zmienne;
» M[y := xN|, gdzie M, N — strategie;
» \x : 3. M, gdzie M — strategia.

To sa doktadnie postaci normalne beta:

» Abstrakcje: Ax : 3. M,
» Eliminatory: xNy ... N,.

Typ eliminatora jest “koncéwka” typu zmiennej czotowej.



Petnos¢ i, ,normalizacja” w jednym

Twierdzenie: Dla dowolnego osadu I' - 7:
— albo istnieje normalny inhabitant T = M : T,

— albo istnieje kontrmodel, tj. I ¥ .

Whiosek: Jesli osad ma dowéd, to ma dowdéd normalny.

Inaczej:
Jesli jakikolwiek term M ma typ T w otoczeniu T,
to istnieje term tego typu w postaci normalnej.



Postaci normalne (fragment implikacyjny)

Konstruktory: Ax:a. N

Dobre eliminatory:  xN; ... N,

Poszukiwanie dowodu normalnego:

To prove 7, use an assumption with suffix 7.
Otherwise proof is a constructor.



Algorytm Ben-Yellesa
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To answer I = 7 : o, apply one of the following tactics:
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» Fora =0 —~,ask TU{x:0} = 7:v (fresh x).

(Solution M = Ax:3. N7.)



Algorytm Ben-Yellesa

To answer I = 7 : o, apply one of the following tactics:
» Fora =0 —~,ask TU{x:0} = 7:v (fresh x).

(Solution M = Ax:3. N7.)

» Findx: 6y — -+ —= 06— ainT,
then ask '+ 7: f3;, for all i. Success if k = 0.

(Solution M = xNJ* ... NJ¥))

W drugim przypadku mozna zada¢ aby « byta zmienna.



