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O czym bedzie ten wykfad:

O réznych systemach logicznych,
w ktérych typy odgrywaja istotna role.

Punkt widzenia: Izomorfizm Curry’ego-Howarda
» Formuta = typ = specyfikacja;

» Dowdd = program = implementacja;

» Normalizacja dowodu = obliczenie.



O czym bedzie ten wykfad:

O réznych systemach logicznych,
w ktérych typy odgrywaja istotna role.

Punkt widzenia: Izomorfizm Curry’ego-Howarda

» Formuta = typ = specyfikacja;
» Dowdd = program = implementacja;
» Normalizacja dowodu = obliczenie.

» Konstrukcja dowodu = obliczenie.

Klasyczny slogan: Proofs into programs!

Nowy slogan: Programs into proofs!



O czym bedzie ten wykfad:

» Powtérzenie z rachunku lambda (turbo).
» Logika intuicjonistyczna.

» Logika jako gra dialogowa.

» Podstawy logiki liniowej.

» Logika klasyczna, kontynuacje i wyjatki.
» Polimorfizm.

» Typy zalezne.

» Rachunek konstrukcji i jego uogélnienia.
» Co to jest Coq?

» Typy indukcyjne i rekurencyjne.

» Homotopijna teoria typdw.



Powtérzenie z rachunku lambda



Zbiory i funkcje

Sposéb uzycia:

aceA (nalezenie) F(a) (aplikacja)
Tworzenie:

{x | W(x)} (wycinanie) Ax W(x) (abstrakcja)
Ewaluacja:

ac{x| W)} < W) (Ax W(x))(a) = W(a)



Ekstensjonalnos¢ (7)

Dla zbioréw (niewatpliwa):
A=B wtedy i tylko wtedy, gdy Vx(x € A= x € B)
A={x|x €A}
Dla funkcji (watpliwa):
F=G wtedy i tylko wtedy, gdy  Vx (F(x) = G(x))

F=XFx (1)

1Gdy F nie zawiera x.



Beztypowy rachunek lambda

Lambda-wyrazenia:
— Zmienne x, y, z, ...
— Aplikacje (MN);
— Abstrakcje (Ax M).
Konwencje:
— Opuszczamy zewnetrzne nawiasy;

— Aplikacja wiaze w lewo: MNP oznacza (MN)P

— Skrét z kropka: Ax; ... x,.M oznacza Axi(...(Ax,M)---



Przyktady

< e Nv0n X -

= Ax.Xx

= AXy.x

= Axyz.xz(yz)

= Ax. f(fx)

= AX.Xx

= ww

= M ((Ax.f(xx))(Ax.f(xx))



Zmienne wolne (globalne)

FV(x) = {x};
FV(MN) = FV(M) U FV(N);
FV(Ax M) = FV(M) — {x}.



Zmienne wolne (globalne)

FV(x) = {x};
FV(MN) = FV(M) U FV(N);
FV(Ax M) = FV(M) — {x}.



Alfa-konwersja

Wyrazenia Ax. xy i A\z. zy oznaczaja te sama operacje
(,,zaaplikuj dany argument do y").

Nalezy je uwazac za identyczne.



Alfa-konwersja

Wyrazenia Ax. xy i A\z. zy oznaczaja te sama operacje
(,,zaaplikuj dany argument do y").

Nalezy je uwazac za identyczne.

Alfa-konwersja: Wyrazenia rézniace sie tylko wyborem
zmiennych zwigzanych utozamiamy.

Lambda-termy to klasy abstrakcji tego utozsamienia.



Alfa-konwersja

Wyrazenia Ax. xy i A\z. zy oznaczaja te sama operacje
(,,zaaplikuj dany argument do y").

Nalezy je uwazac za identyczne.

Alfa-konwersja: Wyrazenia rézniace sie tylko wyborem
zmiennych zwigzanych utozamiamy.

Lambda-termy to klasy abstrakcji tego utozsamienia.



Beta-redukcja

Najmniejsza relacja — g, spetniajaca warunki:
» (AXP)Q —5 Plx = QJ;

> jesli M —5 M, to:
MN —3 M'N, NM — 5 NM' oraz AxM — 3 AxM'.



Beta-redukcja

Najmniejsza relacja — g, spetniajaca warunki:
» (AXP)Q —5 Plx = QJ;

> jesli M —5 M, to:
MN —3 M'N, NM — 5 NM' oraz AxM — 3 AxM'.

Term postaci (AxP)Q to [3-redeks.

Relacja — 3 to zredukowanie jednego dowolnego redeksu.



Relacje pochodne:

Dowolna liczba krokéw:  —5 lub —7;
Niezerowa liczba krokéw: —;
Co najwyzej jeden krok: —5;

Réwnowaznos¢ (beta-konwersja):  =g.



Postaci normalne

Posta¢ normalna to term bez redekséw.

Nie da sie go redukowac.

Termy w postaci S-normalnej s3 takie:

» Abstrakcje: \x. M,  (gdzie M normalny);
» Eliminatory: xN; ... Ny, (gdzie Ny,..., Ny normalne).

Inaczej: termy postaci A\xq ...x,.yN; ... Nj.



Normalizacja

Term M ma postac normalna (jest normalizowalny), gdy
redukuje sie do pewnej postaci normalne;j.

Nazywamy ja postaciag normalna termu M.

Term M jest silnie normalizowalny (M € SN), gdy nie istnieje
nieskonczony ciagg

M:MQ—>5M1—>5M2—>5---

Inaczej: kazdy ciag redukcji prowadzi do postaci normalnej.



Przyktady

v

Term S = Axyz.xz(yz) jest w postaci normalne;j.

v

Term SKK jest silnie normalizowalny
i ma posta¢ normalna I.

v

Term Q = (Ax. xx)(Ax. xx) nie ma postaci normalnej.

v

Term (Ax. y)S2 ma posta¢ normalna y,
ale nie jest silnie normalizowalny.



Twierdzenie Churcha-Rossera (CR)

Jesli M — P i M — Q, to istnieje takie R,
zeP—-RiQ@— R.

AN
P\ /Q

N
R

Whiosek: Jesli M =5 N, to M —5 Qz« N, dla pewnego Q.

Whiosek: Kazdy term ma co najwyzej jedna posta¢ normalna.

o



Sita wyrazu



Curry's fixed point combinator Y

Y = M ((Ax.f(xx))(Ax.f(xx))

Fact: YF =5 F(YF), for every F.

Proof: YF — 5 (Ax.F(xx))(Ax.F(xx)) =3
F((Ax.F(xx))(Ax.F(xx))) g« F(YF)



YF = F(YF)

Example: Find an M such that Mxy =3 MxxyM.



YF = F(YF)

Example: Find an M such that Mxy =3 MxxyM.

Solution: No problem, M =Y (Am Axy. mxxym).



Church's numerals

Ch = n = Mx.f"(x),

0 = MMx.x;

1 = M\Mx.fx;

2 = Mx.f(fx);

3 = Mx.f(f(fx)), etc.



Nierozstrzygalnos¢

Twierdzenie: Funkcja (czesciowa) jest definiowalna
w rachunku lambda wtedy i tylko wtedy, gdy jest
(czesciowo) rekurencyjna.



Nierozstrzygalnos¢

Twierdzenie: Funkcja (czesciowa) jest definiowalna
w rachunku lambda wtedy i tylko wtedy, gdy jest
(czesciowo) rekurencyjna.

Whioski: The following are undecidable problems:

v

Given M and N, does M —3 N hold?
Given M and N, does M =5 N hold?
Given M, does M normalize?

v

v

v

Given M, does M strongly normalize?



Logika kombinatoryczna
(Rachunek kombinatoréw)



Logika kombinatoryczna
(Rachunek kombinatoréw)

Terms:

» Variables;
» Constants K and S;

» Applications (FG).



The "weak’ reduction

» KFG —,, F;
» SFGH —,, FH(GH),

» If F—, G, then FH —, GH and HF —,, HG.

Notation —,, =,, etc. used as usual.



Examples of combinators

» | =SKK
IF —. KF(KF) =, F

> Q =SII(SI)
Q =, I(SI)(I(SIN) =, Q

» W = SS(KI)
WFG —,, SF(KIF)G —,, SFIG —,, FG(IG) —,, FGG



Examples of combinators

> 0=KI 0FG —,, G
» 1 =SB(KI) 1FG —, FG

> 2 = SB(SB(KI)) 2FG —»,, F(FG)



From lambda to CL: combinatory abstraction

» \'x.F = KF, when x & FV(F);
» \Vx.x =1

» V'x.FG = S(\*x.F)(A\*x.G), otherwise.

Fakt: (\*x.F)G —,, F[x := G].



Fixed point combinators

Y = WS(BWB)

© = WI(B(SI)(WI))



NCL - "Naive Combinatory Logic"

Terms: If F, G are terms then PFG is a term.
Write F = G for PFG.

Formulas:
— Every term F is a formula;
— Equations F = G are formulas.



NCL - Axioms and rules

Axioms:

F=F KFG=F  SFGH = FH(GH)

F=F (F=(F=G)=(F=G)
Rules:
M=N M=N
MQ = NQ QM = QN
M=N M=NN=Q
N=M M=Q
M, M=N M, M= N
N



Curry’s Paradox

Take any term F and define N = Y(\*x. x = F).
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Curry’s Paradox

Take any term F and define N = Y(\*x. x = F).
Then N =N = F in NCL.

Using axiom N = N it follows that N = (N = F).
Thus N = F, using (N = (N = F)) = (N = F).
This proves N, because N = N = F.

Eventually, F follows by modus ponens.

Moral: System NCL is logically inconsistent.



Przerwa na reklame



Konsultacje: wtorki 11:30-13

https://us02web.zoom.us/j/84593508534?pwd=SUFPYmdELOkxeFVMLOdaVIJUTO0xNdz09

Moodle:
https://moodle.mimuw.edu.pl/course/view.php?id=564

MIM Rocket:
https://chat.mimuw.edu.pl/group/Jx2cswK4GwdJPet8o


https://us02web.zoom.us/j/84593508534?pwd=SUFPYmdEL0kxeFVML0daVlJUT0xNdz09
https://us02web.zoom.us/j/84593508534?pwd=SUFPYmdEL0kxeFVML0daVlJUT0xNdz09
https://moodle.mimuw.edu.pl/course/view.php?id=564
https://chat.mimuw.edu.pl/group/Jx2cswK4GwdJPet8o

Logika intuicjonistyczna



Motywujacy przyktad

CURIOSA

339. A Simple Proof That a Power of an Irrational Number to an Irrational Exponent
May Be Rational. \/5‘/2 is either rational or irrational. Ifit is rational, our statement

5
w proved. If it is irrational, (\/Tn)‘[’ = 2 proves our stutement.
Dov JARDEN

I SALEM

340. A Minor Curiosity.

11 X 372 = 4092 and 11 X 273 =
12 X 341 = 4092 and 21 X 143 = 3003
31 X 132 = 4092 and 13 X 231 =

RovaL V. HEAaTH

(Scripta Mathematica, 19:229, 1953)



Alternatywne rozwigzania:

» Udowodni¢, ze (\/5)‘5 jest liczba niewymierna;



Alternatywne rozwigzania:

» Udowodni¢, ze (\/5)‘5 jest liczba niewymierna;

» Sprawdzi¢, ze (1/2)?'9823 = 3.



Jeszcze jeden przyktad

Zadanie: Udowodni¢, ze co najmniej jedna z liczb e + 7 i ew
nie jest algebraiczna.



Jeszcze jeden przyktad

Zadanie: Udowodni¢, ze co najmniej jedna z liczb e + 7 i ew
nie jest algebraiczna.

Rozwigzanie: W przeciwnym razie wpotczynniki wielomianu
x? — x(e+ )+ emr = (x — e)(x — ) sa algebraiczne, wiec
algebraiczne s3 tez pierwiastki.



Wielki wynalazek

Koncepcja wartosci logicznej:

» Kazde poprawnie zbudowane zdanie orzekajace jest
prawdziwe albo fatszywe.

» Wartos¢ logiczna zdania ztozonego zalezy tylko od
wartosci logicznych jego sktadowych.

» W szczegdlnosci implikacja jest materialna:
znaczenie zdania ,jesli A to B" ma sie nijak do
— zwigzku przyczynowo-skutkowego,
— nastepstwa w czasie,
— zakresu znaczeniowego, itp.



Mate odkrycia

» Koncepcja wartosci logicznej to wynalazek.
Jest to pewien model naszego wnioskowania.
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Mate odkrycia

» Koncepcja wartosci logicznej to wynalazek.
Jest to pewien model naszego wnioskowania.

» Kazdy model opisuje tylko cze$¢ rzeczywistosci.
Dygresja:
» Joe pojechat na targ i kupit osta;
» Kupit osta, chyba ze przepit pieniadze;
» Teraz jesli ma ostfa, to go bije.



Mate odkrycia

» Koncepcja wartosci logicznej to wynalazek.
Jest to pewien model naszego wnioskowania.

» Kazdy model opisuje tylko cze$¢ rzeczywistosci.

» Moga by¢ inne modele i inne wynalazki.



Brouwer: paradygmat konstrukgji
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Czy w rozwinieciu dziesietnym liczby m wystepuje
gdzies siedem siédemek pod rzad?
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Brouwer: paradygmat konstrukgji

» Dwuwarto$ciowa logika to nadmierne uproszczenie:
Czy w rozwinieciu dziesietnym liczby m wystepuje
gdzies siedem siédemek pod rzad?

» Istnienie obiektéw matematycznych nie jest absolutne,
ich zrodtem jest podmiot kreatywny .

» Dowdd istnienia obiektu wymaga wiec jego konstrukcji.

» To samo dotyczy prawdy matematyczne;:
“There are no non-experienced truths” (Brouwer)

» Whioskowanie jest pierwotne, semantyka jest wtérna.
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zdania ztozonego zalezy od konstrukgji sktadowych.



Brouwer-Heyting-Kotmogorow

» Sens spdjnika logicznego: sposéb w jaki konstrukcja
zdania ztozonego zalezy od konstrukgji sktadowych.

» Konstrukcja dla ¢ N 1) polega na podaniu
konstrukcji dla o i konstrukcji dla 1);



Brouwer-Heyting-Kotmogorow

» Sens spdjnika logicznego: sposéb w jaki konstrukcja
zdania ztozonego zalezy od konstrukgji sktadowych.

» Konstrukcja dla p N 1) polega na podaniu
konstrukcji dla o i konstrukcji dla ;

» Konstrukcja dla p \/ 1) polega na wskazaniu jednego ze
skfadnikéw o, 1 i podaniu konstrukcji dla tego sktadnika.



Brouwer-Heyting-Kotmogorow

» Konstrukcja dla implikacji ¢ — 1 to metoda (funkcja)
przeksztatcajaca kazda konstrukcje przestanki o
w konstrukcje dla konkluzji 1).
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Brouwer-Heyting-Kotmogorow

» Konstrukcja dla implikacji ¢ — 1 to metoda (funkcja)
przeksztatcajaca kazda konstrukcje przestanki o
w konstrukcje dla konkluzji 1).

» Nie ma konstrukcji dla fatszu .
(. the thing which is not”).

Negacja: —p = — L.

» Konstrukcja dla —p to metoda obracajgca kazda
ewentualna konstrukcje © w absurd



Sktadnia rachunku zdan

» Zmienne zdaniowe (p,q,r,...) sa formutami.
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Sktadnia rachunku zdan

» Zmienne zdaniowe (p,q,r,...) sa formutami.
» Stata | jest formuta.

» Jesli o i [ s formutami to

(@=p5), (aVp), (aAp)

tez sa formutami.



Skréty i konwencje

» Napis —« jest skrétem napisu o — L.
» Napis T jest skrétem napisu | — L.

» Napis « <> [ jest skrétem napisu (o — 3) A (5 — «).
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v

Napis T jest skrétem napisu | — L.

v

Napis « <> [3 jest skrétem napisu (o — 5) A (8 — «).

v

Zewnetrzne nawiasy opuszczamy.
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Implikacja wigze w prawo:
a — [ — v oznacza a — (f — 7).



Skréty i konwencje

» Napis —« jest skrétem napisu o — L.

v

Napis T jest skrétem napisu | — L.

v

Napis « <> [3 jest skrétem napisu (o — 5) A (8 — «).

v

Zewnetrzne nawiasy opuszczamy.

v

Implikacja wigze w prawo:
a — [ — v oznacza a — (f — 7).

v

Priorytety:
1. Negacja,
2. Koniunkcja i alternatywa,
3. Implikacja i réwnowaznosc.



Przyktady fatwe

> p—p;

»p—=(p—aq)—a

» p——p, eyl p—(p— L) — L
» (p—q)—=(g—r)—=>p—r;

> (p—=4q) = (g = —p);

» (pAg—r)e(p—qg—r),

> (pvg—=r)=(p—=r)A(g—r)

» 2(pVqg) — —pA—g.



Troche mniej oczywiste

»(p=qg—=r)=(p—=q) > p—r
> p—q—p

» L = p;

v

(pVaqg)— —p—aq, w szczegblnosci:

v

(pV =p) = —=p = p;



Catkiem watpliwe

> —mp = p;

> pVop;

> (g ——p) = (P q);

> 2(pAgq) = (=pVg);

> (p—=q) = (-p—q)—aq;

> pV(p—q)

» ((p—q) = p) = p (prawo Peirce'a).



Zasada wytaczonego $rodka nie ma konstrukgji

... because reason taught us to affirm or deny
only where we are certain;

and beyond our knowledge we cannot do either.

(Jonathan Swift, Gulliver’s Travels)



Przyktady nieoczywiste, ale poprawne:

> (p— —~q) = (—=p — —q) = —q;
» Wiele innych podobnych.

Przykfad: Konstrukcja dla ==(p VvV —p):

Nalezy otrzymac¢ absurd L z zatozenia =(p VV —p).
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Przyktady nieoczywiste, ale poprawne:

> —|—|(p\/ —|p);
> (p— —~q) = (—=p — —q) = —q;

» Wiele innych podobnych.

Przykfad: Konstrukcja dla ==(p VvV —p):

Nalezy otrzymac¢ absurd L z zatozenia =(p VV —p).
W tym celu skonstruujemy p VV —p, wskazujac na —p.
Zaktadamy wiec p i znowu:

Nalezy otrzyma¢ absurd | z zatozenia —(p \VV —p).
W tym celu skonstruujemy p V —p, wskazujac na ...



Przyktady nieoczywiste, ale poprawne:

> —|—|(p\/ —|p);
> (p— —~q) = (—=p — —q) = —q;

» Wiele innych podobnych.

Przykfad: Konstrukcja dla ==(p VvV —p):

Nalezy otrzymac¢ absurd L z zatozenia =(p VV —p).

W tym celu skonstruujemy p VV —p, wskazujac na —p.
Zaktadamy wiec p i znowu:

Nalezy otrzyma¢ absurd | z zatozenia —(p \VV —p).

W tym celu skonstruujemy p V —p, wskazujac na ... p!



Implementacja BHK: naturalna dedukcja

» Reguty wprowadzania® spéjnikéw logicznych: jak mozna
udowodni¢ formute danej postaci?

» Reguty eliminacji spéjnikéw: jak mozna wykorzystaé
formute tej postaci do udowodnienia innej?

2Zintroduction



Tradycyjna notacja dla naturalnej dedukcji:
implikacja

T —0 T o
o T —>0




Tradycyjna notacja dla naturalnej dedukcji:
implikacja

T —0 T o




Tradycyjna notacja dla naturalnej dedukcji:
implikacja

T —0 T o




Normalizacja dowodu: implikacja

(5 [V
: S
I )

(%)



Normalizacja dowodu: implikacja

(5 [V
: S
I )

(%)



Dowod w stylu Jaskowskiego

Zatézmy (p — q) — p

Zatézmy —p.

Zatézmy p.
Poniewaz p oraz —p, wiec L.
Poniewaz L, wiec g.

Zatem p — q
Poniewaz p — q oraz (p — q) — p, wiec p.
Poniewaz p i —p, wiec L.

Zatem ——p.

Zatem ((p — q) — p) — ——p.



Notacja w stylu Gentzena

Dowodzimy osadow? postaci [ = A, gdzie [ jest zbiorem
formut, a A jest formuta. Sens: A wynika z zatozen I'.

Przyktad:
-p, PAG F pAg
(EA)
-p, pPAG E p -p, PAG Eop
(E-)

—p,pAg L

pE =(pAq) W)

(W =)

F =p—=—(pAq)

3judgments



Reguty wnioskowania dla rachunku zdan...

.. s3 w pliku duch.mimuw.edu.pl/~urzy/Litt/reguly nd.pdf

i oczywisscie na Moodlu.


http://duch.mimuw.edu.pl/~urzy/Litt/reguly_nd.pdf

Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (1)

Ax
F,AI—A( )



Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (1)

Ax
RAFA( )

r=A (> r'-AAB r'-AAB

(WA) ——— (EA)
r'-AAB r=A =B



Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (1)

Ax
r,AI—A( )
M= A =B r'-AAB r'-AAB
(WA) ——— (EA) ——— (EA)
r'FAAB r=A r'-B
= A l'-A— B NAFB

(E=)  ——
-8 r-A—B



Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (2)

A =B

— (WV) — (WV)
rN-AvB rN-AvEB

r'-AveB NAEC BEC
N=¢C

(EV)



Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (2)

M- A e
- (WV) - (WV)
rFAVB r-AVB
FAVB T,AFC T,BFC

(EV)
M- C
FAF L rF-A TFA

W=)
[ —A ML



Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (2)

M- A e
- (WV) - (WV)
rFAVB r-AVB
FAVB T,AFC T,BFC
(EV)
M- C
FAF L rF-A TFA
(W- (E-)
[ -A M- L
M.
— (EL)



Classical (unnatural) deduction

M-AF 1L

Cheat
r- A ( )



Inna reguta eliminacji koniunkgji

rFAAB  T,ABFC
r-c




Przyktad
Niech ={p—>qg—r,p—q,p}.

'-p—qg—r TFp l'p—q IkFp
(—E) (— E)
=qg—r g

(—E)

MN=r

(=1
(=1

— 1)

p—>qg—rp—>qkEp—r

p—q—=>rt(p—=>q)—p—r

Fp=qg—=r)=(p=q) 2p—r



Przyktad

(p—p)—q, pFp
(W=)
(p—p)—q - p—p (p—p)—q F (p—p)—q
(p—p)—at q
= ((p—p)—4q) = q

(E=)

W—)



Notacja dla dowodéw

N oF o
L ok T
[+ o—T
[+ o—T -

[+ T



Notacja dla dowodéw

x:oFx:0o

L ok T
[+ o—T
[+ o—T -

[+ T



Notacja dla dowodéw

x:oFx:0o

L ok T
[+ o—T
r'-M:0—r1 '=N:o

[+ T



Notacja dla dowodéw

x:oFx:0o

L ok T
[+ o—T
r'-M:0—r1 '=N:o

r'=EMGON: 7



Notacja dla dowodéw

x:oFx:0o

Mx:obM:T
([ o—T
TEM:o—T1 =N:o

r'=EMGON: 7



Notacja dla dowodéw

x:oFx:0o

Mx:obM:T
[E-Mix:0:0—T

r'-M:0—r1 '=N:o
F-MQON: T




Notacja dla dowodéw

x:oFx:0o

Mx:obM:T
FixioM:0—T

r'-M:0—r1 '=N:o
F-MQON: T




Notacja dla dowodéw

Nx:obFx:0o

Mx:oFM:T
XMoo M:0—rT1

-M:0—=71 =N:o
Fr=MN: T




Normalizacja dowodu to beta-redukcja

(+) [f](i) (+)

(A" M?)N™ = M[x:=N]:o.



Wtasnie wymyslilismy rachunek lambda z typami prostymi.



