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Roéwnos¢ w teorii typow

» Konwersja x =g; y (judgmental/definitional equality);

» Definiowalna formuta, np. réwnosé Leibniza,
ekstensjonalna réwnos¢ strumieni, itp.

» Propositional equality: predykat indukcyjny x =4 y
z jednym konstruktorem refl4(x) : x =4 x.

Scislej: to jest rodzina predykatéw indukcyjnych
eq(A)(x) : A— x, dla dowolnego x : A

Propositional equality in Coq

parametry typ indeksu
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Inductive eq (A : Type) (x : A) : A -> Prop :=
eq_refl : x = x

eq_ind
: forall (A : Type) (x : A) (P : A -> Prop),
Px ->forally : A, x=y ->Py

eq_rec
: forall (A : Type) (x : A) (P : A -> Set),
Px ->forally : A, x=y ->Py

Indukcja dla réwnosci (path induction)

Fakt: Jesli F: A— B, orazx =, y, to Fx =g Fy.

Dowdéd: Bierzemy C(x) : (y : A) = (x =a y) — Prop
okreslone tak: C(x,y,p) = (Fx =g Fy),

oraz

c(x) = reflg(Fx) : C(x, x, refl (x)).

To wyznacza f(x) : (y : A) = (p: x=ay) = C(x,y,p),
i wtedy 7(x,y,p): Fx =g Fy.

Przy tym f(x, x, reflo(x)) = c(x) = reflg(Fx).

Homotopijna teoria typéw

(Apetajzer)

Indukcja

Dla liczb naturalnych:

Niech C :int — U oraz
c:C(0), ¢ :(x:int)— C(x)— C(sx).

To wyznacza taka funkcje 7 : (y :int) — C(y),
ze f(0) = ¢, oraz f(sx) = c; x(f x), dla x : int.

Dla réwnosci:

Niech C(x): (y : A) = (x =a y) — U, oraz
c(x) : C(x, x, refl a(x)).

To wyznacza taka funkcje
f(x): (y: A) = (p:x=ay) = C(x,y.p),
ze f(x, x, refla(x)) = c(x), dla x : A.

Indukcja dla réwnosci (path induction)

Niech C(x): (y: A) = (x =a y) — U, oraz
c(x) : C(x, x, refl a(x)).
To wyznacza taka funkcje

f(x):(y:A) = (p:x=ay)— C(x,y,p),
ze f(x, x, refl4(x)) = c(x), dla x : A.

Sens moralny: Kazdy element typu x =4 y ma te same
wilasnosci, co refla(x) : x =4 x.

Uwaga:

This does not prove that any p : x =4 y equals refl 5(x).
(Nawet typy x =4 ¥ i x =4 x s3 rézne, gdy x #s5 y.)

Interpretacja topologiczna
Typy to przestrzenie topologiczne.

(Ozn. I=[0,1].)

Obiekt p: a =4 b to droga od a do b w przestrzeni A, czyli
taka funkcja ciagta p : T — A, ze p(0) = a, p(1) = b.

!



Réwnosé jest kongruencja

Fakt 1: Jesli F: A— B, oraz x =4 y, to Fx =g Fy.

Dowdéd kolokwialny:

Skoro teza zachodzi dla (x, x, refl o(x)),
to zachodzi dla dowolnej trojki (x, y, p).

Interpretacja topologiczna:

Funkcja ciagta przeprowadza droge w droge.

Sktadanie drég

Fakt 2: Jeslip:x=pyorazq:y=pz, top-q:x =, z.
Na dodatek, p - p~* = refl 4(x).

Dowdd: Niech C(x,y,p) = M,.alg,—,.(x =4 z), czyli
C(X7yap):(Z:A)_>(q:y:AZ)%(X —A Z)'

Potrzebujemy c(x) : MM,.aMgx=,-(x =4 z), czyli
c(x):(z:A) = (g:x=a2) = (x=a2).

Najprosciej c(x. z, q) = q. Wtedy c(x, x, refl (x)) = refl (x).

Indukcyjnie definiujemy taka funkcje f(x) typu

(v :A=(p:x=ay)=(z: A)=(q:y =4 2)=(x =4 2),

ze F(x,x,refla(x)) = c(x) : (z: A)—=(q : y =a 2)—=(x =4 2)
Wtedy p- g := f(x,y,p,z,q).

Interpretacja topologiczna

Réwnosé miedzy drogami p:a=x b, p': c =4 d,
to droga w przestrzeni x =, y, czyli taka funkcja ciagta
O T —=x=py,ze p(0)=p, (1) =p.

To pojecie mozna uogdlni¢ na dowolne funkcje.

Réwnos¢ jako homotopia

» Kazdy element typu a =4 b ma te same wtasnosci,
co refla(x) 1 a=x a.

» Bo kazda droga od a do b jest homotopijna
(w przestrzeni A) z trywialna petla od a do a.

» Ale nie kazde dwa elementy typu a =4 b s3 réwne.

» Bo w przestrzeni drég od a do b moze nie byé
takiej homotopii.

Droga powrotna

Fakt 1: Jesli x =4 y, to y =4 x. Scislej: istnieje funkcja
Ap.pti(x=ay) = (v =ax).

Dowéd: Niech C(x.y,p) = (y =a x) i niech
c(x) = refla(x) : C(x, x, refl o(x)).

To okresla taka funkcje

F):(y:A) = (P:x=ay) = (y =ax),

ze f(x, x, refla(x)) = c(x) = refla(x).
Czylijeslip: x =py,to pt =f(x,y,p).

Uwaga: z tego wynika, ze (refla(x))™! = refl a(x).

Sktadanie drég

Fakt 2: Jeslip: x =py orazq:y =pz,top-q:x=pZ.
Na dodatek, p - p~t = refl4(x).

Dowéd: Juz mamy operacje p- g = f(x,y, p, z, q), gdzie

f(x,x, refla(x)) = c(x) : (z: A)=(q : y =a 2)—=(x =4 2),
czyli

f(x, x, refl s(x), x, refla(x)) = c(x, x, refla(x)) = refl a(x).

A zatem:
refla(x) - refla(x)™r = f(x, x, refl s(x), x, refla(x)71) =
f(x,x, refla(x), x, refla(x)) = c(x, x, refl a(x)) = refl a(x).

Réwnos¢ p - p~1 = refl s(x) udowodnimy. .. przez indukgje,
biorac C(x,y.p) = (p- p~t — refla(x)).

Uwaga: tutaj C zalezy od p.

Homotopia

Niech f, g : A — B to funkcje ciagte.

Homotopia od f do g, to taka funkcja ciagta
¢:IxA— B,

ze dla dowolnego x € A zachodzi

d(0,x)=1f(x) i P(1,x)=g(x)
Te drogi nie s3 homotopijne

1
2
pzIv A
2

o



Hierarchy of equality types Czego sie nie da udowodni¢ przez indukcje?

Pytanie 1: Skoro kazda réwnos¢ to tak naprawde refla(x), to

Fakt 3: Jesli A U; oraz x —p y, to czy z zafozenia p: x =4 y wynika p = refls(x)?

Odpowiedz: Nie, bo p ma typ x =4 y, a refla(x) ma

(x=ax) =1, (y =ay). ) iz b :
typ x =a x. Réwnos¢ p = refla(x) w ogéle nie ma sensu.

Dowdéd: Indukcja.
Cx):(y:A) = (p:x=ay) = U1 Pytanie 2: Czy z zatozenia p : x =4 x wynika
Clxy.p) = ((x =ax) =y, (y =ay)) P =idn ) refla(x)?
c(x) = ((x =a x) =, (x =a x)). : _— : . o
. Nie, bo nie umiemy okresli¢ tezy indukcyjnej, tj. rodziny
Uwaga: Dla x,y : A: U; jest (x =4 x) : U;, a rownos¢
(x =ax) =u, (y =ay) jest w U;;1. Dowdd uzywa rodziny Cx):(y:A) = (x=ay) = U,
Clx.y.p) = ((x =ax) =y, (v =ay)), ktéra jest w Uj1. zeby C(x, x, refla(x)) = (refla(x) =idaxx) refla(x))
Bo tak C(x,y,p) = (p =2 refla(x)) sie nie da.

Dlaczego. . . Fibracja (rozwtdknienie)

Przestrzen topologiczna to kategoria, gdzie morfizmy to drogi.
...Z tego, ze p : x =4 x nie wynika p = refla(x)?

Fibracja to funktor 7 : E — B o takiej wtasnosci:

Odpowiedz topologiczna juz byta: bo nie kazda petla zwinie
sie do trywialnej, jesli trzymamy konce. Dla dowolnego e € E:

jesli m(e) = a oraz w przestrzeni B jest droga p od a do b,
Odpowiedz teoriotypowa: bo to nie typ x =4 x jest indukcyjny, to istnieja ¢’ € E i taka droga p' od e do ¢/, ze 7(p') = p
ale rodzina My, ax =4 y.

Inaczej: indukcja musi by¢ jednostajna ze wzgledu na y. Przestrzen E to ,przestrzen catkowita (totalna)”,
a B to ,przestrzen bazowa".

Fibracja Transport, czyli réwnosé Leibniza

Fakt 2: Jesli F: A— B, orazp:x=py,
to istnieje funkcja p* : Fx — Fy.
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’ [ Dowéd: Niech C(x,y,p) := (Fx — Fy) oraz

i c(x, refla(x)) :=id : Fx — Fx. Wtedy
1 [ c(x, refla(x)) : C(x, x, refl o(x)),
wiec przez indukcje dostajemy f(x,y, p) : Fx — Fy.
)
—_—t B Uwaga: refla(x)* = id
« b«
Typ zalezny to fibracja Fibracja

Rodzina typéw (typ zalezny) P : B — U przypisuje kazdemu
obiektowi x : B pewien typ P(x). Przestrzen catkowita, o
to koprodukt £ = ¥,.5P(x) czyli E = (x : B) x P(x). P
Funktor 7 : E — B, to pierwsze rzutowanie: 7[x, u] = x. e P |
Jesli p: x =g y, to p. : P(x) — P(y). '
Wedy [x, ] =¢ [y, p.(u)) ;

Dowdd: Mozna stosowaé indukcje do rodziny [

Clx,y.p) = (Ix.u] =€ [y, p.(v)]), _ B

poniewaz [x, u] =g [x, u] = [x, refl s(x)*(u)]



Typ zalezny to fibracja

Jesli p: x =g y, to p. : P(x) — P(y).
Wtedy : [x, u] = [y, p.(u)].
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Réwnowaznose?

Jak zdefiniowa¢ réwnowaznos¢ (izomorfizm) dla typow?

Pierwsza préba: funkcja f : A — B powinna mie¢ funkcje
obustronnie odwrotna. Czyli ten typ powinien byé niepusty:

qinv(f) := Lppal(fog ~idg) X (g o f ~ida)]

Wada: Moze by¢ wiecej niz jeden inhabitant w ginv(f).

Paradoks?

qmv(f) = Zg;BHA[(f ogn~ ldB) X (g of ~ ldA)]
iSSC]UiV(f) = Zg:BaA(f o g~ I'dB) X Z/-,;Bg,,q(h of ~ IdA)

» Warunki ginv(f) oraz isequiv(f) sa logicznie réwnowazne.

> Jesli ey, e 1 isequiv(f), to €1 =jsequiv(f) €2-
> Ale jesli e, e; : ginv(f) to niekoniecznie 1 =giny(r) €.

Jakim cudem?

Paradoks?

QIHV(f) = Zg:BHA[(f ogn~ ldB) X (g of ~ ldA)]
iSGC]UiV(f) = zg;BﬂA(f’ o g~ I'dB) X zh;BﬂA(hO f ~ IdA)

Mamy e; = (g1, P1, Q1) i & = (&2, P2, @) typu ginv(f).
Wtedy ef = (g1, P1,81, Q1) i & = (&2, P2, &, Q2)

s3 typu isequiv(f) i sa réwne w typie isequiv(f).

Dowdd réwnosci g1 = g» uzyty dla pierwszej wspétrzednej
nie musi by¢ taki sam jak uzyty dla trzeciej wspétrzedne;j.

A zeby dosta¢ e; = e, musimy mieé¢ jeden dowod!

Homotopia

Homotopia to ekstensjonalna réwnos¢ funkeji (z A do B):

H: f ~ g tofunkcja H: (a: A) — f(a) =5 g(a).

Interpretacja: Jesli droge p : f(a) =g f(b) uwazamy
za funkcje p : [0,1] — B, to homotopia jest funkcja
H:A—10,1] — B.

A to jest moralnie to samo, co H : [0,1] — (A — B).

Réwnowaznosé

Lepszy pomyst: Funkcja f : A — B jest réwnowaznoscia,
jesli ma obie funkcje odwrotne:

isequiv(f) = Zg:B%A(f og IdB) X Zh:BaA(ho f~ IdA)

Oznaczenie A~ B := Y.r.a, 5 isequiv(f).

Paradoks?

qinv(f) :== Lppal(f o g ~1idg) X (gof ~ida)]
isequiv(f) = zg:BﬁA(f og IdB) X zh:BﬁA(h of ~ IdA)

Inhabitant e : ginv(f) to tréjka (g, P, Q) gdzie g : B — A,
oraz P:fog~idgiQ:gof ~ida.

Wtedy € = (g, P, g, Q) : isequiv(f).

Jesli e; = (g1, P1, Q1) i & = (&, P2, @) s3 rézne, to
e = (g1, P1,81, Q1) i & = (&, P2, &, @) 53 tez rézne?!

Univalent Foundations
Funkcja f : A — B jest réwnowaznoscia,
jesli ma obie funkcje odwrotne:
isequiv(f) = Zg:B%A(f og IdB) X ):h:BA,A(hO f~ IdA)
Oznaczenie A~ B := Y., isequiv(f).
Dwie rzeczy, ktérych nie da sie udowodnié:

» Ekstensjonalnosé¢ dla funkgji: Jesli f ~ g, to f = g.
» Réwnowaznos¢ to réwnosé: Jesli A~ B, to A = B.

Postulujemy te wtasnosci jako aksjomaty.



Aksjomat ekstensjonalnosci Aksjomat uniwalencji (jednowartosciowosci?)

Réwnos¢ A =, B i réwnowaznosé
Jedli £, g : T,.4B(x), to réwnos¢ f =n_,p(x) & jest

réwnowazna homotopii miedzy f i g. A~ B =Yrasp isequiv(f)

s3 tym samym. Sciélej, sa réwnowazne:
Scislej, definiujemy (A=y B) ~ (A~ B).
happlyy g : (f =n..e0) &) = Mealf(x) =509 £(x))

Definiujemy przez indukcje funkcje
przez indukcje i przyjmujemy regute:

idtoeqva g : (A =y B) — (A~ B)
i przyjmujemy regute:
FEF:NeaB(x)  TFg:MeaB(x) rEA:U  TFB:U

[k funext(f, g) : isequiv(happly; ) I I univalencea g : isequiv(idtoeqv, g)

dla nowej statej univalences g

Pozytek z uniwalenc;i Pozytek z uniwalenc;i

Utozsamiamy konstrukcje réwnowazne, np. typy izomorficzne:

(AxB)—»C=A—B—C,

w tym typy indukcyjne strukturalnie réwnowazne, W jezyku homotopijnej teorii typéw (HoTT) mozna
formalizowaé konstrukcje matematyczne i dowody
albo izomorficzne struktury algebraiczne. w sposéb wygodny dla matematyka.
Formalna teoria homotopii dostarcza semantyki
Przykfad: pétgrupa to obiekt (A, m, P) typu dla tego formalizmu.

ZA:MZm:A—bA%Avx,y,Z:A‘ m(X7 m(y, Z)) —A m(m(X7 y), Z).
Réwnowaznosé pétgrup to tyle, co izomorfizm.

Zatem izomorficzne pétgrupy sa identyczne.

Metatwierdzenia Klasyfikacja obiektow

» Typ A jest zaledwie zdaniem (mere proposition),
gdy dla dowolnych x, y : A zachodzi x =4 y.
(Proof irrelevance.)

» Typ A jest zbiorem, gdy dla dowolnych x,y : A
i dowolnych p, g : x =4 y zachodzi p =,_,, q.
Scislej: gdy niepusty jest typ

» Rozstrzygalnos¢ poprawnosci osadu ' a: A isSet(A) := M, .aM, gy (P = q)

» Silna normalizacja.

» Niesprzecznosc.

» Typ A jest 1-typem, gdy dla dowolnych x,y : A,
dowolnych p,g:x=ayir,s:p=., q
zachodzi r = s.

» Dalej mamy 2-typy, 3-typy. ..

Wyzsze typy indukcyjne Przyktad 1: iloraz

Typ sktada sie nie tylko z elementéw, To w Coqu nie przejdzie:

ale takze z réwnosci (drég) miedzy elementami,
i z réwnosci (homotopii) miedzy drogami,
o o ) i ) Inductive Quotient (A:Set)(R: A -> Prop) : Set :=
i miedzy homotopiami drég, itd. (wyzszy grupoid)
| klasa : A -> Quotient A R

) | tosamo:(a,b:A) -> R a b -> (klasa a = klasa b).
Konstruktory typu indukcyjnego moga (powinny?) definiowaé

nie tylko obiekty ale takze drogi (dowolnego rzedu).



Przyktad 2: okrag

Inductive Circle : Type :=
| base : Circle

| loop : base = base.

Sens: Jeden punkt, ale nieskonczenie wiele réznych petli.

Grupa podstawowa okregu to Z.

Indukcja dla okregu, teoriotypowo
Typ f: (x: S) — P(x) jest zalezny, wiec b € P(base).

Droga ¢ musi leze¢ wewnatrz witékna P(base), ale ,,ponad” loop.

base

Figure 6.2: The type-theoretic induction principle for S

Obrazek z The HoTT Book, https://homotopytypetheory.org/book/

Przyktad 4: sfera

Inductive Sphere : Type :=
| base : Sphere

| surf : reflpase =base=pbase T8I 1lpase

Sens: Jeden punkt, jedna trywialna petla, ale nieskonczenie

wiele réznych homotopii dla tej jednej petli.

Grupa podstawowa sfery jest trywialna,
ale jej druga grupa homotopii to Z.

Wiecej tutaj:  https://homotopytypetheory.org/book/

Homotopy Type Theory

UNIVALENT FOUNDATIONS OF MATHEMATICS

The Univalent Foundations Program

Institute for Advanced Study

Indukcja dla okregu
Definiujemy taka funkcje f : ST — T, ze f(base) = b: T
oraz f(loop) = : b=t b.

loop

S

base

Figure 6.1: The topological induction principle for S

Obrazek z The HoTT Book, https://homotopytypetheory.org/book/

Przyktad 3: torus

Inductive Torus : Type :=

| base : Sphere

| tedy, owedy : base = base.

| abel : tedy o owedy = owedy o tedy.

Sens: Jeden punkt, dwie permutowalne petle,

Grupa podstawowa torusa, to Z x Z.

Przyktad 5: suspension (zawieszenie?)

Inductive susp (A:Type) : Type :=
| north : susp A

| south : susp A

| mer : A -> (north = south).

north

south

Obrazek z http://home.sandiego.edu/ shulman/hottseminar2012/
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