Rachunek konstrukgji: podsumowanie

Logika i teoria typow > Dwa sorty: x oraz [J;
Aksjomat * : [7;

v

v

Dozwolone s3 produkty postaci

(x: A%) = B(x)! : t,

Wyktad 12

gdzie s i t sa dowolnymi sortami;

18 stycznia 2020 Te produkty sa typami abstrakcji Ax:As. MB(X);

v

v

Wierzchotki kostki: ograniczenie w tworzeniu produktéw.

Uogélnienie: Pure Type Systems Dozwolone produkty

v

Zbiér sortéw S;

» Aksjomaty A postaci (s : t), gdzie s, t € S;

! y AP (s:1). & ’ » Tworzenie produktéw, gdy (s, t,u) € R
> Reguty R postaci (s, t, u); FA:s T, x:AFB:t
» Tworzenie produktéw, gdy (s, t,u) € R M= (Mx:A.B):u

rFA:s M x:AFB:t » Inaczej: dozwolone s3 ,typy” postaci

r-(Mx:A.B):u (x: A%) = B(x)' : u.

» Konwencja: zamiast (s, t,t) piszemy (s, t).

v

Reszta jak w rachunku konstrukgji.

Przyktady PTS Przyktady PTS

» Caty rachunek konstrukgji.

» Wierzchotki kostki, np AP ma reguty (x,x), (OJ, *), > System APRED (B(-:'_rardl_—Terlouw):
a system F ma reguty (x, %), (*,0). sorty .+, [P, (1% i aksjomaty («* : [J), (7 : [07).
(,,propositions # sets”)
» System “Type is a type” ma jeden sort x*,

aksjomat ( : %) i regute (x, *). » System AC“: rachunek konstrukcji z nieskonczona
hierarchia sortéw (uniwerséw): = : o : Oy : [y ...
» System A\2-ML ma trzy sorty: %, [Ji A (schemat typu). ma regute (0, ;, Drnaxify)-

Aksjomat: (x: [J). Reguty: (x,%), (L, x,A), (0, A). Podobric w C
» Podobnie w Coq:

Produkty to zwykte typy (x : 77) — o7 : %, Set:Type(0), Prop:Type(0), Type(n) : Type(n+1).

i schematy typéw Vo ... «,. o, czyli
(a1 :%7) = = (ap xF) » 0" i

, Typical ambiguity” Naiwna Teoria Typow

Coq < Check Set.

Set » Slogan: Zbiér to predykat.

- Type » Reguta (x,, *) daje typ potegowy P(7) =7 — = : %,

Coq < Check Prop. Ale ten system jest sprzeczny.

» Mniej Naiwna Teoria Typéw Agnieszki Kozubek ma sorty

Prop #t P [P [J¢, aksjomaty (% : (%), (xP : [P), i reguty:
: Type (55, 9), (40,47), (3, 4), (¢, 0P, &7), (s, 00F, 009,
Coq < Check Type. » Zbior {x : 7 | ¢(x)} obiektéw typu 7, to predykat

AT o(x) typu (x:7) = #P 1%t
Type
: Type



Paradoksy

Paradoks Cantora

Twierdzenie: Nie istnieje funkcja el : P(A) LA

Dowdd: Jesli ef : P(A) 1% A to istnieje taka funkcja

set : A — P(A), ze set o el = idp(a) (lewa odwrotna).
Niech A ={acA|a¢gset(a)} oraz 0 =cel(A).
Wtedy 0 € A, oraz set(d) = set(el(A)) = A.

Jesli 0 € A, to ¢ & set(0)

=A.
Jesli 0 & A, to 0 € set() = A.

Paradoks Cantora

Twierdzenie: Nie istnieja takie funkcje set : A — P(A),
oraz el : P(A) — A, Ze set o el =idp(ay oraz el o set = ida.

Uwaga: Gdyby tak byto, to niech

El:P(P(A)) — P(A) Set : P(A) — P(P(A))
EI(X)={el(Y)| YeXx} Set(X)={set(a)|ac X}.
Wtedy El(Set(X)) = {el(set(x)) | x € X} = X.

Czyli El o Set = idp(a).

W szczegélnosci El o Set = set o el.

Zatozenia: set : A — P(A), el : P(A) — A, setoel = Elo Set.

Definicje:
» Dla a € A piszemy &’ = el(set(a)).
» Relacja = to najmniejsza relacja réwnowaznosci,
spetniajaca a ~ 2’ dla kazdego a € A.
Gtéwny pomyst:

Elementy zbioru X C A wyznaczaja te same klasy abstrakcji
relacji =, co elementy zbioru

set(el(X)) = El(Set(X)) = {x' | x € X}
Zatem funkcja set jest ,na"” z doktadnoscia do ~.

Sciglej: niech X: {lal~ | a€e X} dla X C Ainiech X =Y
oznacza X = Y. Wtedy X = set(el(X)) dla dowolnego X.

Paradoksy w teorii zbioréw

Paradoks Russella:

Nie istnieje zbicr A o wtasnosci P(A) C A.

Dowéd: Przypusémy, ze P(A) C Ai niech
A={acA|ada}.

Witedy A C A, wiec A € A.

Jesli A € A, to A ¢ A — sprzecznos¢.

Jesli A € A, to A € A (bo A € A) — tez sprzecznosc.

Paradoks Cantora

Twierdzenie: Nie istnieje funkcja el : P(A) A

Tym bardziej: Nie istnieje funkgja el : P(A) oA

na

Inaczej: Nie istnieja takie funkcje set : A — P(A),
oraz el : P(A) — A, Ze set o el = idp(ay oraz el o set = ida.

Paradoks Girarda-Hurkensa

Twierdzenie: Nie istnieja takie funkcje set . A — P(A),
oraz el : P(A) — A, Ze setoel = Elo Set, gdzie:

El(X)={el(Y)| Y e X} Set(X)={set(a) | ac X}.

Zafozenia: set: A — P(A), el : P(A) — A, setoel = Elo Set.

Definicje:
» Dla a € A piszemy &’ = el(set(a)).
» Relacja ~ to najmniejsza relacja réwnowaznosci,
spetniajaca a ~ &' dla kazdego a € A.
» Piszemy a ¢ b, gdy a =~ x € set(b).

Lemat: (1) Jesli a € set(b), to & € set(b').
(2) Jesli a € set(b'), to a = ¢’ gdzie c € set(b).

Dowdd: (1) Niech a € set(b). Wtedy:

a = el(set(a)) € El(Set(set(b))) = set(el(set(b))) = set(b').

(2) Jesli a € set(b') = set(el(set(b))) = El(Set(set(b))),
to a = el(set(c)) = ¢/, gdzie c € set(b).



Zatozenia:set : A — P(A), el : P(A) — A, setoel = El o Set.

» Dla a € A piszemy &’ = el(set(a)).
» Relacja ~ to najmniejsza relacja réwnowaznosci,
spetniajaca a ~ 2’ dla kazdego a € A.

» Piszemy a ¢ b, gdy a = x € set(b).

Lemat: Relacja ~ jest kongruencja ze wzgledu na «.
W szczegdlnosci ae b < ac b'.

Dowéd: Wystarczy sprawdzi¢, ze:

1. Jesli c ~ ae b, to ¢ ¢ b (z definicji);
2. Jesliac b, to ac b (box € set(b) = x' € set(b));
3. Jesliac b, toach

(bo jesli x € set(b'), to x = y', gdzie y € set(b)).

Paradoks Girarda-Hurkensa

Twierdzenie: Nie istnieja takie funkcje set : A — P(A),
oraz el : P(A) — A, ze setoel = Elo Set, gdzie:

El(X)={el(Y)| Y € X} Set(X)={set(a) | ac X}.

Sprzeczne otoczenie typowe:

W tym otoczeniu mozna sformalizowa¢ paradoks Hurkensa
tj., skonstruowa¢ term typu | = Vp : x. p:

k:0, el : P(k) = &, set:r — P(k),
v VXPEW s (set (el X)a 5 FB5(XB A o =" el(set3))).

Inaczej: v : set o el = El o Set (ekstensjonalnie).

Trzeba teraz zdefiniowaé odpowiedni rodzaj .

Rodzaj paradoksalny

k= pkPP(k) = VKD((P(k) — k) — k).

Mozna tak zdefiniowaé funkcje el i set, ze otrzymamy
otoczenie paradoksalne:

Elim = AKIAFPUO=KkNZR zkf

el = in = AXPUIAKINyPUI=K y(Lift(Elimky)X),
set = out = Elimpy,(Lift(in)).

Witedy set o el = El o Set.

Zatozenia: set : A — P(A), el : P(A) — A, setoel = Elo Set

Oznaczenia: @' = el(set(a)), acbs ax x € set(b)

Niech A ={a€ A | a ¢ a} oraz 6 = el(A).

Lemat: Dla a € A zachodziac § < a ¢ a.

Dowéd: (<) Jesli a # a, to a € A. Wtedy:
ar a = el(set(a)) € El(Set(A)) = set(el(A)) = set(9).
Czyli wtasnie a ¢ 0.

(=) Wtedy: a= x € set(d) = set(el(A)) = El(Set(A)).
Inaczej, a ~ x = el(set(d)) = d’, gdzie d € A.
Skoro d ¢ d oraz a~ d, to a ¢ a.

Morat: Sprzecznos¢, bo d e 0 < § 0.

Formalizacja

» Jesli zbior reprezentujemy w CC jako typ 7,
to potega P(7) = (7 = x) jest rodzajem.

» Jesli zbiér reprezentujemy w CC jako rodzaj ,
to potega P(k) = (k = ) tez jest rodzajem.

» Réwnosé Leibniza:
o =" [ oznacza V" 7. ya — f.

» Jesli F: k — o, to Lift F: P(k) — P(p), gdzie:
Lift F = AXPW)\ye (Ix=. Fx =2 y).

Moralnie Lift F X to obraz X przy F.

System sprzeczny

» System AU: rozszerzenie CC o sort A,
aksjomat O = A i reguty (A, O) i (A, *).

» System AU~ bez tej drugiej reguty.

» To jest ,polimorfizm rodzajowy": mozna definiowa¢
polimorficzne konstruktory, np.:

AEAQS AR a(af) : Mr:O((k — k) = Kk — k).

k= ukPP(k) = YKD((P(k) — k) — k)

Elim = MKEAFP(R)=k Nz zkf

el = in = AXPEAKEAyPE=K v (Lift(Elimky)X),
set = out = Elim(P(x))(Lift(in)).

Liczymy:

set(el(XPU)) = Elim(P(x))(Lift(in))(in(X)) =
in(X)(P(x))(Lift(in)) =
(Lift(in)(Lift[Elim(P(x))(Lift(in))](X)) =
(Lift(in)(Lift[out](X))
El(Set(X)).

(
)



Inne rozwigzanie

k= VK (VL = k) = P(1) — k) — k).

Motywacja: to jeszcze inny sposéb na definicje punktu statego.

Ten typ jest wytarciem schematu definiujacego x € LFP(P):

VK(VJ(J C K= P(J) C K) = x € K)

Type is not a type

System “type is a type” jest sprzeczny. Te sama konstrukcje
mozna powtdrzy¢ zamieniajac wszedzie [ i \/ na .

Inne konstrukcje sprzeczne

Podobne paradoksy pojawiaja sie m.in. w systemach
dopuszczajacych:

» “Silna sume” tj. utozsamienie Ja : *. o z produktem
zaleznym (« : %) x o, dopuszczajacym rzutowanie
7 1 Ja k.0 — * o whasnosci m [T, M| = T;

» Rodzaje indukcyjne nie-scisle pozytywne, np. rodzaj x
z konstruktorem typu ((x — %) — %) — K,
czyli typu P(P(k)) — k.

Zalezny iloczyn kartezjanski w Coqu?

Inductive Be :=
beintro: forall (a:Prop), unit -> Be.

Coq < Be is defined
Be_rect is defined
Be_ind is defined
Be_rec is defined

Coq < Check Be.
Be

: Type

Inne rozwiazanie: szczegdty dla dociekliwych

el = /\Xp(n))/\kD/\yVL:D. (L*)k)‘)P(L))*}k' _yK'/()\Dm 3ky)X,
set = A\G". B(P(K))v,

gdzie

P = MOAFPENXPO NS FBUXB A a =" el(fB)).

Rachunki:
set(elX)a =g (AB. B(P(k))Y)(elX)a =5 el X(P(k))Ya
=5 Vr(AB. B(P(K)))Xa = 1k set X
=5 AB(XB A a =" el(setf)),

Zakrecone kombinatory (7)

System “type is a type” jest sprzeczny, wiec nie ma
wiasnosci SN. Hipoteza: w tym systemie mozna
zdefiniowa¢ kombinator punktu statego:

YF — F(YF)

Wiadomo, ze s3 tzw. looping combinators:

YoF — F(YiF) — F2(Y,F) — F3(Y5F) — -

,Silna suma”

Do sprzecznosci prowadzi konstrukcja
B = (Ja : x.Unit) : %,

wraz z wlozeniem tam : x — B,

i rzutowaniem nazad : B — *,

spetniajacymi réwnanie nazad(tam(«)) = o, dla a : *

To jest w istocie wlozenie « w pewien typ,
co daje taki sam efekt jak x : *.

Rzut na pierwsza wspétrzedna:

Check Be_rect.
Be_rect
: forall P : Be -> Type,
(forall (a : Prop) (u : unit), P (beintro a u))
-> forall b : Be, P b

Definition Rzut := Be_rect(fun X: Be => Prop)
(fun a : Prop => fun u : unit => a).

Coq < Eval simpl in (Rzut (beintro R tt)):Prop.
=R
: Prop



Zalezny iloczyn kartezjanski w Coqu?

Inductive Be :=
beintro: forall (a:Prop), unit -> Be.

Coq < Be is defined
Be_rect is defined
Be_ind is defined
Be_rec is defined

Inductive Ce : Prop :=
ceintro: forall (a:Prop), unit -> Ce.

Coq < Ce is defined
Ce_ind is defined



