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Strumienie

Jaki sens ma réwnanie Stream = int x Stream?

Mozna je potraktowaé podobnie jak réwnanie int = 1 & int,
i rozwazac typ rekurencyjny (indukcyjny)

Stream = up.int x p.

Ale to jest najmniejsze rozwigzanie réwnania: typ pusty.

Najwiekszy , postfixpoint” v = vp. o(p)
R Co(R) f:R—o(R)
RCv Introf : R — v

Na przyktad Stream = vp. nat x p:

RCnat x R f:R—natx R

R C Stream Introf : R — Stream

Co to znaczy?

- Jesli R C nat x R, to kazdy element R jest strumieniem.

- Funkcja R — nat x R wyznacza funkcje R — Stream.

Przyktad Coquanda

Moze by¢ wiecej niz jeden konstruktor.
(Nie ma uniwersalnych destruktoréw.)

Proces typu P moze wczytaé liczbe i wypisaé liczbe.
in: (nat — P) — P;

out : nat - P — P.

Na przyktad cos takiego:

in(Any. out(0, in(Any. out(ny, out(1, in(Ans . ..

Mozna definiowa¢ procesy ko-rekurencyjnie:

p = in(An.out(n+ 1, p))

Ko-rekursja i ko-indukcja

Najmniejszy punkt staty p = up.o(p):

- Kres gérny (suma) ciagu aproksymacji skonczonych.
- Najmniejszy , prefixpoint’
o(R)CR f:o(R)—=R
uwCR Elimf:u—R

Najwiekszy punkt staty v = vp.o(p):

- Kres dolny (przeciecie) ciagu aproksymacji nieskonczonych.

- Najwiekszy ,postfixpoint™:

R Ca(R) f:R—o(R)
RCv Introf : R — v
Destruktory

Destruktory nie s3 pierwotne.
Definiujemy je przez dopasowanie:

CoInductive Stream : Set
:= Cons : nat -> Stream -> Stream.

Definition hd (s : Stream)
:= match s with Cons a t => a end.

Definition tl1 (s : Stream)
:= match s with Cons a t => t end.

Coq < Check hd. Coq < Check tl.
hd : Stream -> nat tl : Stream -> Stream

Przyktad: definicje korekurencyjne:

CoFixpoint samezera : Stream := Cons 0 samezera.

CoFixpoint codrugieod : nat -> Stream :=
fun n :nat => Cons n (codrugieod (n+2)).

Definition wszystkieparzyste := codrugieod 0.
Coq < Eval simpl in hd (t1 (wszystkieparzyste)).

=2
: nat



Predykat koindukcyjny:

Predykaty koindukcyjne strumien skfada sie tylko z liczb parzystych.
Réwnos¢ strumieni (ekstensjonalna): CoInductive Sameparzyste : Stream -> Prop :=
. krok : forall x : Stream,
s = t, wtedy i tylko wtedy, gdy: even (hd x) -> Sameparzyste (tl x) -> Sameparzyste x.

— hd(s) = hd(t) oraz
- tl(s) = tl(t . .

() (t) Dowdéd przez koindukcje:
(wiemy, ze zeroparz : even(0))
To jest bisymulacja.

CoFixpoint samezera : Stream := Cons 0 samezera.
CoInductive EqSt (sl s2: Stream) : Prop :=
egst : CoFixpoint Zeraparzyste : Sameparzyste samezera :=
hd s1 = hd s2 -> EqSt (tl s1) (tl s2) -> EqSt sl s2. krok samezera zeroparz Zeraparzyste.

Coq < Zeraparzyste is corecursively defined

Sens moralny Kolokwialny dowéd przez ko-indukcje

CoInductive Sameparzyste : Stream -> Prop :=
krok : forall x : Stream,

even (hd x) -> Sameparzyste (t1 x) -> Sameparzyste x. Chcemy udowodni¢, ze kazdy strumief z rodziny R

sktada sie wytacznie z liczb parzystych.

CoFixpoint Zeraparzyste : Sameparzyste samezera := Wezmy dowolny strumien s € R.
krok samezera zeroparz Zeraparzyste. . . .
P parzy Sprawdzamy, ze hd(s) jest liczba parzysta.
Predykat Sameparzyste to w istocie najwiekszy punkt staty Sprawdzamy, ze t/(s) tez nalezy do rodziny R.
operacji s — even x s. W tym dowodzie korzystamy z reguty Z zatozenia koindukcyjnego wnioskujemy,

R C even x R ze tl(s) sktada sie z samych liczb parzystych.

A zatem s tez skfada sie tylko z liczb parzystych.

R C Sameparzyste Twierdzenie udowodnione.

dla relacji R = {samezera}

Kolokwialny dowéd przez ko-indukcje Batamutny ,dowdd” przez ko-indukcje

Chcemy udowodnié, ze strumien samezera

skfada sie wyfacznie z liczb parzystych. Chcemy udowodni¢, ze strumien samezera

sktada sie wytacznie z liczb parzystych.

WeZzmy wiec ten strumien. . . . . . .
yWie Korzystalismy z zatozenia koindukcyjnego, ze strumien

Sprawdzamy, ze hd(samezera) = 0 jest liczba parzysta. tl(samezera) = samezera sktada sie z samych liczb parzystych.
Sprawdzamy, ze t/(s) to tez samezera. Ale w takim razie teza wynika bezposrednio

Z zatozenia koindukcyjnego wnioskujemy, z zatozenia koindukeyjnego!

ze strumien samezera sktada sie z samych liczb parzystych. Twierdzenie udowodnione |?

A zatem strumien samezera sktada sie tylko z liczb parzystych. Nie, ten ,dowéd” nie jest produktywny

Twierdzenie udowodnione.

Deﬂnicje produktywne Nieproduktywna definicja funkgji F : Stream — Stream
CoFixpoint F : Stream -> Stream :=
Dowdéd przez koindukcje, to tez obiekt koindukcyjny: fun s : Stream =>
nieskonczony term dowodowy zbudowany z konstruktoréw Cons ((hd s)+(hd(tl s))) (F(F(t1(t1(s)))))
wiasciwych dla dowodzonego predykatu koindukcyjnego
(w tym przypadku krok). Czyli po ludzku:  F(a: b::t)=(a+ b:: F3(t)).
Definicja nieskoficzonego obiektu (np. strumienia) jest Co jest na drugim miejscu w strumieniu F(0 = 1::2 3 3...)?

produktywna, jesli definiowany obiekt redukuje sie do postaci

kanonicznej (z konstruktorem) i wszystkie jego skfadowe tez. Liczymy:

F0O:1:2:3.)=1=F(F(2:3.))=

1o FQ+3:F2(4.)=1:F(2+3:F(4+5:F%6..))
Nie mozna ewaluowa¢ F(2+ 3 :: F3(4...)),
CoFixpoint Dab : Stream := tl (Cons O Dab) bo argument nie jest postaci a :: b :: t.

Te definicje nie s3 produktywne:

CoFixpoint Bad : Stream := Bad.



Jak zagwarantowa¢ produktywnos¢ Gdzie drwa rabia. ..
Ta definicja jest, owszem, produktywna:
F(a:t)=(a+1: F3(t).
Ale Coq jej tez nie lubi:
Definicje korekurencyjne w Coqu musza by¢ strzezone

(guarded). Wywotania korekurencyjne s3 dozwolone tylko
bezposrednio pod konstruktorem czotowym. Definicja:

CoFixpoint F : Stream -> Stream :=
fun s : Stream =>

Cons ((hd s)+1) (F(F(t1l(s)))).
CoFixpoint F : Stream -> Stream :=

fun s : Stream => Coq < Error:

Cons ((hd s)+(hd(tl s))) (F(F(t1(t1l(s))))) Recursive definition of F is ill-formed.
. . . . In environment
jest niestrzezona, bo F wystepuje pod F. F : Stream —> Stream

s : Stream

Nested recursive occurrences.

Recursive definition is:

"fun s : Stream => Cons (hd s + 1) (F (F (t1 s)))".

Dependent types

Principal idea: Type array[n] depends on n : int.
It is created by a type constructor (type family)

Dependent types array - int = .

Curry-Howard: Constructor P : 7 = x is a predicate on 7.

Adding all numbers in an array:
sum, : array[n] — int
Parameterized by n:
sum : (n:int) — array[n] — int

sum : Vnint. array[n] — int

System AP Surowa sktadnia (,raw terms")

Poziomy syntaktyczne:

> Termy, np. Ax"Z:9- ¢ \yP=ayP x(yv); k= x| (Mx:¢ K);

» Typy i konstruktory, np. A\x9. ax — p,
(Vz 1 q.a(2)) = (y:p— q) = (v:p) = aly). ¢=a| (Vx:60) | (6M) | (Ax:¢ ¢);
» Rodzaje, np. « jest rodzaju g = *.
M :=x| (MM) | (Ax:¢ M),

Nie ma ,absolutnej” definicji termu, konstruktora, ani rodzaju.
Wszystko zalezy od otoczenia.

Np. to, czy ax jest legalnym typem czy nie,

zalezy od rodzaju zmiennej «v i typu zmiennej x. Fre=o|N(x:0)| T (a: k).

Alternatywna notacja Wiazanie zmiennych

FV(x) = @, FV(a) = {a}, FV(x) = {x},

> (x:7) = Kk zamiast [x:7. K; FV(EE") = FV(E) U FV(E'),

» T = K, gdy x nie jest wolne w k; FV(7x:6 E) = FV(6) U (FV(E) — {x}),
» (x:7) — o zamiast Vx:7.0;

» 7 — 0, gdy x nie jest wolne w 0. gdzie v € {\, 1, V}.

(Zaktadamy alfa-konwersje)



Alfa-konwersja: ¢wiczenie

Niech x : poraz P : p — .
Ktéry z tych osadéw jest poprawny?

» [F (Ax:Px.x) : Vx:Px. Px?
» I (Ax:Px.x) : Vy:Px. Px?

Po przemianowaniu zmiennych:
» TE(A\y:Px.y) :Vy:Px. Px  (czyli Px — Px).

Typ Vx:Px. Px, czyli Vy:Px. Py, jest nielegalny.
Bo wtedy P : P x = x.

System AP: reguty

sa w pliku
https://www.mimuw.edu.pl/~urzy/Litt/wreczalt-lamP.pdf

dostepnym tez z Moodla.

Trzy rodzaje osadéw

» Kind formation judgements of the form I' - x : [J,
("~ is a kind in the environment )

» Kinding judgements of the form '+ ¢ : K,
("¢ is a constructor of kind k in .")

» Typing judgements of the form ' M : 7,
("M is a term of type 7 in I.")

Formowanie rodzajéw

M x:7Fk:0O
MENx:7 k0O

Wszystkie rodzaje sa postaci Mxq : 71... %, : Tp. %,

czyli postaci (x1: 1) = -+ = (X, 1 ) = *.

Ale tu moga by¢ zaleznosci:

(x1:m) = (2 2(x1)) = (x5 1 73(x1, %)) = -+

Beta-redukcja

Podstawienie E[x := M], gdzie M to surowy term,
definiujemy jak zwykle.

Beta-redukcja:

(M. MN  —5 Mx = NJ;
()\XZT.@)N —g Qb[x = N]

Metazmienne w regutach:

» x — rodzaj;

> 7,0 = typy;

» o — konstruktor;

» M — term obiektowy;

» x — zmienna obiektowa;

» « — zmienna konstruktorowa (typowa).

Poprawne otoczenie

Otoczenie I jest ciagiem deklaracji, a nie zbiorem.

Poprawne otoczenie: takie, ktére wystepuje w jakims
wyprowadzalnym osadzie.

Nie kazdy ciag deklaracji jest poprawnym otoczeniem,
np. ciag {a: p = *,x : p} nie jest,
bo najpierw trzeba zadeklarowac¢ p : x.

Mozna udowodnié¢ taki fakt:

I" jest poprawne wtedy i tylko wtedy, gdy I - * : [J.

Rodzajowanie

MNx:0O
———— (a ¢ Dom(IN))
MNakkFa:k
M x:7kHo:x*

Me(vx:to): =

Nr-p:(Mx:tr) TEM: 7
M (M) : k[x := M|

Mx:thHe: K
M= (Ox:re): (Mx:7 K)




Typowanie

ME70ox (x ¢ Dom(1)
— (x om
Mx:tkEx:7
r=M:(vxxtro) TEN:7T

I (MN):o[x = N]

Mx:TEM:o
M= (At M) : (Vx:70)

Konwersja

lp:x THK:0O
M-g: K

(k=5 K)

rTEM:o ThHO @ x
r=Mm:o

(0 =50")

Uwaga: Sprawdzanie typu jest nieelementarne!
(Bo taka jest konwersja =3.)
Ale rozstrzygalne, bo to jest rachunek w stylu Churcha.

Wzajemne uwikfanie

» Rodzaje nie wystepuja w termach, konstruktorach
i typach, ale:

» W termach i rodzajach moga wystepowac¢ konstruktory
i typy;

» W rodzajach, konstruktorach i typach moga wystepowac
termy.

Na przyktad w rodzaju (y : 7) = a(A\z°0) z) = «
jest term A\z%0) z, a w nim typ A(y).

Whycieranie zaleznosci

Wycieranie zaleznosci z konstruktoréw i typéw:
> o= q;
> m =T — 0,
> W = .

Woynikiem jest zawsze typ prosty.

Ostabianie (generyczne)

Fl-7:%x Tkls:ps
(x & Dom(I"))

I x:7Hls:ps

lNwx:0 TkHls:ps
(a & Dom())

M a:kkls:ps

Przyktady

Niech T ={7:%x,a:7= %3 :7 = %}

» Term )\XVZ:r (1z~>ﬁszVz:T. az )T XZ(yZ) mawT l typ
(Vx:1. ax = Bx) — (Vx:7. ax) — VX7 Ox.

» Term )\fT*M’)\yVXZT. rvxﬁn(fx))\xf/\znx_ y(fX)(yXZ)
ma typ

Vr—1. (VX7 ax—a(fx)) = Vx:1. ax—a(F3(x)).

> Term Ay"AfMreCINge W=7 £ (g(fy)) ma typ
Yy veretdyge) =T o(g(f(y))).

Poprawnos¢

Lemma
JesliThHoy Kk, tol w0, ajesliTHM:7 tol = 7.

Theorem

> JesliTHM:oorazM —5 M, tol M : 0.
» JesliTHp:worazp —p ¢, tol F ¢ 1 K.
» JesliTHk:Oorazk —5 K/, tol =K' .

Whycieranie zaleznosci

Whycieranie zaleznosci z terméw:

Woycieranie zaleznosci z otoczenia:

»T={(x:7)| (x:7)eT}.



Woycieranie zaleznosci

Wycieranie zaleznosci z rodzajéw (na razie niepotrzebne):
» ¥ =0;
» N(x:7T)k =T >R,

Whynikiem jest typ prosty.

Wycieranie typow

Wycieranie typéw

> X[ =x
> | A M| = Ax |M|;
- M| = M|

Lemat: |M| = |M].

Sprawdzanie typu ala Curry

Fakt 1: Term M jest typowalny w AP, wtedy i tylko wtedy,
gdy jest typowalny w typach prostych.

Fakt 2: Nastepujacy problem jest nierozstrzygalny:

Dany beztypowy term M oraz i 7.
Czy istnieje taki term N, ze I Fyp N : 7 oraz |N| = M?

Silna normalizacja

Twierdzenie: System AP ma wtasnos¢ silnej normalizacji.

Dowdd: Zrobimy redukcje do typéw prostych.
Na razie mamy wycieranie zaleznosci.

JesiTHFM:7, tolTFM: 7

ale to za mato. Zamiast M zrobimy M*.

Wycieranie zaleznosci (term : typ)

Fakt: JesliTHFM:7, toTHFM: 7
Na przyktad:

» Term /\XVZ:T. az—)ﬂz/\sz:T. az )\ ;T XZ(yZ) ma typ
(Vx:7.ax — Bx) — (Vx:7. ax) — Vx:7. Bx.

> Jego wytarciem jest S = )\x?”a*g/\y?*ix\z?. xz(yz)
typu (Foa—=p) > F—a)>T—=0

System AP ala Curry

Def: Beztypowy term M jest typowalny w AP, gdy istnieja
takie I, N, 7, ze [ Fyp N : 7 oraz |[N| = M.

Fakt: Term M jest typowalny w AP, wtedy i tylko wtedy,
gdy jest typowalny w typach prostych.

Dowdd: Jesli ' yp N : 7, toj FN:7 w typach prostych
w stylu Churcha. Zatem '+ [N|: 7 czyli [ = [N] : 7.

Problem inhabitacji dla AP

Fakt: Nastepujacy problem jest nierozstrzygalny:

Dane T i 7. Czy istnieje taki term N, ze T yp N : 77

Dowdd: W systemie AP miesci sie intuicjonistyczna logika
pierwszego rzedu (dla — iV, ale to wystarczy).

Translacja

Termy AP przerabiamy na termy Churcha w typach prostych.
> X* = x;
» (MN)* = M°*N°;
» (AxiT. M)® = (AZPAXT. M*)T°.
O co tu chodzi?

Przy tej translacji nie gubia sie redeksy wewnatrz typu 7.



Translacja ® Translacja

Konstruktory i typy tez przerabiamy na termy: Dla dowolnego I definiujemy:
T={x:7|(x:1) €T}y
U{xe B |(a:K)eT}U
> (eM)* = p*M*; U{y,:0—(p—0)— 0| ptyp prosty}.

> a® = x,, gdzie x, jest nowa zmienng;

> (AT @) = (AZ0MXT. %)
> (Vxir.0)* = yr*(Ax". 0%), Fakt 1: Jesli T+ : K, to [T+ ¢* : B w typach prostych.
gdzie y : 0 — (7 — 0) — 0 jest nowa zmienna. Fakt 2: Jesli =M :7,to Tt = M*:7 w typach prostych.

Silna normalizacja

Fakt 3: If My =5 M, then M —>;§ Ms.
Fakt 4: Jesli o1 —5 2 to 9} =5 5.
Rachunek konstrukcji
Twierdzenie: System AP ma wtasnos¢ silnej normalizacji.
Dowdd: Nieskonczona redukcja w AP
My =g My =5 My =5 ---
ttumaczy sie na nieskonczona redukcje w A_,:

3 + . + . +
Mg —g M7 —5 M3 —5 -

Dependencies in lambda-calculi Dependencies in lambda-calculi

The origin: Objects (terms) depend on terms: Dependent types: Types depend on objects (system AP):

AT M T — o AT o(x) T =k

Pattern: (x:7%) — 0% : % and rule:  (x, x, %). Pattern:  (x: ) = +: (] and rule: (. 00,07)

(Arrow is a constructor of kind x = x = x.)
What is missing? Types depend on types (system A\w)

Polymorphism: Objects depend on types (system F):
Ak o(a) @k =

Nax M7 - Vao
Pattern: (a:x”)=x*":0  andrule: (OJ,0,0).
Pattern: (o : ") = o* : % and rule:  (0J, %, *).
Polimorfizm wyzszego rzedu: system F, Curry-style F,,
Let s =%, @:(x= %)= (x=%). Then:
Example: Why is (Azy. y(z1)(zK))(Ax. xx) untypable in F? K:Vp(p—q—p)
Because types we can assign to | and K differ too much: 2:Va (Yp(p — a(p)) = Vp(p — a(a(p))))
l:Vp.p—p K:Vp.p—(qg—p). 2: [Va(Yp(p — a(p)) = Vp(p = (a(a(p))))] —

There is no common pattern for these two types. .. [Ve (¥ (p = alp)) = ¥p (p = (ala(a(a(p)))))]
unless we write it this way: Therefore 22K : Vp(p = q¢—q— q— q — p)
LK:Vp.p— a(p).
. . 2 :Vo([Va (Vp(p = a(p)) = VP (p = w(a)(p)] —
Here, «v is a constructor of kind * = *. Vo (Yp (p — a(p)) = ¥p (p — (2(2(e))(P))))]

Therefore 222K :Vp(p —>qg—q— -+ —q—q— p)



Barendregt's Cube: combine all dependencies

A, —— AP

A_, to typy proste, A2 to system F, Aw to system F,.
CC to rachunek konstrukgji

Rachunek konstrukgji: sktadnia uniwersalna

Sorty: su=x |0

Pseudo-termy:

A:z=x|s | (AA) | (AxAA) | (Mx:AA)

Redukcja:

(M:A.B)C  —5  Blx:=C(].

Rachunek konstrukgji: reguty

d -A:s I x:AFB:s ( (.01
Pro 51,5 € {*,
(Prod) M- (Mx:AB): s b

Nx:AEB:C M= (Nx:A.C):s

(Abs)
M= (Ax:A.B): (Mx:A. C)

r=A:(Nx:B.C) r-bD:B
I+ (AD): C[x := D]

(App)

Rachunek konstrukgji: wtasnosci

» Poprawnos¢ redukgji:
JesliTHA:BiA—-Atol-A:B.

» “Wzmacnianie™:
JesliT) x: AAAFA:B,
oraz x nie jest wolne w A, A ani w B,

tolLAFA:B.

v

Jednoznacznosé typu:
JesliTHA:BiTHA:B' to B=;B.

v

Silna normalizacja: JesliM'- A: B, to A € SN.

Calculus of Constructions: Raw syntax

Sorts:
su=x |0

Kinds:
ko=x| (Mx:¢ k) | (Nx:k K);

Constructors:
¢u=al (Vx:¢¢) | (Vaik @) | (¢M) |
(00) | (Ax:0 ¢) | (Aa:k @);

Terms:
M= x| (MM) | (M®) | (Ax:p M) | (Aa:x M);

Environments:
Mr=a|Mx:¢)| N (a:K).

Rachunek konstrukgji: reguty

(Ax) gkx:0
v FA:s . r
(Var) T X AR x A (x & Dom(I"))

Prod lFA:s M x:AFB:s ( (e 0))
ro S1,5 € {x,
(Prod) M- (Nx:A.B): s n

Rachunek konstrukgji: reguty

(Weak) r'-A:B lr=C:s (x & Dom(r))
ea X om
Nx:CHA:B

r'-A:B Fr-B8":s
(Conv) (B=3B)
rFA: B

Klasyfikacja w rachunku konstrukgji

Fakt:
Jesli T = A : B to zachodzi dokfadnie jeden przypadek:

—albo ' B:x (czyli A jest obiektem typu B),
—albo ' B : [0 (czyli A jest konstruktorem rodzaju B),
—albo B=101 (czyli A jest rodzajem).



Rachunek konstrukgji: podsumowanie

» Dwa sorty: * oraz L;

v

Aksjomat * : [J;

v

Dozwolone s3 produkty postaci
(x:A®) = B(x)": t,

gdzie s i t sa dowolnymi sortami;

v

Te produkty sa typami abstrakcji Ax:As. MBC);

Wierzchotki kostki: ograniczenie w tworzeniu produktéw.

v



