Logika i teoria typow

Wyktad 9

14 grudnia 2020

Motywujacy przyktad

Nat(a) = VR(Vb(R(b) — R(sb)) — R(0) — R(a))

Dowéd formuty Nat(0) mozna zapisaé tak: ARAXAY. Y,
gdzie X : Vb(R(b) — R(sb)), Y : R(0)

Dowodem Nat(1), czyli Nat(s0), jest ARAXAY. X0(Y)
(po wytarciu zostaje ARAXAY. X(Y)).

Dowéd formuty Nat(s"0) to ARAXAY. X(Y), i tak dalej.

Zdaniowa logika drugiego rzedu

Sktfadnia:

» Zmienne zdaniowe p, g, r, ... sa formutami;

v

Stata L jest formuty;

v

Jesli v i 3 sa formutami,
toaa — B, aV 3ia A3 sa formutami;

v

Jesli v jest formuta i p jest zmienna zdaniowa,
to Vp e i Ip v sa formutami.

Przyktady

Vr((p—=r)—=(g—=r)) = a—p
Vp(qV (g —p)) <+ ~qVq
I.((p—=q)—p)—r

Vp(qVp)—qVVpp

Zdaniowa logika drugiego rzedu

Whycieranie zaleznosci

Formuta
Nat(a) = VR(Vb(R(b) — R(sb)) — R(0) — R(a))
pozbawiona tresci indywiduowej wyglada tak:
w=Vr((r—=r)—r—r)

To jest polimorficzny typ liczebnikéw Churcha n = Afx. f"x.
Liczebnik n jest wytarciem dowodu formuty Nat(s"(0)).

Brouwer-Heyting-Kotmogorow

» A construction of Vpy(p) is a method (function)
transforming any proposition P into a proof of ¢(P).

» A construction of pp(p) consists of a proposition P
and a construction of o(P).

Naturalna dedukcja (implikacyjno-uniwersalna)

(AX) Mok o
(—>| Mok (_)E)rkgo—mlj (I )
M=o —=19 M=
+ r-v
() — 2 (p & FVT(I)) (vE) — %

M=vpop Ik lp:=9]



Dwa slogany Semantyka Kripkego

» Full comprehension: Propositional variables range Model C = (C,<.{D.|ce C}).
over all formulas:

Zbiory D, C P(C) spetniaja warunki:
—jesli ¢ < d, to D. C Dy;
—jeslide X € D.orazd < d', to d" € X.

Ip(p < p)
Vpo(p) = ¢(v)
The meaning of p in Vp ¢ can be Vp ¢ itself.

» Impredicativity: The meaning of ¥p o is defined by Wartosciowanie dopuszczalne dla ¢ w stanie c:

a reference to a domain to which Vp ¢ itself belongs. v(p) € D. , gdy p <€ FV(p)
Wymuszanie Kompletny model
c,viFp = cev(p)
Znaczenie formuty o w stanie ¢, przy wartosciowaniu v:
C, v ¥ L; / / !
[ele ={c | c < oraz c,viF p}
cviEpVvey = cviFglubc,vIky;
cviboAy = cvikporaze vk Model jest kompletny, gdy zawsze [¢]. € D,
cviFp =14y = jeslic<cicd,viFp, tocd, viky;
Fakt: Model C jest kompletny wtw, gdy dla kazdego p:
c,vIF3Ipp = c,v[p— X]IF ¢, dla pewnego X € D; / Y e 80 ¥
ClIF3p(p + ).
c,vIEVpyp = jeslic<ciXeDy, toc, vp—X]IF .
Petnos¢ Kripkego K Np(qV —pV-=p)—qVVp(-pV--p)
Piszemy IF o, gdy C IF ¢, dla kazdego kompletnego modelu C.
1 2

Twierdzenie (Gabbay,Sobolew):

Warunki + ¢ i |- ¢ sa réwnowazne.
D;: zbiory jak na rysunku plus zbiér pusty. D,: dowolne.
Wartosciowanie v(q) = {2,3,4}. Wtedy:
1LvIEVYp(gV —pV—=p),
1,vl¥Fq oraz 1,vI¥Vp(-pV-—p).
Semantyka Heytinga Nierozstrzygalnosc¢

Twierdzenie (Lsb, 1976, Gabbay, 1974, Sobolew, 1977)

W zupetnej algebrze Heytinga: L ] . ]
Intuicjonistyczna logika zdaniowa drugiego rzedu

Jjest nierozstrzygalna.
[Bpelc = supnenlelcipn

[Vp £l = infaenl@lcionl Uwaga:
(0) Najprostszy znany dowéd: Dudenhefner, Rehof, 2018

zweryfikowany w Coqu
Fakt: Jesli - ¢, to = ¢ ( )

(1) Wystarczy {V, —} lub {3, —, Vv, A, =}
Hipoteza: | na odwrdt.

(2) Fragment {V,3, A, —} jest rozstrzygalny.



Comparison with classical logic

» Validity/provability in classical propositional logic
is complete in the complexity class co-NP.

» Provability in intuitionistic propositional logic
is Pspace-complete.

» Validity/provability in second-order classical propositional
logic (known as the QBF problem) is Pspace-complete.

» Provability in second-order intuitionistic propositional
logic is undecidable.

Sita wyrazu: iloczyn/koniunkcja

x€eANB & VP(Vz(ze A—»zeB—zeP)—xeP).

AANB=Yp((A— B — p)—p).

Sita wyrazu: kwantyfikator szczegétowy

xelJSr & VQUP(SPC Q) x€Q)

P

Jpo =Vq(Vp(c — q) — q).

Polimorficzny rachunek lambda

Morat:

Mozna sie ograniczy¢ do jezyka z implikacja
i kwantyfikatorem ogélnym.

W ten sposéb otrzymujemy system F Girarda.

Sita wyrazu: suma/alternatywa

x€EAUB & VYP(ACP—BCP—xeP),

AX)VB(x) & VP(Vy(Aly)=P(y)) = Vy(B(y)=P(y))—=P(x)).

AV B=VYp((A—=p)—(B—p)—p).

Sita wyrazu: zbior (typ) pusty czyli fatsz

xew & VYP(xeP).

1L =Vpp

Poprawnos¢

Dla tak okreslonych spéjnikéw spetnione sg zwykte reguty
wnioskowania, w tym:

e M= plp:=9] ) Fr=3pe T ekyY

=dpy M=

(p & FV(T,¥))

Polymorphic types

» Basic idea: Vp. p — p is a type of a generic identity.
» Church style (explicit polymorphism):

> Generic identity | admits a type argument.

» The application I7 is of type 7 — 7.
» Curry style (implicit polymorphism):

» Generic identity | has all types 7 — 7 at once.



Girard's System F (Church style)

Mx:e)bFEx:e
Mx:o)EM:2 FTEM:p—¢ TEN:p
FrEXxcpM:p =9 M= MN:
Fr=M:¢ F=M:Vpop

(p & FVT(T))

FrEApM :Vpop M= MY :plp:=9]

A few examples

» Term AgAx"P(P=P) x(q — q)(xq)

has type Vq(Vp(p — p) = g — q);

» Term 2 = Ap AFP7PAXP.f(fx)

has type  Vp((p — p) = (p — p));

> Term Af7PP=3=P)ApAXP. f(q—p)(f px)

has type Vp(p— g — p) = Vp(p — g — g — p).

System F w stylu Churcha

Mx:e)bFx:e
Mx:o) - M:9 FTEM:p—¢ TEN:p
FEXxcpM:p—o M= MN:
Fr=M:p F=M:Vpop

(p & FVT(T))

FrEApM:Vpop = Mr:o[p:=1]

Wycieranie typow

IMN| = [M]|N|
[Ax:io. M| = Ax.|M]
Ap. M| = [M]|

M| = [M|

Girard's System F (Church style)

Mx:e)Ex:e
Mx:o)EM:9 rEM:p—1v TEN:@
NEXxpM:p— [ MN :
Fr=M:p [=M:Vpoy

(p & FVT(T))

FTEApM :Vpyp M= MY plp =1

Reduction rules
Beta:
> (Axit.M)N =45 M[x := N];
> (ANe.M)T =5 M[av := 7],
Eta:
> it Mx =, M (x & FV(M));

» ApMp =, M (p & FVT(M)).

Subject reduction:

fr-=M:7and M —g, Nthen =N : 7

System F w stylu Curry’ego

Mx:e)bFEx:e
Mx:o)EM:2 FTEM:.p—¢v TEN:p
FrEAx M:ip—o = MN:
Fr=M:p F=M:Vpop

(p & FVT(T))

N- M:Vpoy r=M :plp:=r]

Poprawnos¢ redukcji (Curry)

Twierdzenie:

JesliT =M : 71, orazM —5 M tol =M : 7.

Dowdéd: Pomijamy. (Nie jest oczywisty.)

Uwaga: Powyzsze nie zachodzi dla 7-redukgji.



Nierozstrzygalnosc¢

Twierdzenie 1: (wniosek z tw. Léba) Problem inhabitacji:

Dany typ 7, czy istnieje term zamkniety M typu 77

jest nierozstrzygalny dla systemu F.

Twierdzenie 2: (J.B. Wells, 1993) Problem typowalnosci:
Dany term M, czy istnieja takie i 7, ze T = M : 77

i problem sprawdzenia typu:
Danesa ', Mi7. CzyT M : 77

s3 dla systemu F (Curry) nierozstrzygalne.

Najprostszy dowod: A. Dudenhefner, 2020
(zweryfikowany w Coqu)

Natural numbers

Numerals:
n = ApAFPPAXP f(F(- - F(x)))
are of type

w=Vp((p — p) = (p = p)).

Examples of representable functions:

> Add = Amn.Ap. Afx.mpf (npfx);
> Mult = Amn.Ap.Afx.mp(npf)x;
» Exp = Amn.A\pAx.m(p — p)(np)fx.

Data types

Empty type: L =Vpp
Ex falso quodlibet:
IfFTEM: 1 thenT = Mr:T.

Coproduct

oV =Yp((c —=p)—=(7—p)—p)

Embedings and cases:

» Term inl,,,M = ApAu7PAvT7P.uM has type oV 7.
» Term inr,y, M = ApAu”7PAv™7P.vM has type oV 7.

» And case M of [x]P?,[y]Q” = MI(M\x"P)(\y™ Q) : V.

Beta-reduction:

case iny(P) of [x]M,[y]N = (iny(P))I(Ax"M)(\y™N) =
(ApAuv.uP)I(AxTM)(Ay™N) — (Ax"M)P — M|x := P].

Silna normalizacja

Twierdzenie (Jean-Yves Girard, 1972)

System F ma wfasnos¢ silnej normalizacji.

Dowd6d:  Metoda ,,Candidats de reductibilité”.
Wymaga kwantyfikowania zmiennych, ktére oznaczaja
rodziny zbioréw. To jest arytmetyka 3. rzedu!

Stowa i listy

Stowa nad alfabetem dwuliterowym:

Vp((p — p) = (p — p) = P — p)
Stowo baba to term ApAaP~PAbPPAxP. b(a(b(ax)))

Listy liczb naturalnych:
Vp((w —p—p) = p—p)

nil = ApAc“7P7PAXP. x n: €= NApAc?7P7PAXP. en(pcx)

Cartesian product

oANT=VYp((c =T —=p)—p)
Pairs and projections:
» Term (M7, N7) = ApA\y? 7 P.yMN has type o A T.

» Term m1(M7"7) = Mo(Ax“Ay™.x) has type o.
» Term mo( M) = MT(Ax“Ay".y) has type .

Beta-reduction works: 71 ((M, N)) — M, because
(ApAy77 7P yMN)o (AxTAy™.x) = (Ax Ay x)MN — M.
Eta-reduction does not work:

(m1 (M), m2(M)) = ApAy.y(mi(M))(m2(M)) 7 M

Abstract (encapsulated) type

Idea: Type dpo(p) is of shape o(7), where 7 is unspecified
(abstract) and not accesible to the user.

Example: An abstract pds object is of type
Jp(pxpx(p—p)x(p—w)x(wxp—p))



Existential types

Type assignment:

Fr=M:olp:=r1]
(P2ck) M, 71y < 3.
(unpack) NrN-M:3p.c T(x:0)FN:p (p & FV(T. p))

I+ unpack M as [x,p] in N : p

Beta reduction:

unpack [M,7]5,.0) as [x,p] in N —5 N[p :=7][x := M].

Implementing existential quantifier

Definitions:
» dpo = Yq(Vp(oc — q) — q).
> (M=l T]g, = AgAZTP=9) zr M;
» unpack M7 as [x,p] in N* = Mp(ApAx°.N).

Correcteness:

unpack [M, 7] as [x,p] in NP
= (Ag\z"P=9D .z M) p(ApAx?.N)
— (A2 2 M) (ApAx?.N)
— (ApAx?.N)TM
— N[p = 7][x := M].



