W poprzednim odcinku: logika pierwszego rzedu

Sygnatura: Ustalone symbole relacyjne, funkcyjne i state.
Sygnatura moze by¢ nieskonczona.

Logika i teoria typow
Termy: Zmienne a, b, ..., state, wyrazenia ft; ... t,.
Wyktad 8 Formuty:
— atomowe: rty ... t,, L;
—p = eV, o AY;

7 grudnia 2020 -Vayp, Jap.

Zmienne wolne: FV(Vap) = FV(3Jay) = FV(p) — {a}.

Utozsamiamy formuty rézniace sie tylko zmiennymi zwigzanymi.

Kripke semantics for first-order logic Semantyka Kripkego
colbrty...t, = A0l rti...t, (klasycznie);
Model: C = (C,<,{A.|ce C}) ol L.
c,olFeVvy = colFelubc, ol
Dla ¢ < d € C struktura A, zawiera sie w Ay, tj. Cobond = cokporazc ol
— nosnik |Ac| jest podzbiorem |Ayl;
— relacje w A, sa podzbiorami relacji w Ay; colrp—y = jelicscicelbgtocolry;
— funkcje w A, s3 obcieciami funkcji w Ay. c,ol-3ap = c olara]l- ¢, dla pewnego a € A;
c,olkVap = jeslic<ciae Ay, toc, o[lar a]lk .
Twierdzenie o poprawnosci Przyktad: W ——Va(raV —ra)

Model C = (N, <,{A, | n € N}), porzadek jak zwykle.

Lemat 1: Jedlic,olFpic<c, toc ol ¢. Struktury A, = (N, r"), gdzie r" = {m | m < n}.

Lemat 2: c olFpla:==t] < c ofa— [t o W tym modelu zaden stan nie wymusza Va(ra V —ra).
Zatem kazdy stan wymusza —Va(ra \V —ra).

Twierdzenie:  JesliT - orazc,ol-T, toc, ol . Uwaga: (1) Nie dziata twierdzenie Gliwienki.
(W skrocie: jesli T - o, to T I ¢.) (2) Spetnialnos¢ intuicjonistyczna nie implikuje klasycznej.
Dowéd: Indukcja.

Fakt: Jesli model C ma skoriczony zbiér stanéw,
to C Ik =—Va(raV —ra).

Przyktad: W Vx(p V r(x)) = p VvV Vx.r(x)

Model C = ({1,2}, <, {A;, A}), gdzie 1 < 2, oraz

A]- = <{1}7 f17p1>, -A2 = <{].72}7 r2,p2>
rt={1},p' = L, P={1},p=T

(Relacje L i T sa zeroargumentowe.)
W tym modelu 11-Vx(pV r(x)), ale 1 pVVx.r(x).

Fakt (Schemat Grzegorczyka)
Jesli w modelu C wszystkie |A.| sa takie same, to
Cl-Va(yp Vv p(a)) = ¥ VVap(a).



First-order games (function-free)

If Jros chooses an aim « in position I = 7

Now 7 =a V for 7 = q.

b1l) If o is an aim 3 — ~ then the next position is I, 3 F ~.

b2) If v is an aim /3 A 7y then Vphrodite a chooses between
positions ' = 5 and ' F ~.

b3) If the aim « is an atom or a disjunction then the next
position is [ - a.

b4) If o is an aim Vx ¢ then the next position is
I @[x := z], where z is fresh.

b5) If v is an aim Jx o then Jros chooses an arbitrary
variable y and the next position is I' - ¢[x := y].

Strategies of the players

tatwe: KaZda strategia 3rosa okresla dowsd normalny.

Trudne: Czy strategia Vfrodyty definiuje model?

Przyktad: Ta formuta wymaga modelu o nieskoriczonych
dziedzinach:

Vx3dy R(x,y)—=Vxyz (R(x,y)—R(y, z)—=R(x, z))—3x R(x, x)

Ale pozycje s3 skonczone!

Stany modelu to musza by¢ rozgrywki (ciagi pozycji).

Is any strategy a counter-model?

Not necessarily. La donna é mobile: Vphrodite's strategy
may be non-uniform but still winning.

Example: ¢,V 0F P — Q, where:
& =Vx(L(x) V R(x));
W =Vx(L(x) AR(x) = Q);
© =Vx3y S(x,y).

As long as Jros refers only to assumptions,
using variables x; in ®, Vphrodite chooses L(x;).

When he finally plays the aim, she changes her mind
and chooses R(x;) for the new variables.

There is a play where Jros never addresses the aim. It cannot
be reasonably “extended” to a play where P is forced.
That play wrongly forces P — @, the lemma fails.

If Jros chooses an assumption « in position [+ 7

al) If a is an assumption 3 — ~ then Vphrodite chooses
between positions [,y 7 and [+ f3.

a2) If « is an assumption [V 7 then Vphrodite chooses
between positions [, S -7 and ',y F 7.

a3) If v is an assumption (3 A 7 then Vphrodite has no choice
and the next position is I', 5,7 - 7.

a4) If v is an assumption Vx i, then Jros also chooses
an arbitrary variable y. Then the next position is
Mex: =yl

a5) If « is an assumption Ix ¢ then the next position is
I, p[x = z] b 7, where z is fresh.

Example: (¥x(P(x)V (P(x) = Q)) = Q) — Q

J: intro !

Ve XWX (P(x)V(P(x) > Q) —Q F Q7

J: apply X!

Vi X :Vx(P(x)V (P(x)=Q)) = @ F Vx(P(x)V(P(x)—Q)) ?
J: intro !

Vi X :Yx(P(x)V(P(x) = Q) = Q F P(x0)V (P(x) = Q)7

J: right; intro !

Ve X :Vx(P(x)V (P(x)=Q)—Q, Yo:P(x) F Q7?

()

Vo XWX (P(x)V(P(x)= Q) =@, Yo: P(xo), Yi:P(a) - Q7

Is any strategy a counter-model?

States in a model must be infinite plays p, where the goal 7,
is the same in almost all positions and the assumptions sum
up to a set .

Rozszerzanie rozgrywek: p; < p, musi oznacza¢,
ze kazdy krok p; ma odpowiednik w ps.

We need the following lemma to make this work:

Every state p forces all formulas in T,
and does not force the formula ,.

Counter-model out of the full strategy

Full strategy: consists of all “eventually winning”
positions of Vphrodite. It is a “nondeterministic”
strategy including all safe moves of Vphrodite.

Model: States of the model are saturated plays:
those where every “safe static turn” is actually played.



Grzegorczyk scheme

Vx(PV R(x)) F PV Vx.R(x)

Phase I: If ros chooses PV R(x'), for some x/, then
Vphrodite always responds by adding assumption R(x’)

Phase II: Eventually Jros may address an aim at the rhs.
If he chooses P, then Vphrodite plays as in Phase | and wins.
Otherwise R(y) is the new goal (with fresh y).

Phase III: If now Jros chooses PV R(y),

then Vphrodite can safely add P to assumptions.
(There is no more P at rhs.)

Whioski z determinacji dla gry pierwszego rzedu

Twierdzenie: Albo istnieje dowéd normalny, albo kontrmodel.

Whioski:
(1) Petnos¢: jesli I ¢, to - ¢;

(2) Semantyczna normalizacja:
jesli formuta ¢ ma dowdd, to ma dowdd normalny.

Przerwa na reklame

c oy T
1% /// uce Zl/l %M W

Combinators:
A 100-Year Celebration
®) Livestreamed Event
On December 7, 1920, at 6pm German time,
Moses Schonfinkel gave the talk that introduced
combinators. We are celebrating its 100th anniversary

with a public livestream about the history and future
of combinators, and their significance for computation.

December 7, 2020, at 6pm CET/12 noon EST/9am PST

Grzegorczyk scheme: a counter-model

Saturated plays in the game of Vx(P V R(x)) F P V ¥x.R(x)
are of three kinds, depending on the (eventual) rhs:

1. R(xX),... FPVVx.R(x) {x,...}
2. R(x"),... Gk P; {x,..}
3. R(X),....,PE R(y). {y,x,..}

States of type 1 can be “extended” to type 2 and 3.

Postaci normalne

Lemat: Let M be a term in normal form without free proof
variables. Then:

0) M is not of type L.
1) If M: oV then M =in; N, for some i and N.
2) If M : Jap then M = [N, t] for some N, t.

Whioski:

> Logika pierwszego rzedu jest niesprzeczna (¥ L).
> Jesli =@\ 1), to = lub ).
» Jesli - 3agp, to - pla:=t].

Sto lat logiki kombinatorycznej.
Dzisiaj.

Erasing dependencies



Woycieranie zaleznosci z typdw Przyktad

o k(Pt;...t,) = P (zmienna zdaniowa);
o k(e = ¥) = K(p) = K(V); k(Vx. (PV Q(x)) = PVVYx.Q(x)) =PV Q= PV Q
o k(e V) =r(p) V(1)
o Kl AY) = K(p) AE(D);
o k(L) =
o r(3ap) = K(p);
(

o r(Vap) = r(p).

Wycieranie zaleznosci z terméw (1) Wycieranie zaleznosci z terméw (2)
o k(x?) = x"(®)
o KO0.M) = Axr(p).(M) o k(Aa.M) = k(M).
o K(MN) = £(M)x(N) o 5(Mt) = 5(M)
o 5((M, N)) = (s(M), 5(N)) o w([t. M]) = K(M).
o w(mi(M)) = mi(k(M)) o x(unpack M as [a, y:¢] in N) = (Ay:x(e).6(N))&(M).
o K(ing M) = iny k(M)
o k(iny M) = iny 5(M) Lemat: Jesli - M : ¢, to w() - 5(M) : ().
o r(case Mof[x]P, [y]Q) = case r(M) of [x]x(P). [y]x(Q)

Example use: strong normalization Silna normalizacja

Lemat: Jesli M — 5 M', to k(M) —7 x(M’), z wyjatkiem

redukcji indywiduowych” (gdy redeks (\a.N)t zamieniamy Twierdzenie: Termy dla logiki pierwszego rzedu maja
na N[a:= t]). W tym przypadku (M) = x(M"). wfasnosc silnej normalizacji ze wzgledu na beta-redukcje.
Na przyktad: Dowéd: Jesli My — My — -+ to k(My) — k(My) —
r(unpack [t, M] as [a, y:¢] in N) = (Ay. 6(N))s(M) Nieskofczenie wiele razy zachodzi ,prawdziwa” redukcja.

R(N)ly = w(M)] = £(N[a := t]ly := M)

Silna normalizacja dla permutacji tez zachodzi.

Lemat: Kazdy ciag redukgji indywiduowych jest skonczony. Dow6d podobny jak dla rachunku zdan.

Dowéd: Maleje liczba lambd.

Erasing dependencies from Peano Arithmetic System T Gédla

Typy: Typy proste zbudowane z jednej statej typowej int.

Wezmy aksjomat indukcji Peana z 1889 roku: (Czasem dodaje sie bool, produkty itp.)

7(0)=Vy(int(y)—=7(y)—=7(sy)) = Vx(int(x)—=7(x)).
Termy: Jak w rachunku lambda z typami prostymi plus state:

Napiszmy go troche inaczej: 0:int s:int — int
Vx(int(x) = 7(0)=Vy(int(y)—=7(y)—=7(sy)) = 7(x)). R.:int—>7—=(int—>7—>7)—>T7,
| wytrzyjmy zaleznosci: Redukcja: Zwykta beta-redukcja oraz:
int—7—(int—=7—7)—=T. R,0PQ =P R.(sn)PQ= Qn(R.nPQ)

Przyktad: Funkcja poprzednika
pred = An"™. Rine n0 (Axy. x)



Twierdzenie Kreisela

Jedli PA I Va(int(a) — 3b(int(b) A W(a, b))),
gdzie W jest pierwotnie rekurencyjne.

to istnieje dowéd konstruktywny (w arytmetyce Heytinga).

Whasnosci systemu T

» System T ma wtasnos¢ silnej normalizacji
(dowéd , metoda Taita").

» Definiowalne sa wszystkie funkcje dowodliwie
rekurencyjne w PA.

» Wtasnos¢ SN dla systemu T jest niezalezna od PA.

To jest trudne

Metoda Taita (zwana tez metoda obliczalnosci) nie formalizuje
sie w PA, bo postuguje sie dowolnymi zbiorami terméw. Tego
sie nie da zakodowac liczbami.

Strong normalization for system T cannot be derived in PA.
Why?

Because it implies consistency of PA (there is no proof of L)
and that cannot be proven within PA.

Klasyczna logika drugiego rzedu

Skfadnia: Zmienne relacyjne i kwantyfikatory VR, 3R.

Semantyka w stylu Tarskiego: Interpretujemy zmienne
relacyjne jako relacje. Na przykfad formuta

Nat(a) = YR(Yb(R(b) — R(sb)) — R(0) — R(a))

definiuje standardowe liczby naturalne.

Whiosek: Aksjomaty Peana plus VaNat(a) definiuja
standardowy model arytmetyki z doktadnoscia do izomorfizmu.

Whiosek: Zbiér tautologii drugiego rzedu nie jest
rekurencyjnie przeliczalny (bo Th(N) nie jest).

Whiosek: Nie ma petnego systemu wnioskowania.

Program extraction

Suppose we can prove in HA/PA:
Va(int(a) — 3b(int(b) A W(a, b))).

This theorem erases to a type int — int x 7
The proof erases to a term F : int — int x .

The term Aa.mi(Fa) : int — int defines a function f such that:

Vn e N. W(n, f(n))).

Metoda Taita

Definition: Stable (computable,reducible. . .) terms:

» [int] := SN;
> [t = o] = {M|VYN(N € [r] = MN € [o])};

Gtéwny lemat:

» Termy stabilne maja wtasnos¢ SN.

» Kazdy term jest stabilny.

Logika drugiego rzedu,

czyli Polimorfizm

Sita wyrazu jezyka drugiego rzedu

Przyktad: Dodawanie liczb naturalnych (m + n = k):
VR(Va(Ra0a) — Vabc (Rabc — Ra(sb)(sc)) — Rmnk).

Dodawanie jest najmniejszym punktem statym operatora:

R — {(a,0,a) | a€ N} U{(a,sh,sc) | (a, b,c) € R}.

Uogdlnienie: Najmniejszy punkt staty operatora ®:
LFPy(a) := VR((®(R) C R) — Ra)
LFPy(a) := VR(Vb(®(R)b — Rb) — Ra)



Logika drugiego rzedu w stylu Henkina

Semantyka (nieformalna): Interpretujemy zmienne
relacyjne jako definiowalne predykaty.
To ma sens klasycznie i intuicjonistycznie.

Reguty wnioskowania:

Mo VR
(#) mryp s (REFUD) (B) e R = ha
21y L elR = Aay] (zp) LERe Doy

ME3Re [

(R FV(T,v))

Brouwer-Heyting-Kotmogorow

» A construction of YR ¢(R) is a method (function)
transforming every predicate R into a proof of p(R).

» A construction of AR p(R) consists of a predicate R
and a construction of p(R).



