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Bajka Selingera

The evil king calls the poor shepherd and gives him these
orders: “You must bring me the philosopher’s stone, or you
have to find a way to turn the philosopher’s stone into gold.
If you don't, your head will be taken off tomorrow!”

What can the poor shepherd do to save his life?

Bajka Selingera: zakonczenie

But what if, somehow, the king comes into the possession
of the philosopher’s stone?

Then the shepherd's brother, hidden inside the machine,

will grab the stone, and hand it discretely to the shepherd.
The shepherd now can say: “Oops, Your Majesty, I've been
mistaken. Here is the philosopher’s stone!”.

A little cheating: p VvV —p
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Rachunek lambda?

Czy dla logiki klasycznej mozna zdefiniowa¢ rachunek lambda?

1. Notacja dla dowodéw — to tatwe: trzeba tylko wymysli¢
sktadnie dla reguty (Cheat).

2. Ale czy to ma sens obliczeniowy?

3. A jak wygladaja klasyczne reguty gry?

Bajka Selingera: ciag dalszy

The next day the poor shepherd brings to the king's palace
a huge machine. The machine has two openings.

One is marked “Put the philosopher’s stone here!”

and the other “The gold will fall out from here”.

That will perfectly work as long as the king cannot put
the philosopher's stone into the machine.

A little game: =—=(p V —p)

c(pv-op)— LEL?
(pV-p)— LEpVvop!
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(pV-p)— LE-p!
(pv-p)— Lpk L7

- (pV-p)— LpEpV-p!
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- (pV-p)— Lpkp!
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Logika klasyczna

Ma—ak-M: L Ma—akFM:«
M pai—a.M: «a Ma-at[a]M: L

Term pa~(PV=P) [a](ina(Az”. [a](in1(2)))) ma typ p V —p.

Jesli a € FV(M), to zamiast pa:—a. M piszemy e, (M).



Sens obliczeniowy

Co mozna zrobi¢ z dowodem postaci pa™...[a]M*...7?

Wyja¢ dowdd M : «v ze srodka, i wyrzuci¢ reszte!

Co wyja¢ z tego dowodu:
MxPa)=PuaP. [a](x(AzP. £4([a]2))) ?

Przeszkody: niebieskie [a], czerwone z.

Sens obliczeniowy

pa (... [a]M>..)) = M7
pa N = N[[a] :== Am. abort(m)] ?

Timothy Griffin (1990):
Elpa™N] = N[[a] := Am. abort(E[m])]

Internalizacja Griffina

Elpa™N] == N[[a] := Am. abort(E[m])]

Rachunek Ap (Michel Parigot!, 1992):

— Otoczenie E moze by¢ ,wchtaniane” czesciowo.

INie myli¢ z rachunkiem p.

Semantyka kontynuacyjna

typ sposéb typ
termu  uzycia kontynuagji semantyka
T T* =0 r=(r*—0)—0
p P p—0 (p—0)—0
L 0 0—0 (0—0)—0
T—o0 71—ag (r—9)—=0 ((z—ac)—0)—=0

ldziemy w zaparte

Kiedy jest naprawde wazne, co jest wewnatrz [a]M?
Przy ewaluacji wyrazenia [a]M w jakim$ kontekscie.
Niedospecyfikowane fragmenty termu M moga wtedy
— okazac sie nieistotne;

— zosta¢ dookreslone.

Sens obliczeniowy: “sterowanie nielokalne”

pna.M = catchain M
[a]M

throw M to [&]

Rachunek Ap: fragment implikacyjny

(B) Ox*M)N = M[x = N].

(n,) pa~.[aM* = M, gdy a¢ FV(M).

Q) (na A MN = pb™P. Ma:= AX.[b](XN)]
Zeta inaczej:

(©) (pa =P MN = pb™. M[[a]0 := [b](ON)]
Moze by¢ jeszcze:

(84) [bl(pa™. M) = Mla:= b]

Translacja dla terméw (K. Nakazawa, M. Tatsuta, 2008)

M=X\k"7% M k

XK = x5(K)
(M. M) K = K(AxZ. M%)
MN>K = Mb>(Am. mNK)
[aIM > K = Mpk,
(na M) K = (Mv>mm)lk, := K]
Dla a : =0, nowa zmienna k, : ® — 0.

Whiosek (ale nie natychmiastowy):
silna normalizacja (dla 3,1, ¢).



Gry klasyczne

Jros moze zmieniaé cel gry.

Inaczej: gra moze miec wiele celéw,

Osiagniecie dowolnego celu jest wygrang Jrosa.
Zamiast zadania postaci ¢1,...,0, F,

mamy zadanie postaci ©1,...,¢, b ¥1,..., .

To sie nazywa sekwent.

Klasyczny rachunek sekwentow

koniunkcja alternatywa
—N— —N—
Sekwenty: ©O1,e 00 E oY1, (n,m>0)
————r ~———
zatozenia whioski

Aksjomaty: o F oy

Reguty:

— strukturalne,
— logiczne,
— reguta ciecia.

Poréwnanie

Naturalna dedukcja: Eliminacja i wprowadzanie

=
ﬂ (Elim ¢) % (Intro o)

Rachunek sekwentéw: Wprowadzanie z prawej i z lewej

aL B R RN &
(L — (R
..‘,ozoﬂk...( ) --~Fa<>5,...( )

Reguta ciecia

T, X Apkn
LAFET,M

(cut)

Petnos¢: Sekwent o1,..., 00 1,. .., 10, ma dowsd

wtw, gdy o1 A AN@, — 1 V-V, jest tautologia.

Dowéd uzywa reguty ciecia, np. tak:
e vk
AFp— FosdrFog
AT

Ne—=vEy

(cut)

Klasyczny rachunek sekwentow

Reguty s3 na Moodlu:

https://moodle.mimuw.edu.pl/draftfile.php/58575/user/draft /17843345 /rsekw.pdf

Reguty strukturalne

Loy, AFY

4,092

Wymiana: (LX) (RX)
v, AEY FEA Y, X
Ostabianie:  — = (Lw) T Rwy
Mekx Meg, X
. Me,ekEX M-, 0 x
Sk o L —— (LC —> = (RC
racanie ForT (LO) oy (RO)
Mozna uwaza¢, ze sekwent to para zbioréw.
Reguty logiczne
MeiFX (LK) M-, =9y, x (RK)
Mot ApoF X M-oeny, X
MY MykEX (LA) M,z (RA)
MevykFX ME@1 Vo, X
Ees Aven LR S
A e—yvEX N —>9,x
M- X (LN) MekX (RN)
M-pk-X M =p,
r,LkF (LF) =T, (RT)

Przyktad: = ((p — q) = p) = p

pkp

(RW)

— (RI)
Fp—gq,p pkp

(p—=aq)—=pkpp
(p—4q)—pkp
F({(p—aq)—=p)—p

pka,p

(LD)
(RC)
(RI)




Przyktad: - pV —p

RA)
(RX)
(RA)
(RC)

FpV-p,p
Fp.pV-p
FpV-p,pV-p
FpVv-p

Konserwatywnos¢

Wtasnosé podformut:

Formuty wystepujace w przestankach kazdej reguty
sa podformutami formut wystepujacych w konkluzji.

Whiosek: Dowéd formuty ¢ wymaga tylko regut dla
spojnikéw, ktére wystepuja w .

Ktopotliwy przypadek

Ao,

e Appky
I ) Aok

LA pEd
FAEY v

Rozwigzanie:

Zamiast zwyktej reguty ciecia rozwaza sie ,multi-cut™

Mo My,...,pF0
N-o

(multi)

Intuicjonistyczny rachunek sekwentéw

Meito (LK) Fre TEY
MoiNpaFo Fr=eAy
Meko F,QZ)I—J(LA) [ o;

Movyko M1V
MNeo F,LZ)FJ(LI) Moky (RI)
Ne—vko Fr-ep—9

Mo (LN) Mok L
M—-pkF_L )

Lo (LF) =T (RT)

(RK)

Gentzen's Hauptsatz

Twierdzenie (o eliminacji ciecia):

Jesli sekwent ' = A ma dowdd, to ma dowdd bez ciecia.

Zasada podformut:

Formuty wystepujace w przestankach kazdej reguty
sa podformutami formut wystepujacych w konkluzji.

Dowdd bez ciecia sekwentu = ¢ uzywa tylko podformut ¢.

Dowdd budujemy od korica, ,rozbierajac” formuty na czesci.

Przyktad eliminacji ciecia: Dowéd
(1) (2) ©)

)F,wkw M=o My

(R — (L —)
re r Fo
p = s P =Y (Cut)
=9
przeksztatcamy w dowéd:
(2) (1) (3)
re Mok
(Cut) ® LA :
M= Mokd
(Cut)

M=

Intuicjonistyczny rachunek sekwentéw

Sekwenty maja (co najwyzej) jedna formute po prawej stronie.

Wymiana: Loy, AFa (LX)
M,o, A0
Ostabianie: o (Lw) re
MekFo Mo
Skracanie: Lovto (LO)
Meko
Ciecie: ke ToFo (cut)
Mo

Przypisanie terméw (1)

rMN-=M:p THEN:yY
Fr=(M,N): oA

(RK)

F=M: g
rl—in,-(M):cpl\/cpg

(RA)

Mx:pFEM:9
M= Ax?M:p—

(RI)

(Rw)



Przypisanie terméw (2)

Mx:piFM:o
Ly prhgab Mix:=yli}] o

(LK)

Mx:pFM:0 Ty:YEN:o

(LA)
Mz:pViykcasezof [x]Mor[y]N:o

FrMN-=M:p Ix:yYEN:o
Ny:o—=9¢ENx:=yM]:c

(LN

Mx:LlbEe(x) (LF)

Postaci normalne

Fakt: Termy dowodowe dla rachunku sekwentéw bez ciecia,
to doktadnie postaci normalne ze wzgledu na beta-redukcje
i permutacje.

Whiosek: Jesli-a Vv 3, tot a lubF 3.
Dowéd: Jesli g M:aV 3, to M=in....

Inaczej: zadna reguta nie pasuje oprécz (RV).

No dobrze, ale dlaczego to nie dziata dla logiki klasycznej?

Bo jest jeszcze skracanie z prawej.

Reguty strukturalne

Wymiana: 282 gy TEL2. 0. gy
Mo, AFY FEA, X

Ostabianie: L(LW) L(RW)
FokFX TEo X

Bez ostabiania: kazde zatozenie musi by¢ wykorzystane.

F,waHI(LC) oo X

Skracanie:
Mpkx M=o, x

Bez skracania: kazde zatozenie moze by¢ uzyte tylko raz.

Linear logic: the data flow paradigm

» Correctness criterion = construction respecting resources.

» Intuitionistic construction is a function,
linear construction is an action.

» An assumption has to be used (consumed) exactly once:
cannot be re-used nor abandoned.

» But some resources are re-usable (la).

(RC)

Przypisanie terméw (3)

Fr=M:op Mx:pFN:o

r=Nx:=M:o (cut)

Rules for conjunction in sequent calculus

First choice (additive):

MakFx MFa,¥ TFBX

— (L R
MNanprFX (L&) FrFang, X (R

Second choice (multiplicative):

MNafEX TFa,X AFBN

— (l®) (R®)
NaABFX LAFaAB XN

W obecnosci regut strukturalnych mozna wybraé cokolwiek.

Logika liniowa

Lizak

Linear implication o —o /3 represents the type of process

in which the assumption (resource) « is processed into the
conclusion 3, without re-using any part of it, and without
leaving any unused garbage.

M=o, AYEI
A p—oyEX T

(L)



Przykfad

Whioskowania niepoprawne liniowo:

p,q¥ p
(p—p—q),p¥Fgqg
p,p,p—oq,q—oq—orkFr

Tensor

An object of type o @ (3 is a pair of objects: one of type a,
the other of type /3. Creating each component of the pair
requires separate resources. Consuming a pair requires using

both components.

Y.a,BFp Mo, AFB X

———(L®
Y a®pFp N MNMAFa®pB,Mx

Zagadka Lafonta

®)

An explanation :

Q&\ve .—Ea‘_» N Q:\v

—
ooO

Q&w%@. _._o < gw

With (wraz)

\/

e
Do you want a
@ &2@ ﬁ rabbit or a cat ?
P

| want a rabbit!

l Fst projection

Here is a rabbit !

Strictly forbidden :

Dwie koniunkcje

Wraz (with):
MakX N-o,> r=5x
— (L&) (R&)
Na&BrHX rFa&pX
Tensor:

MNa,fEXE N-o, AFAMN
—— (L®)

Napfrx NNAFa®p LN

Zagadka Lafonta

4o Coy E

This hat contains
something to make
a big mouse with a
piece.of cheese !

With (wraz)

An object of type o & /3 is a “virtual” pair of objects (one of
type «, the other of type (), from which exactly one can be
potentially created from the same resources. In other words,

a & 3 is a "right of choice” between « or 3. This right belongs
to the consumer.

Y,atkp M M=o, TEpBT
— (L&) (R&)
Y a&pBEp T MN-a&p,n
Réwnowaznosé
aooff = (a—p)&(B—a)

Fakt: Thaocof wtw,gdy THa—opforazl - —oq.



Negacja i dualnos¢

Negation:

Linear negation o is the dual type of a.
Producing data of type « is the same

as consuming data of type at.

Tk, X
Moetkx

MoekFX

RJ_
re @L,z( )

(L)

Note: Implications o — 3 and 3+ —o a* are equivalent.

(Analogy with electric current.)

Plus

Voas | =
@ This hat contains
@ & @ arabbit or a cat |
" eneciin

What it it?

/ \/

\®
Canonical injection Q

W e @ It's a rabbit !
'

Tego nie udowodnimy:

> Fa—ff—oa;

» ¥ (a—off—o7y)—o(a—of) —oa—n;

» Fad(fRy)oo(adf)® (ad)

Of course: Type lo represents the ability to create
any required amount of data of type a.
(Consumer of lav makes the decision.)

Maybe: An object of type 2 is the ability to consume
a certain amount of data of type «.
(Producer of ?av makes the decision.)

Duality: (la)* oo ?2(at) and (?a)* oo !(at)

Plus: An object of type o @ f3 is a pair consisting of an
object of type a or of type 3, and a flag showing which case
actually holds. The right of choice between « or 3 belongs
to the producer. The consumer opens a box and uses the
contents according to the instruction on the flag.

MekFX F.,z/;FZ(L@) M-y X
Nedyk-x ME 1@ o, &

(Ro)

Duality: Plus (@) is the other side of With (&):
(a®B)r ooat & B+
(0 & B)rooat @ pt

(Receiving a surprise is sending the right of choice.)

To udowodnimy:

> (0 — )t oo (a® BY);

» (a®f—o7) oo (a—of—n);

» (a—B) & (a—7) oo (a— B &)
> (0 —7) & (B —7) oo (a®f —7);
» aR(BEY) oo (a®p)® (a®7);
» (& B)t ooat @ B

» (a® B)t ooat & B

To tylko w prawo:

» (a— )@ (a—7) —o(a—BBY)
> (@& pB) D (a &) —~a&(Bd7)
»a®(f&7)—o(adf)&(ad7);

» a® (&)= (a®B) &(a® 7).

Przyktad obiadowy

15 zt — (pomidorowa & krupnik) & (kotlet & ryba)
® ('ziemniaki & 'ryZ) @ (kompot & jabtko)



Modalnosci Which of the following are linear theorems?

OéJ‘J‘o—o a?

a@a—oa?
(a®f—7)oo(a—f—7)
(y—~a)@(a®@a—f)—(y®y—p)
a®(B&y)—(adp)&(a®)
(a@p)&(ady) —~a®(f&7)
a®(f&y)—(a®pP)&(a®7)
(@®p)&(a®7) —a®(8&7)
(a&B)—la&!p

la & 18— a & B)

(lae — ) —o la— 15

(1o —o 1) I(la —o )
I(lae = 18)— I(lav —0 fB)

v

(la)t oo ?at oraz (?a)t oo lat;
> lav oo oy

>l oo 1&a&(la @ la);

» H(a&f) oo (la&15);

> (a&p)—olaglps;

» (lao — ) — la —o 13;

» a—f&7) —o (a—f)&Na—7).

Y vV Y Y Y vV Y VYV VYV VYV VvV VvV VY



