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Postaci normalne (fragment implikacyjny)

Konstruktory: Ax:a. N
Eliminatory:  xNj... N,

Poszukiwanie dowodu normalnego:

To prove T, use an assumption with suffix 7.
Otherwise proof is a constructor.

Dowody normalne (definicja II)

» Introductions:
- Mx:a. NP a— B,
— (Np,NY) s a A B,
—ini(N*) : aV 3,

» Proper eliminators (P):
-x%:a,
- pe=BNe B,
— pafeafil -

» Improper eliminators:
go(PH) 1 o,
case PV of [u®]M? or [V']NP : B

Pozytek z normalizacji: niesprzecznosc¢

Whiosek: Intuicjonistyczny rachunek zdan jest niesprzeczny:

formufa 1 nie ma dowodu.

Dowdéd: Wtedy istniatby dowéd normalny, czyli taki term M

w postaci normalnej, ze @+ M : L. Jak on moze wyglada¢?

» Nie moze by¢ konstruktorem, bo nie ma konstruktora

Tydzien temu: algorytm Ben-Yellesa

To answer [ - 7 : v, apply one of the following tactics:
» Fora=0—~,ask TU{x: 0} =7:7v (fresh x).
(Solution M = Ax:3. N7.)

» Findx: 0y — - — B —ainT,
then ask ' 7 : 3;, for all i. Success if k = 0.

(Solution M = fol N N;(’ﬁk')

W drugim przypadku mozna zadaé, aby o byta zmienna.

Dowody normalne (definicja I)

Strategie Jrosa w przypadku ogélnym:

> zmienne;

» My := xNJ;

» My := x{i}], gdzie i = 1,2;
» case x of [y] M or [z] N;

> \x: (.M,

» (M, N);

» in;(M);

> = (x).

Poprawnos¢ (do domu)

Te dwie definicje s3 réwnowazne.
Dowéd wykorzystuje taki techniczny lemat:

Lemat: Jesli M jest dowodem normalnym (w sensie
definicji I1), a P jest eliminatorem wfasciwym,
to takze M[x := P] jest dowodem normalnym.

Dowody normalne (definicja 1117)

To powinny by¢ postaci normalne
ze wzgledu na odpowiednie redukcje.
Beta-redukcje?

(=) A" M)N™ = M[x:=N]:o.

dla L (nie ma reguty (W.L1));

» Nie moze by¢ wtasciwym eliminatorem postaci xE; . .. E,,,
bo nie ma zmiennych.

(A) M7, N1} = M:T, (M7, N){2} = N:o0.

(V) case iny (P7) of [x"|M*,[y’]N? = M[x:=P]:p

» Zatem nie ma tez eliminatoréw postaci £ (P), ani
P +(P) case iny (Q7) of [x"|M?, [y’]N?* = N[y := Q] : p.

case P..., bo do tego potrzebny wtasciwy eliminator P.



Beta-redukcje to za mato

Term w postaci beta-normalnej moze np. wyglada¢ tak:

(case 7™V of [XT]PQ*H(‘?\ [ya]Qa—)H)Ma

Jak nad tym zapanowac?

Woprowadzi¢ dodatkowe redukcje porzadkujace (permutacje).

Permutacje dla L

> ey(e (M) = ey(M);
> cesp(MIN = ey (M);
> 54/’1/\992(M){’.} = ELPV‘(M);

» case g,y (M) of [ulR? or [v]S* = ¢,(M).

Schemat:

e (M)E? = £,(M), czyli MI[T]E” = M]o]

Dobra wiadomosé

Postaci normalne ze wzgledu na beta i permutacje,
to doktadnie dowody normalne:

Konstruktory: Ax:a.N, (N, Np), ini(N);

tadne eliminatory: x, PN, P{i};

Brzydkie eliminatory: ¢,(P), case P of [x]Ny or [y]N-.

Przyktad niewtasciwej eliminacji

W otoczeniu:

x:(gAp)Vr, y:r—=(r—=p)Vg, z:q—=p

term

case x of [u]u{2} or [v] (case yv of [wi]wiv or [wa]zws)

ma typ p.

Typy zmiennych: w:qAp, v:ir, wi:r—p, w:q.

Permutacje

Ktopotliwa sytuacja:

Brzydka eliminacja, a potem znowu eliminacja, czyli:
(case N of [x]P or [y]Q)E (e.(M))E
Eliminator E nie ma dostepu do ,wnetrza” termu.

Permutacje:

(case N of [x]P or [y]Q)E =
case N of [x]PE or [y]QE

(eo(MO)E™ = =(M*)

Permutacje dla case

» e (case M of [x]P or [y]Q) =
case M of [x]e,(P) or [y]e,(Q);

> (case M of [x]P or [y]Q)N =
case M of [x]PN or [y]QN;

> (case M of [x]P or [y]Q){i} =
case M of [x]P{i} or [y]Q{i};

» case (case M of [x]P or [y]Q) of [u]R or [v]S =

case M of [x](case P of [u]R or [v]S)
or [y](case Q of [u]R or [v]S)

Schemat:  M[x.P7,y.QT|E” = M[x.PTE?, y.QTE"]

Eliminatory wtasciwe

» Proper eliminators (P):
-x%:a,
- paBNe B,
— porhezfil
Taki eliminator wtasciwy ma zawsze posta¢ xE1E; . .. E,,
gdzie E; to albo termy, albo rzutowania {1}, {2}.

Typ eliminatora wtasciwego jest “koncéwka” typu zmiennej.

Example application:

Disjunction property: If T+« V 3, and V does not
occurin T, thenT -« or T+ f3.

Proof: Show that if T = M : oV 3, and M is normal, then
either [ = 1 or M is a constructor in.

Types of proper eliminators contain no \, so M is either an
introduction (OK) or an ,improper” eliminator.

If M =e(M')then T = M : L (OK).

If M = case M'... then M’ is a proper eliminator
of a disjunction type — excluded as above.



Whioski:

1. Prawo wytaczonego srodka p VV —p nie ma dowodu.

2. Prawo De Morgana —(p A q) — —p V —q tez nie ma.

Separation theorem

Implication: There is no « without — such that p — g+ a.

Proof: Induction.
If « =3 A~then p— gt .
If = 3V ~ then either p — g B orp— gk ~.

Nagroda pocieszenia

Strzatka Kuzniecowa:
K(p,q,r)=((pVa) A=r)V (=pA(g ¢ r)).

Fakt: Spéjniki L, —, V, A sa definiowalne z pomoca strzatki
Kuzniecowa.

Uwaga: Ale tu nie ma nic takiego, jak funkcyjna zupetnosé
logiki klasyczne;j.

Algorytm Wajsberga (uzupetniony)

To answer [ = o ?, apply one of the following tactics:
» Fora=03— v, askif [,3F~7
» Fora=03Av,askif T3 AND T F .
» For a = ay Vay, GUESS € {1,2}, and ask if [ - «;.

» GUESS 31 — -+ — Bk — A from I, where A = o
or A= 1; then ask FOR ALL /, if ' 3.
(Sukces, gdy k =0.)

» GUESS 3 — -+ — Bk — BV v from I, and ask FOR
ALL j, if T+ ;. Alsoaskif I, a AND I,vF «.

» GUESS 3y — -+ — Bk — B A~ from I, and ask FOR
ALL /i, if TF B Also ask if I, 8,7 F «a.

Separation theorem (Mordchaj Wajsberg, 1938)

Twierdzenie: Spgjniki intuicjonistyczne nie sa
wzajemnie definiowalne.

Disjunction: There is no « without \ such that pV q + «.

Proof:
IfatpVvgthenatporat g ButpVvgt/pand pVglt/q.

Separation theorem

Conjunction: If a+pAgq, and A is not in o, then a = L.
Proof: If « = 3V~ then 5+ L and v L by induction.
Assume that o = 8 — 7.

Then also § — L - p,
whence § — L F L, as p is not an available target.

On the other hand, also v F p A g, so v F L, by induction.

Thus we have § — v+ 5 — L,
and therefore § — v+ L.

Poszukiwanie dowodu normalnego:

Dowéd formuty 7 moze byé:

» Konstruktorem (o ile 7 nie jest atomem);
» Eliminatorem o zmiennej czotowej typu o:
» Wiasciwym, gdy 7 jest ,sufiksem” typu o;

> Niewtasciwym, gdy o ma ,sufiks” postaci a VvV 3 lub L.

Drobne usprawnienie: Mozna stosowac drugi przypadek
tylko wtedy, gdy 7 jest atomem lub alternatywa.

To jest algorytm Wajsberga-Bezaniszwilego.

Alternacja

Algorytm Wajsberga rozgatezia sie:

» Egzystencjalnie (niedeterministycznie), bo mozna wybraé
rézne taktyki i rézne zmienne;

» Uniwersalnie (rekurencyjnie), bo trzeba niezaleznie
rozwigzywa¢ rézne zadania.

To sie nazywa alternacja.



Terminacja

W kazdej gatezi obliczenia:

» Uzywa sie tylko podformut zadania poczatkowego.
» Otoczenie ' nigdy nie maleje.

» Mozna ignorowaé powtarzajace sie zatozenia
(utozsamiaé zmienne tego samego typu).

Morat: Po wielomianowej liczbie krokéw zadanie musi sie
powtdrzy€. Ztozonos¢ tego algorytmu jest wielomianowa
w czasie alternujacym.

Zatem problem decyzyjny dla intuicjonistycznego rachunku
zdan jest w klasie Pspace.

Algorytm Wajsberga: operacje

Zadanie ma posta¢ I - a.
Jakie operacje na nim wykonujemy?

» GUESS 31 — -+ — Bk — A from ', where A = «
or A= L; then ask if I - 3;, FOR ALL /.
Rozgatezienie rekurencyjne (uniwersalne)e ze zmiang
celow. Wymaga dostepnosci odp. zatozZenia.

» GUESS 3y — -+ — B — BV~ from I, and ask if
[, FORALL i. Also ask if ', 5+« AND I,y F «a.
Rozgafezienie uniwersalne ze zmiana celéw. W niektérych
przypadkach dodanie zatoZenia.

» GUESS 51 — -+ = Bk — B A~ from I, and ask FOR
ALL /i, if T F B;. Also ask if I, 5,7 F a.
Podobnie.

Algorytm Wajsberga jako automat

» Cel dowodowy to stan maszyny;

» Otoczenie I' to zawarto$¢ pamieci.

» Operacje:

Dodanie zatozenia = podniesienie flagi;

Zmiana celu = zmiana stanu;

Sprawdzenie dostepnosci zatozenia = sprawdzenie flagi;
Sprawdzenie postaci celu = sprawdzenie stanu maszyny;
Rozgatezienie egzystencjalne;

Rozgatezienie uniwersalne.

v v v v v vy

Uwaga: (1) nie mozna opusci¢ flagi (usuna¢ danej z pamieci);
(2) nie mozna sprawdzi¢, ze flaga jest opuszczona.

Monotonic automata

Configuration: (g,S), where g € Q and S C R.

Transitions:
» for | = g : check S;;set S,; jmp p:
(q,S5) = (p,SUS,), provided S; C S;
If (p,SUS,) accepting then (g, S) accepting
» for | = g : jmp p; and po:
(9:5) =1 (p1,S) and  (q,5) =/ (p2,5)
If (p1,S) and (p,, S) accepting then so is (g, S).

Algorytm Wajsberga: operacje

Zadanie ma posta¢ I - a.
Jakie operacje na nim wykonujemy?

» Fora=3—~,askif Il fF~7?
Zmiana celu plus dodanie nowego zatoZenia.
Wymaga celu odpowiedniej postaci.

» Fora=p3A~,askif T3 AND T I ~.
Rekurencyjne wywotanie dla dwéch nowych celéw
(rozgatezienie uniwersalne). Wymaga odp. celu.

» For « = ag V ap, GUESS j € {1,2}, and ask if [ - «;.
Egzystencjalny wybdr ze zmiana celu.

Algorytm Wajsberga: operacje
Zadanie ma posta¢ I - a.
Jakie operacje na nim wykonujemy?
» Dodanie zatozenia;

» Zmiana celu;

v

Sprawdzenie dostepnosci zatozenia;

v

Sprawdzenie postaci celu;

v

Rozgatezienie egzystencjalne;

» Rozgatezienie uniwersalne.

Monotonic automata

Monotonic automaton: M = (Q, R, f,T),

» Q is a finite set of states, f € Q the final state.
» R is a finite set of registers;
» 7 is a finite set of instructions of the form:

(1) g : check Sy;set Sp; jmp p,

(2) q: jmp p1 and py,

where p, p1,po € @ and 51,5, C R.

Proofs into programs

Twierdzenie: Problem dowodzenia w intuicjonistycznym
rachunku zdan sprowadza sie (w pamieci logarytmicznej)
do problemu stopu dla automatéw monotonicznych.

Dowdd: Dla danej formuty ¢ konstruujemy automat:

» Stany = mozliwe cele: podformuty formuty ¢
i jeden stan koncowy;

» Rejestry = mozliwe zatozenia, czyli tez podformuty.
» Instrukcje = jak w algorytmie Wajsberga.

Trzeba jeszcze dodac¢ przejscia do stanu koncowego
z konfiguracji wygrywajacych Jrosa.



Monotonic automata

Lemma
The halting problem for monotonic automata
Is a given configuration accepting?

is PSPACE-hard.

Czes¢ fatwa: Problem stopu rozstrzygamy w pamieci
wielomianowej, bo zbiér rejestréw tylko rosnie.

Example instructions for (s, a) = (u, b, +¢)

When i < p(n):

loop;
check stant, pozt, lit},; set stan’*!, poz!fl, lith™; jmp loopt, ,;

check stan;, poz, lit!; set lit'; jmp loop?, 1;

ia’

When i = p(n):

loop! :

Lt e t+1
check stant, pozt, lit},; set stan'™, pozt!, ity ; jmp loopi*;

check stang, poz, litt; set lit5™"; jmp loopt**.

iar

Ztozonos¢ intuicjonistycznej logiki zdaniowej

Twierdzenie:

Intuicjonistyczny rachunek zdan jest PSPACE-zupetny.

Programs into proofs!

Given M = (Q, R, f,Z) and Cy = (qo, So),
define a set of axioms I' so that

MN=qo iff Gy is accepting.

Propositional variables: states and registers of M.
Put all of Sy into T, also £ € T.

Other axioms represent instructions of M.

Czes¢ trudna: Monotonic encoding of an ATM

Alternating time p(n).

Registers:  stan, lit},, pozt,

1a

Initial configuration:
0

0 f7:0 - 0 0
Co = (loopy, {lit1,,, ..., litn, ity 15, ... ity g, Stand, pozQ}).

represents initial ID of TM for input w = a;...a,.

Later:
C = (loop}, S) encodes the first t steps of TM computation,
eg., litg, €S iff after 5 steps, the 6th cell contains a.

Example instructions: universal split

Assume that TM does not write nor move in universal states.

When i < p(n):

loop; : check stant, lit},, pozf; set littHt, poz}“; jmp loop;,;

When i = p(n):

t. it . pt+l t+1. jptt+1.
loop; : check stang, lit;,, pozj; set lit;,;~, poz;™"; jmp split

s152"

S t+l t+1 t+1.
splity,, : jmp goi™" and goiit;

t+1

t+1.
8oy,

: check &; set stanf™; jmp loop!**;

Konstrukcja dowodu jako obliczenie

Konfiguracje automatu reprezentujemy jako osad I - p
(gdzie p — atom).

» Cel atomowy p to stan maszyny;
» Otoczenie ' to zawarto$¢ pamieci, w tym program.
» Zatozenie p — g umozliwia zmiane stanu z g na p.

» Zatozenie (b — p) — g umozliwia zmiane stanu z g na p,
z jednoczesnym zapisaniem b w pamieci.

» Zatozenie a — p — g umozliwia zmiane stanu z g na p,
pod warunkiem, ze w pamieci jest zapisane a.

Uwaga: (1) nie mozna usunaé¢ danej z pamieci;
(2) nie mozna sprawdzi¢, ze danej w pamieci nie ma.

Instructions seen as axioms

Axiom for g : check Si;set Sy; jmp p,
where S; = {s},...,sk} and S, = {s3,..., 55}

(1) st sk (s =S p)—q.

Axiom for g : jmp p; and po:
(2) p1— p2—q.



Proof construction as computation The technical lemma we need

To prove [, S I g, one can:

» Note that g = f and observe f € T; Lemma
Skq iff (q,5US) is accepting.
» Use axiom p; — po» — g and prove in parallel:

Skpr and T,SFpo Proof.
(=) Induction wrt the size of proof.
» Use axiom s{ — -+ = sf = (s3 = -5, = p) = q, («<=) Induction wrt the definition of acceptance.

provided S; = {si,...,sf} C S, and prove that
r,S,st .. sskp



