Logika i teoria typow

Wyktad 2

26 pazdziernika 2020

Curry style: simple type assignment

Typy proste: formuty zdaniowe z sama implikacja.

Otoczenie: zbiér deklaracji postaci (x : 7)
MNx:o)F x:0o (Var)

Mx:o)E-M:7
————— (Abs)
TEMXM:0—T1
ITEM:o—7 THEN:o
F=MN:T

(App)

Subject Reduction

Theorem:
If T=M:7and M —p, N thenT = N : 7.

Non-orthodox Church

Type-assignment with type annotations on bound variables.

MN(x:0) b x:0 (Var)

Mx:o)FM:7
[EXxioM:o— T

(Abs)

[TFEM:oco—-717 TEN:o
F=MN:T

(App)

Fact: f TFM:7and THM: o then 7 =o0.

Typy proste

(Turbo-powtérzenie)

Przyktady

v

v

x:p=>q—=>ry:p—>q z:p b xz(yz):r,

F dxyz.xz(yz):(p—>qg—r)—=>(p—q9)— p—r
AXy. X p— q—p;

AXY. X T =0 — T,

2:(tr=71)—>T—>T]

¥ Mx.xx:7, dlakazdego 7.

Silna normalizacja

Twierdzenie:

JesliT = M : 1, to term M jest silnie normalizowalny.

Informal type annotations

Typable Curry style terms can be informally
annotated by types, e.g. ((Ax7.N7)7 77 P7)7.
Such annotations represent type derivations
and can be identified with Church-style terms.

In many cases it does not matter if we consider Curry
style or Church style, orthodox or not. We always
choose what is the most convenient formulation.

N.B. Coq is non-orthodox Church



Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (1)

MAFA

N-A N-B rFAAB rFAAB

(WA)  —— " (EA) ———— (EA
r'EAAB A 'EB

A THA-=B rAFB
E=) —
r-s r-A—B

Natural Deduction: proste wtasnosci

» Ostabianie (weakening):
JesliTH@orazll CA, to Al .
» Podstawianie (substitution):

JesliT + o, toT[p:= ] lp:=1].

Dowéd: Indukcja ze wzgledu na dowdd.

Alternatywa to suma prosta

=M: g
M=ini(M): o1 Vs

Fr'-=M:avpg lNuabFR:7 T)hviEQ:T
M= Mu.R,v.Ql: 7

Write also  case M of [u]R or [v]Q for M[u.R,v.Q]
Uwaga:

Notacja in;(M) jest niejednoznaczna. Powinno byé¢ np. in®*Y*2(M).

i

Curry-Howard Isomorphism

A propositional formula « is an intuitionistic theorem iff
there exists a closed term of type «v (type « is nonempty).

“Propositions-as-Types”
» Formula = type = specification.

» Proof = program = implementation.

» Proof normalization = computation.

Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (2)

Mr=A r-B

— (WV) — (WV)
r-AvB r-AvB

rFAVB T,A-C T,BFC
rec

(EV)

AL rF—=A TFA

7R T

reatY

Rozszerzony rachunek A: fatsz i koniunkcja

reEM:L
FFMo]:o

Write also ¢, (M) for M[o].

rMN-M:a TEN:S
FTE(MN)y:anp

FrEM:oag Aas
M= M{i}:

Koniunkcja to iloczyn kartezjanski. Fatsz to typ pusty.

Beta-redukcja

Beta-redeks to eliminacja spéjnika zastosowana bezposrednio
po jego wprowadzeniu. Beta-redukcja to ,upraszcza™

(=) A" M)N™ = M[x:=N]:o.

(N) (MT N1} = M:T, (M7, NY{2} = N:o.

(V) case iny (P7) of [x"|M?,[y’]NF = M[x:=P]:p
case iny (Q7) of [x"|M?, [y’]N? = N[y := Q] : p.

Przyktady

x:op B AyPMx(y{1}) s ~(p A q);
X:p—=q,y:—p— gk Az9 y(AuP. xuz)z 1 —q.
x:=p A=gh AyPY9.case y of [u]x{1}uor [v]x{2}v : —(pVq)

x:=(pVag) k(AP x(ini(y)), Az9. x(in2(2))) : =p A —g.



Hilbert-style proofs

Possible axiom schemes for implicational IPC

All formulas of the following form are axioms:

(K)o =¥ =g
() (b= =)= (p— ) =90

Add the scheme ((¢ — ¥) — ¢) — ¢ for classical logic.

A fundamental property: the deduction theorem

Theorem: T oy iff Ty o — .
Proof: (<) Immediate use of modus ponens.
(=) Induction wrt proofs of ¢ from T, .

Case 1: If ¢» € T, or ¢ is an axiom, we detach
from the axiom ¢ — ¢ — 1.

Case 17: One can do the same if ¢ not used in proof.
Case 2: If 1) = ¢ we use the example proof of v — .

Case 3: If ¢) obtained from o and o — ), apply induction.
There are proofs of ¢ — « and ¢ — (o — ) from T.
Detach those from axiom (S).

Deduction theorem < combinatory abstraction

Mx:oFM:yp iff TEXXx.M:p— 1.

Case 3: If ) obtained from « and o — ¢, apply induction.
There are proofs of ¢ — v and p — (v — ¥) from T,
Detach those from axiom (S).

If M = Po=¥Q°, then A\*x. M = S(\*x. P)(\*x. Q).

Many axioms — few rules

Assume a (recursively enumerable) set of axioms.

Definition: A proof of 1) from I is a sequence of formulas
1,10, ... b, such that ¢, = and, forall i =1,...,n,

» either 1); is an axiom, or ¢); € ', or
> there are j, ¢ < i such that v; = 1), — 1;
(w; is obtained from 1; and v using modus ponens).

Example proof

(p=>@W—=9)=2p)= (e —=0) 20—
o= (=) = @

(=Y —=9)—=>p—=¢ (detach 2 from 1);
==

¢ = ¢ (detach 4 from 3).

AN S

Curry-Howard: proofs are typed combinators.

Deduction theorem < combinatory abstraction

Mx:oFEM:yp iff TEXNX.M:p—a.

Case 1: If p € T, or ¢ is an axiom, we detach
from the axiom ¢ — ¢ — ).

If M =y is a variable in T, then \*x.y = Ky.
Case 17: One can do the same if x :  not used in proof.
Case 2: If 1) = ¢ we use the example proof of p — .

If M = x, then \*x.,x =1 = SKK.

Jak trudny jest rachunek zdan (dygresja)

Problem wnioskowania w rachunku zdan:
Czy dana formuta (implikacyjnego) rachunku zdan
Jest konsekwencja danych schematéw aksjomatéw?

Twierdzenie (Linial, Post, 1949):
Problem wnioskowania w rachunku zdan jest nierozstrzygalny.



Various implicational axioms. ..

B :(5=9)—(amf)oa—
B :(a—=8)—=L—7v)—a—m
a—=f=y)=>F—=>a—=y

C
W:(a—=a—=0)—a—p.
...and logics:

SBCI - relevant logic (every assumption must be used, cf. Al).
BCK - affine logic (every assumption used at most once).
BCI - BCl-logic (every assumption used exactly once).

BB'IW - ticket entailment.

Algebra formut

Relacja <r w zbiorze F wszystkich formut:
o <rvy & M=o — .
jest quasi-porzadkiem (jest zwrotna i przechodnia).
Réwnowaznosé indukowana przez <
@~ & [ <.
Zbiér Lr = F /. jest czesciowo uporzadkowany przez

F<W & Treoo

Kraty

Krata: zbiér czesciowo uporzadkowany, w ktérym kazdy
podzbiér dwuelementowy ma kres gérny i dolny.

Oznaczenia: all b = sup{a, b}, ar b= inf{a, b}.

Element najmniejszy kraty (jesli istnieje) nazywamy zerem,
a najwiekszy jedynka

Fakt: Nastepujace warunki sa réwnowazne w kracie:

> a < b;
» allb=aga
> allb=b.

Semantyka algebraiczna

Wtasnosci porzadku £ = (F /., <)

» Elementem najmniejszym (,zerem”) jest
0=[L=A{¢[TF o}
» Elementem najwigkszym (. jedynka”) jest
1=[T]={¢ | TF ¢}
Uwaga: [a — 8] =1 < [a] < [4].
» Kresem dolnym zbioru {[¢], []} jest [p A ¢],
a kresem gérnym jest [¢ V 1].

Krata (lattice): zbiér czesciowo uporzadkowany (poset),

w ktérym kazdy podzbiér dwuelementowy ma kres gérny
(lu.b.) i kres dolny (g.l.b.).

Przyktady krat

/1 /1\ *
Y N/ N\

2\/ i NS
0 0 0

O— N —> =

(a) (b) (c) (d)

W kracie (b) zachodzi:

(2u3)M4=1M4=4 oraz (2M4)U(BMN4)=2010=2

Krata dystrybutywna Algebra Boole'a

Krata jest dystrybutywna, gdy dla dowolnych a, b, c: Krata dystrybutywna z zerem i jedynka jest algebra Boole'a,

(aub)Mc=(aMc)U(bmc)
(amb)Uc=(aldc)n(blc)

Fakt: Krata L jest dystrybutywna, bo
FeVY)Ad < (oA V(Y AD)
FeAy)Vi < (VI)A (Y VI)

gdy dla dowolnego a istnieje dopetnienie (complement),
tj. takie b, ze

allb=1 oraz afnb=0.

W kracie £ mamy problem: wprawdzie [¢ A —¢] = 0,
ale niekoniecznie [p V —¢] = 1. To nie bedzie dopetnienie,
wiec L nie bedzie algebra Boole'a.



Pseudodopetnienie (pseudocomplement)

Fakt:
Klasa [—]| jest najwiekszym elementem L, ktcry daje zero
w przecieciu z [¢| — czyli pseudodopetnieniem klasy [y].

Dowdd: Bo jesli [o] M o] =0, to T aAp — L,
skad [a] < [¢ — L]. A to dlatego, ze formuty
aANf—=v i a—=pF—7y

s3 réwnowazne. To sie nazywa ,currying’.

Pseudodopetnienie wzgledne (relative p.)

Pseudodopetnienie elementu a wzgledem b,

to najwiekszy element ¢ o whasnosci cMa < b.

Jesli taki element istnieje, to jest tylko jeden.
Oznaczamy go przez a = b. Dla kazdego x zachodzi wtedy

xMa<b & x<a=bh

Pseudodopetnienie (wzgledem zera) oznaczamy przez ~a

Dwie pozyteczne wiadomosci

1. Jesli a = b istnieje dla dowolnych a i b, to krata jest
dystrybutywna.

2. Kazda skoriczona krata dystrybutywna jest algebra
Heytinga.

Poprawnosé definicji

Fakt: Jesli zbiory X, Ai B s3 otwarte, to

XNACB &  XClnt(—AUB).

Dowdd: Zadanie dla pierwszego roku: dla dowolnych X, A, B:

XNACB & XC-AUB
Ponadto, jesli X otwarty i X C Y, to X C Int(Y).

Co to jest implikacja?

Currying: F(aAB—=7) < (a—8—=7).

W algebrze £ mamy wiec:
[fn[Bl <Dl & [e] <[6—1]

Morat:
Klasa [0 — 7] to najwiekszy element ¢ € L
o whasnosci ¢ M [] < [7].

Algebra Heytinga

Krata dystrybutywna z zerem i jedynka jest algebra Heytinga,
(albo algebra pseudoboole‘owska) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych a i b istnieje pseudodopetnienie wzgledne a = b.

Morat: Krata L jest algebra Heytinga.

Nazywamy ja tez algebra formut albo algebra Lindenbauma
dla intuicjonistycznego rachunku zdan.

(Algebra Lindenbauma dla klasycznego rachunku zdan
jest algebra Boole'a.)

Jeszcze lepsza wiadomosé

Rodzina podzbioréw otwartych przestrzeni topologicznej tworzy
algebre Heytinga (ze wzgledu na inkluzje i zwykte dziatania).

Pseudodopetnienie wzgledne: A= B = Int(—A U B);
Pseudodopetnienie: ~A = Int(—A)

Def: Przestrzer topologiczna to zbiér z wyrézniong rodzina zbioréw
otwartych. Zbiory otwarte sa zamkniete ze wzgledu na dowolne
sumy i skoriczone iloczyny. Zbidr pusty i cata przestrzen sa otwarte.

Whetrze Int(A) zbioru A to najwiekszy zbiér otwarty zawarty w A.

Semantyka algebraiczna

H=(H,Un,=.,01) — algebra Heytinga;
v:Z—H — wartosciowanie zmiennych ze zbioru Z;

[el?* (lub [].) — znaczenie formuty ¢ przy wartoéciowaniu v.

|[p]]v = V(p), dla p € Z;
I[J-]]v = 0

[evyl, = lelv Uyl
[enyl, = lelv ¥l

[ =], = [¢el = [¥].-



Piszemy:

v

HoviEe  gdy [l =1

HE o, gdy H,v = o, dla wszystkich v;

v

v

H,vET, gdy H,v = ¢, dla wszystkich ¢ € T;

» HET, gdy H,v [T, dla wszystkich v;
» T E o, gdy H,v =T zawsze pociaga H,v E ¢;
> =, gdy H,v = ¢, dla wszystkich H, v.

| to sie wtedy nazywa tautologia.

Twierdzenie o petnosci

1. Poprawnos¢: JesliT = o, to T = .
2. Petnosé: | na odwrét.
Dowdd (1): Pozostate przypadki tez tatwe (¢wiczenia?)

Dowdd (2): W algebrze £ wezmy takie wartosciowanie v,
ze v(p) = [p]~ dla p € Z.

Wtedy zawsze [¢], = [¢]~ (trywialna indukcja).
Jesliverl, to[v], =[]~ =1. Awiec Lr,v =T.

Skoro I =, to Lr,v E ¢, czyli [p]~ =[¢], =1 ={a | T F a}.

A zatem I F .

Czytanie z listu Charlesa Sandersa Peirce’a do Williama Jamesa

I have long felt that it is a serious defect in existing logic that
it takes no heed of the limit between two realms. | do not say
that the Principle of Excluded Middle is downright false; but
I do say that in every field of thought whatsoever there is an
intermediate ground between positive assertion and positive
negation which is just as Real as they.

(NEM 3:851, Feb. 26, 1909)

Wtasnos¢ skonczonego modelu

Twierdzenie:
Jesli H |= ¢ dla wszystkich skoriczonych algebr H, to = .

(Inaczej: Jesli [~ ¢, to istnieje skoniczony kontrprzyktad.)

Dowdd: Cwiczenia?

Twierdzenie o petnosci

1. Poprawnos¢: Jesli T @, toT = .
2. Petnosé: | na odwrdt.

Dowéd (1): Jesli I = {v4,....3,} to przez [['], oznaczamy

element [01], M --- 1 [J,],. (Uwaga: [@], = 1.)

Przez indukcje ze wzgledu na rozmiary dowodu, pokazujemy,
ze jesli T = o, to [[], <[]y, dla dowolnych H, v. W kroku
indukcyjnym mamy rézne przypadki, wg ostatniej uzytej reguty.
Przyp. 1: Aksjomat I F ¢, gdzie ¢ € I — oczywiste.

Przyp. 2: Dowdd I F ¢ otrzymano przez (E—) z dowoddéw
M=y ilky— o Wtedy [, <[], i [T] < [¥ — ¢]v,
zatem [, < [¢], N [Y — ¢l < [#lv.

Whiosek Nastepujace formuty nie sa intuicjonistycznie prawdziwe:

1. =pVp;
2. m=p — p.
Dowdd: Zbiory otwarte na prostej rzeczywistej tworza algebre
Heytinga O(R) z dziataniami U, N, 0 = &, 1 = R, oraz:
~A=Int(—A), A= B=Int(—AUB).
W tej algebrze, przy wartosciowaniu v(p) = R — {0} mamy:

[-pl, = ~(R — {0}) = Int({0}) = &
[PVl =2U(R-{0})=R—{0} #1,
[==pl, = ~@ = Int(R) = R;
[-=p = p] = Int(-RU(R - {0})) =
Int(g U (R —{0})) = Int(R — {0}) =R — {0} #1.

v

\{

v

v

Dalsze wnioski
Nastepujace formuty nie s3 intuicjonistycznie prawdziwe:

L (m=p—p) = -pVp

2. (mq—=—p) = (p—q);
3.(p=aq)=(p—q) >

4 =(pAq) = (=pV —a);

5 ((p—q) = p) = p (prawo Peirce'a).

Dowdd: Cwiczenia.

Rozstrzygalnosé

Whiosek: Intuicjonistyczny rachunek zdan jest rozstrzygalny.

Dowdd: Dla danej formuty ¢ albo istnieje dowdd albo istnieje
skonczony kontrprzyktad. Szukamy obu na raz.

Ztozonos¢ (tego algorytmu): zniechecajaca.



Nie wystarczy jeden skonczony model

Fakt: Formufa \/{p; — p; | i,j € {1,....,n} Ni #j}

> nie jest tautologia;

> jest prawdziwa w kazdej algebrze Heytinga,
ktéra ma mniej niz n elementéw.

Morat:

Logika intuicjonistyczna nie jest logika ,wielowartosciowa':
nie wystarczy ustalony skonczony zbiér wartosci.



