Egzamin z logiki i teorii typéw, 1 lutego 2023

1. Ktore z nastepujacych formut sg intuicjonistycznymi twierdzeniami, a ktére nie? W przy-
padku odpowiedzi pozytywnej nalezy skonstruowaé¢ dowod (czy mozna to zrobi¢ bez
reguly ex falso?), przy odpowiedzi negatywnej mozna np. wskaza¢ model Kripkego
(wystarczy jeden sposob).

(@) (7=p—=p) = q) =4
(b) ((==p = p) = ~q) = ¢
2. Niech v =Vz3y(P(y)AN(Q(y) — Q(z))), B = —Vz Q(x) oraz 6 = Va(P(z) = (Q(z)V.S)).

Udowodni¢, ze formuta v — § — § — S nie jest intuicjonistycznym twierdzeniem, ale
jest wymuszana przez wszystkie modele Kripkego o statych dziedzinach.

3. Automat z kolejkg ma skoriczony zbior stanoéw i kolejke (stowo nad ustalonym alfabetem),
na ktorej moze wykonywac takie operacje:

—p: insert (A); goto ¢ (w stanie p wstaw A na koniec kolejki; przejdz do stanu gq);
— p: delete; goto ¢ (w stanie p usun litere z poczatku kolejki; przejdz do q);
—p: peek (A); goto g (ze stanu p przejdz do g jesli na poczatku kolejki jest A).

Dla danego automatu z kolejka prosze skonstruowaé formule pierwszego rzedu, ktéra
jest intuicjonistycznym twierdzeniem wtedy i tylko wtedy, gdy automat uruchomiony
w stanie qo z kolejkg # zatrzyma si¢ w stanie koncowym ¢qy. Mozna zakladac, ze kolejka
nigdy nie jest pusta.

Wskazowka: Otoczenie I' kodujgce kolejke w = A ... A, moze sie sktadaé¢ z formut ato-
mowych S(x1,x2),S(x2,x3),...,5(xn-1,2n), A1(x1),..., An(x,) i pewnej ilosci $mieci
(niepotrzebnych ale nieszkodliwych innych zalozeri). Cel dowodowy postaci p(z1, )
wskazuje na biezacy stan p i zawiera wskazniki do konca i poczatku kolejki. Zadanie
polega na dodaniu do I' dodatkowych zatozen A, w ten sposoéb, aby dowdéd normalny
osadu I'; A F p(x1,z,) wymagal dowodu osadu IV, A - p/(2), z,), gdzie I i p/ (2, 2})
przedstawiaja kolejng konfiguracje automatu.



Rozwigzania

la: Rozpatrzmy model Kripkego o dwéch stanach 0 i 1, przy tym niech 0 ¥ p,q i 1 IF p,q.
Wtedy 0 IF ——p, wiec 0 ¥ (=—p — p). Ale 0 IF (——p — p) — ¢ wiec formuta (1a) nie jest
wymuszona w stanie 0.

1b: Dowdd w Coqu jest w pliku zadl.v. Co sie tyczy dowodu bez ex falso, przypomnijmy,
ze negacja —a to w istocie skrot implikacji o — L. Regula ex falso nadaje statej L szczegdlna
role; jesli ja usuniemy, to L staje sie taka sama zmienng zdaniows, jak inne. Jesli wiec formuta
ma dowod bez reguty ex falso, to ma tez dowdd formuta otrzymana z niej przez zamiane kazdej
negacji ~a na o — r, gdzie r jest nowa zmienna. W naszym przypadku bytaby to formuta
((p—r)—r)—=p) —q—r)— q— r. Kontrmodel dla tej formuly ma trzy stany 0, 11 2,
a relacje I okreslimy tak: 0,1,2W p, 0 q,7, 1,21F q, 2IF 7, 1 ¥ r. Wtedy jedynym stanem,
ktory forsuje formute (p — r) — r jest 2 i zaden stan nie wymusza ((p — r) — r) — p. Stad
OlF(((p—r)—>1)—p —>q—r. AleOW qg—r.

Inaczej: Dowdd formuty (((p — r) = r) — p) = ¢ — r) — g — r, to lambda-term
tego typu, ktory ma posta¢ normalna Az(—=7)=7)=P)=a=7\yd M7 Term M musi wygladaé
tak: M = aN(@=1)=1)=pQ4 odzie N = \zP=")=" PP Ale w otoczeniu, w ktorym typy
wszystkich zmiennych x,y, z koriczg sie na r lub ¢ nie istnieje term typu p.

2: Dowod w Coqu przy zalozeniu schematu Grzegorczyka jest w pliku zad2.v.

Wezmy model Kripkego o dwoéch stanach 0 < 1, i strukturach Aq = ({0}, P°,Q°, S°),
Ar = ({0,1}, PL. QY SY), gdzie Q¥ = Q' = {0}, P’ = {0}, P! = {0,1}, zeroargumentowa
relacja S° nie zachodzi, a S zachodzi. W tym modelu atom P(y) jest wymuszany zawsze,
wiec 0 Ik Vz(P(z) A (Q(z) — Q(x))), i tym bardziej 0 IF v. Poniewaz 1 € Q!, wiec 0 ¥ 8.
Dalej 0 IF Va(Q(z) V S), bo w stanie 0 mamy @, a w stanie 1 mamy S. Stad 0 I 0. Ostatecznie
OW~y—=>B—->50—>5 bo0lFS.

3: W zbiorze A mamy formule Vay q¢(z, y) i po jednej formule dla kazdej instrukeji automatu:

—Vayz(S(z,y) = q(x, 2) = p(x,y)), dla instrukcji p : delete; goto g;
~Vay(Vz(S(z,2) = A(z) = q(2,y)) = p(z,y)), dlainstrukcji p: insert (A); goto g;
~Vay(A(y) — q(z,y) — p(x,y)), dla instrukcji p : peek (A); goto q.

Powiemy, Ze otoczenie I'(z1,...,2,) koduje kolejke w = Al...A,, gdy naleza do niego for-
muty jak we wskazowce, a wszystkie pozostate formutly sg atomowe i nie zawieraja zmiennych
T, ..., Tp, Z cO najwyzej jednym wyjatkiem postaci S(x,,y) gdzie y # x1, ..., z,. Wtedy osad
postaci I'y A  ¢(z1, z,,) mozna tylko udowodni¢ z pomoca formuly zwiazanej z instrukcja dla
stanu ¢. Na przyklad jesli to jest instrukcja p : insert (A); goto ¢, to musimy udowodni¢
I'AFVz(S(z,21) = A(z) = p(z,2y)), co prowadzi do zadania I', S(z, x1), A(z), A F p(z, zp).
Otoczenie I' S(z, 1), A(z) koduje kolejke AA1... A, z pomoca ciagu zmiennych z, z1,...,z,
(moga tam tez by¢ nowe ,$mieci” ale to nic nie szkodzi) i mozemy przez indukcje pokazywac,
ze osad ma dowod wtedy i tylko wtedy, gdy maszyna uruchomiona w odpowiedniej konfigu-
racji dojdzie do stanu konicowego. (Dla konfiguracji koncowej dowdd jest trywialny.) Automat
uruchomiony w stanie qo z kolejka # zatrzyma sie¢ wiec w stanie gy wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje dowod osadu A, #(x1) F qo(x1,x1). A zatem jesli A = {aq,...,an}, to nasza formula
ma postaé a; — -+ = ay — #(x1) = qo(z1, 1),



