Egzamin z logiki i teorii typow, 6 lutego 2021
Zadania teoretyczne

3. Formuty v =Vy P(y) — 3z Q(z) 1d = Jz(P(x) — Q(z)) sa klasycznie rownowazne. Czy
ktoras z implikacji v — §, § — ~ jest twierdzeniem intuicjonistycznym? W przypadku
odpowiedzi pozytywnej nalezy skonstruowac¢ dowod, w razie odpoiedzi negatywnej prosze
podaé dwa kontrprzyktady: jeden topologiczny, drugi Kripkego.

4. Rozwazamy rachunek lambda z typami prostymi, do ktérego dodajemy nowe state ty-
powe i réwnania miedzy typami. W kazdym przypadku nalezy skonstruowaé term, ktory
ma nieskonczony cigg redukcji.

(a) Stale typowe c¢o, c1, co spelniaja rownania: ¢ = c¢1 — p, ¢ = ca — p, ca = ¢g — p.
Wskazowka: rozpatrzmy termy: Coy = Ayi*. y1C2, Ca = Ay*. yoC1, C1 = Ay5%. yayo.

(b) Teraz rownania sa c¢g = ¢; — [Bo, ¢1 = ca — b1, ca = ¢o — Pa, gdzie Py, b1, B2 sa
dowolnymi typami.

(c) A teraz tak: ¢y = dg — ¢1 — Po, c1 = @1 — ca — P1, ca = Ao — ¢g — o, gdzie
Qo, A1, as sa dowolnymi ciggami typow.

(d) No to przypusémy, ze mamy rownanie cog = 7(cp), gdzie ¢ wystepuje w T na pozycji
negatywnej. Co teraz? (W tej czesci wystarczy szkic dowodu bez szczegotow.)

Rozwiazanie 3: Implikacja § — v jest twierdzeniem, ktérego dowdd mozna zapisaé w postaci
lambda-termu:  AXAY'WPW) unpack X as [z, Z: P(z) — Q(z)] in [z, Z(Yz)].

Implikacja v — ¢ nie jest twierdzeniem, co najlatwiej zauwazy¢ zamieniajac Q(z) na L.
Wtedy 7 — § to po prostu prawo De Morgana —Vy P(y) — Jz —P(x). Kontrprzyktadem to-
pologicznym jest O(R)-struktura A = (Q, PA, Q4), w ktorej PA(w) = R —{w} i Q4(w) = @,
dla w € Q. Znaczeniem formuty Yy P(y) jest wtedy wnetrze zbioru R — Q czyli zbiér pusty.
A wiec znaczeniem <y jest cala prosta, podczas gdy znaczenie § jest puste. Kontrprzyktad
Kripkego dla tej formuty ma postaé¢ C = (N, <, {A,, | n € N}), gdzie A,, = (N, P", Q™) oraz
P*={0,...,n}, Q" = &, dla n € N. Poniewaz w kazdym stanie n sa elementy nie nalezace
do P™, wiec n ¥ Yy P(y) czyli walkowerem O I ~. Ale 0 ¥ 0, bo kazda liczba naturalna nalezy
do pewnego P".

Rozwiazanie 4:
4a;: CQC() —» CQC().

4b: Niech Cy = Ayi'. fo(11C2), Co = Ay°. f2(yoCh), C1 = Ays®. fi(y2wo), gdzie fo : B1 — So,
fo: Bo — B2, f1: B2 — B1 sa zmiennymi. Teraz CoCy — fa( fo(f1(C2Ch))).

4er Jak tak, to Co = AZoyr. fo(y121C2), C2 = AZayo. f2(¥020C1), Cr = AT1ya. f1(y272y0)
(tutaj zmienne 27, 25, Zp sa wolne) i mamy redukcje: Co2Co — fa( fo(f1(C2722Ch))).

4d: Jest droga w drzewie 7 od korzenia do negatywnej pozycji, na ktérej znajduje sie c.
Ta droga skreca w lewo nieparzystg liczbe razy, powiedzmy 2k + 1. To wyznacza ciag typow
€0, C1, - - -, Cok, Co sSpeliajacych rownania podobne do tych w czesci (c), gdzie bylo k = 1.



