Egzamin z logiki i teorii typéw, 26 czerwca 2014

. Niech @« = =p — ¢ i niech f = —==(pV q). Ktora z implikacji « — 1 f — « jest
twierdzeniem intuicjonistycznym?

. Niech ¢ = Vz (P(x) V =P(z)), ¥ = —Va P(z) oraz ¥ = Jx—P(z). Ktoéra z implikacji
PAY —Fi A — 1 jest twierdzeniem intuicjonistycznym?

. Niech 7 = Vr(VYq(q — r) — r) i niech 0 = Vp((7 — p) — p). Napisa¢ takie termy there :
T — o1 back : 0 — 7, 7ze w systemie F zachodzi beta-rownos¢ I =g Az™ back(there x).
Czy kazdy term zamkniety typu o jest beta-rowny wyrazeniu postaci there(N)?

. W systemie F definiujemy produkt 7 x g jako 7 x o = Vp((1 — 0 — p) — p). Para
uporzadkowana (M7, N¢) to term ApAz™¢~P. xMN.
Poda¢ przyklad takich typéw 7 i g, ze typ 7 X ¢ ma ,za duzo elementéw” tj. istnieje

term zamkniety tego typu w postaci normalnej, ktéry nie jest para uporzadkowana.

. Obiekty typu krzak to drzewa, ktorych lidcie sa etykietowane liczbami naturalnymi,
a wierzcholki wewnetrzne majg stopien wyjsciowy trzy i nie s etykietowane. Jak mozna
zdefiniowad typ krzak:

(a) w sktadni systemu Coq lub podobnej?
(b) w systemie F?
)

(¢) w rachunku lambda z operatorem g i konstruktorami x, @, int?

Jak wyglada zasada indukcji dla typu krzak?



Rozwiazania
1: Pierwsza tak: dla z : «, y : =(p V q) jest y[inr(z(A\zP. y(inl2)))] : L.
Druga nie: kontrmodel Kripkego ma dwa stany ¢ < d, w stanie ¢ nic nie jest wymuszone, w stanie d

jest wymuszone q.

2 Pierwsza nie. Kontrmodel Kripkego ma dwa stany ¢ < d i dziedziny A. = {0}, As = {0,1}.
W obu strukturach do relacji P nalezy tylko 0. Kontrmodel topologiczny to H-struktura o dziedzinie
A =R —Q, gdzie H jest algebra otwartych podzbioréw Q. Relacje P interpretujemy jako funkcje
okreglong tak: PA(r) = QN (—r,7).

Druga tak. Dow6d mozna zapisaé jako lambda term

AX?N unpack X{2} as [z, Y:=P(x)] in AZ7*P@) Y (Zz)
3: Niech there = \z"ApAy™~P.yz i back = Az®. 7. Term ApAy™~P.y(ArAu”?(4=") u(r — p)y) ma
typ o i nie jest postaci there(N).
4: Przyjmiemy 7 jak w poprzednim zadaniu i p = Vr (r — r). Wtedy wyrazenie

ApAz™=2=P g(ArAu¥e(@=") y(r — o — p)z)I

ma typ 7 X g i nie jest para uporzadkowana.
5: W Coqu napiszemy

Inductive krzak : Set :=
| node : krzak -> krzak -> krzak -> krzak
| leaf : nat -> krzak
i dostaniemy taka zasade indukcji:
krzak_ind
: forall P : krzak -> Prop,
(forall k : krzak,
Pk ->
forall kO : krzak,
P k0 -> forall k1 : krzak, P k1 -> P (node k kO k1)) ->
(forall n : nat, P (leaf n)) -> forall k : krzak, P k

W systemie F zdefiniujemy krzak = Vp ((w — p) — (p — p — p — p) — p),
a trzecia mozliwosé to krzak = up.int® (p X p X p).



