22. Modele matematyczne w biologii

7 okresleniem ,model matematyczny” zetkneliémy sie juz na
kilku wyktadach.

W aspekcie badan naukowych stowo ,model” ma dwa znacze-
nia.

e 7 jednej strony modelem nazywa sie hipotetyczna konstrukcje
myslowg, bedagcg uproszczonym obrazem badanego fragmentu
rzeczywistosci stworzong w celu rozwigzania jakiego$ problemu
badawczego.

W tym sensie mozna uzy¢ okreslenia model teoretyczny.

e 7 drugiej strony model to uktad przedmiotow fizycznych (zda-

rzeni, faktow itp.) dostatecznie podobny do uktadu badanego,



ale prostszy i tatwiej dostepny dla badaczy, np. mapa, makieta,
schemat.

Tworzac model zmniejsza sie stopien zlozonosci rozpatrywa-
nych zjawisk w stopniu umozliwiajacym ich poznanie (badanie)
lub zmiane (projektowanie).

Modele utatwiaja zrozumienie zjawisk przesztych oraz umozli-
wiaja przewidywanie zjawisk przysztych.

Ze wzgledu na uniwersalnosé¢ jezyka matematyki szczegolne
znaczenie dla wspolczesnej nauki maja modele matematyczne, czy-
li opisy obiektow w jezyku matematyki i logiki formalne;j.

Trudno sobie wyobrazi¢ rozwdj fizyki, chemii, nauk technicz-
nych i ekonomii bez modeli matematycznych.



W biologii ta tendencja jest szczegolnie widoczna w ciggu ostat-
niego potwiecza.

Przejawem tego jest powstanie dyscypliny z pogranicza dwoch
dziedzin zwanej matematyczna biologia lub biomatematyka.

Dyscypliny biologii, w ktoérych szczegdlnie intensywnie wyko-
rzystuje sie modele matematyczne:

biologia ewolucyjna,
ekologia,

genetyka,

fizjologia,
biotechnologia,
biologia medyczna.



22.1. Co to jest model matematyczny

Sprobujmy sprecyzowaé pojecie modelu matematycznego.

Przez model matematyczny rozumie sie na ogo6t pare ztozo-
ng z okreslonego fragmentu rzeczywistosci (uktadu rzeczywistego),
czyli tego czego dany model dotyczy oraz z pewnej Scisle zdefinio-
wanej struktury matematycznej, np. uktadu réwnan, grafu, funkcji

1tp.

Musi przy tym by¢ jasno sprecyzowane, ktore elementy uktadu
rzeczywistego i w jaki sposob odpowiadaja poszczegdlnym elemen-
tom struktury matematycznej, tzn. trzeba okresli¢

e zbior parametréw, ktorych wartosci beda wyznaczane na pod-
stawie eksperymentow lub obserwacji,



e zbior zmiennych (niewiadomych), ktérych wartosci sa wyzna-
czone przez model np. jako rozwigzanie rownania.

Wartosci tych ostatnich stuza do poréwnania przewidywan modelu
z wynikami obserwacji lub eksperymentow.

Podstawowy problem przy konstruowaniu modelu matematycz-
nego polega na wyodrebnieniu z bardzo ztozonego uktadu rzeczy-
wistego tylko tych elementow, ktore wydaja sie istotne.

Przyklad 22.1. Jedli chcemy wyjasni¢, dlaczego samice stoni zy-
jace w okreslonych warunkach maja $rednio tyle a tyle potomkow,
to okreslajac Srednie zuzycie energii na podtrzymanie procesoéw zy-
ciowych na dobe mozemy pominaé¢ wydatki energetyczne zwigzane
z tym, ze stonn zwykle macha ogonem, aby odgoni¢ muchy.

Modele maja na celu poparcie lub wykluczenie jakiej$ hipo-



tezy, ktorej weryfikacja eksperymentalna jest bardzo trudna lub
niemozliwa.

W zaleznosci od celu, jaki przy$wieca tworcom modelu mate-
matycznego moze on

1. opisywaé przebieg w czasie pewnych proceséw na podstawie
znajomosci danych poczatkowych i parametréow charakteryzu-
jacych konkretny proces (np. zmienne w czasie zageszczenia
populacji lub stezenia produktow reakeji chemicznych),

2. okresla¢ prawdopodobienstwa zdarzeni (np. czestosci wystepo-
wania okreslonych wzorcéw zachowan osobnikéw w populacji
lub czestosci mutacji genetycznych),

3. okresla¢ ile jest mozliwych roznych struktur ztozonych z ele-
mentoéw o okreglonych cechach (np. istotnie roznych konforma-
c¢ji molekut ztozonych z atomoéw o znanych wlasnosciach che-
micznych),



4. shuzy¢é — poprzez uzycie poje¢ matematycznych — do pre-
cyzyjnego opisu réznych cech morfologicznych czy ksztattow
(np. brzegu lisci, schematu rozmieszczenia nasion w koszyku
kwiatowym itp.).

Uplyw czasu mozna reprezentowad:

e dyskretnie za pomoca zbioru liczb naturalnych odpowiadaja-
cych wybranym momentom;
e w sposob ciagly za pomoca zbioru liczb rzeczywistych.

Oba typy modeli spotykamy czesto w ekologii, genetyce popula-
cyjnej czy fizjologii.

Modele te moga by¢ deterministyczne lub losowe (stochastycz-
ne) w zaleznosci od tego, czy okreslaja stany jakiegos uktadu w



czasie, czy tez prawdopodobienstwa, ze dany uktad znajdzie sie w
danym stanie.

Dobrze sprecyzowany model stanowi przedmiot badan ma-
tematycznych.

Dedukcyjnie dowodzi si¢ twierdzenia charakteryzujace jego wta-
snosci, w szczegdlnosci stwierdzi¢ trzeba, czy nie jest wewnetrznie
sprzeczny, czy na przyktad zbior rozwigzan uzytego rownania nie
jest pusty.

Niezwykle wazne przy modelowaniu matematycznym jest wy-
korzystanie komputerow, aby za pomoca odpowiednich algoryt-
mow znajdowac przyblizone rozwigzania i odpowiednio je wizuali-
zowag.



22.2. Weryfikacja modelu

Waznym zagadnieniem jest tzw. weryfikacja modelu, tzn.
poréwnanie tego co on przewiduje z rzeczywistoscia.

Jest to o wiele trudniejsze w przypadku modeli biologicznych
niz np. w fizyce, ze wzgledu na nieporéwnywalnie wickszy stopien
ztozonosci uktadéw biologicznych i ich naturalng zmiennosé.

Przyklad 22.2. Wszystkie kawalki soli kuchennej maja te sama
strukture w zblizonych warunkach temperatury i ciSnienia, nie ma
natomiast dwoch identycznych osobnikéw tego samego gatunku.

Z tego powodu opisujac zjawiska przyrodnicze nie nalezy liczy¢
na to, ze na podstawie modelu matematycznego mozna przewi-



dzie¢ przebieg zdarzen z dokladno$cig poréwnywalng z ta, ktora
osiaga sie w fizyce.

W przypadku modeli biologicznych mozna by¢ zadowolonym
nawet gdy model matematyczny przewiduje tylko cze$¢ sposrod
cech uktadu rzeczywistego, np. pewne cechy jako$ciowe typu wzrost,
spadek, okresowosc¢, ale jest niedokladny pod wzgledem iloscio-
wym.

Albertowi Einsteinowi przypisuje sie nastepujace stwierdzenie:

Model winien by¢ tak prosty, jak to tylko mozliwe, ale nie
prostszy.

Nie ma idealnego modelu danego fragmentu rzeczywistosci.

Modele si¢ poprawia lub nawet odrzuca.



Wedhig rygorystycznych zasad metodologicznych pochodza-
cych od stynnego filozofa Karla Poppera (1902-1994) po zapro-
ponowaniu modelu powinno sie skupi¢ uwage na zaprojektowaniu
takiego eksperymentu, ktéry obalitby przewidywania danego mo-
delu.

Wiaze sie to z tak zwang zasada falsyfikowalno$ci, ktora
gtosi, ze kazdy model lub teoria naukowa w obrebie nauk przy-
rodniczych winny by¢ tak sformulowane, aby choéby teoretycznie
mozliwe bylo ich obalenie, czyli falsyfikacja.

7 drugiej strony — ile by nie wykonano eksperymentéw daja-
cych wyniki zgodne z przewidywaniami modelu (teorii), nie daje

to niezawodnej gwarancji, ze model jest poprawny.

Wystarczy jednak by cho¢ raz wyniki eksperymentu byly roz-



biezne z przewidywaniami, by model poddaé¢ modyfikacjom lub
zgota odrzucié, co wynika z omawianych wczesniej praw logiki.

Jesli po wielu probach przeprowadzonych w réznych osrodkach
naukowych nie udaje sie modelu obali¢, to dany model jest uzna-
wany w spolecznosci specjalistow z danej dziedziny jako poprawny
... do momentu, az nie ulegnie polepszeniu doktadno$é¢ metod po-
miarowych, badz ktos nie wymysli modelu wyjasniajacego o wiele
wiecej niz poprzedni.

Na gruncie fizyki dobrym przyktadem jest wspomniana juz
wczesniej teoria grawitacji Newtona, ktéra nie uwzglednia efek-
tu zakrzywienia czasoprzestrzeni przez rozmieszczone w niej ciala.
Przewidywania ogoélnej teorii wzglednosci Einsteina uwzgledniaja-
cej ten efekt pozwolity na przyktad wyjasni¢ odchylenia w ruchu
planety Merkury lub odchylenia biegu promieni $wietlnych przy-
chodzacych z odlegltych gwiazd i przechodzacych blisko Stonca.



Efekty te byly niezrozumiale na gruncie klasycznej teorii Newto-
na, a wezesniej w XIX w. ze wzgledu na niedoktadno$é pomiarow,
w ogole tych efektow nie dostrzegano.

23. Modele populacyjne: czas ciaggly vs czas
dyskretny

Zajmiemy sie najpierw podstawowymi modelami opisujacymi
zmiany zageszczen populacji.

Przez zageszczenie populacji rozumie sie liczbe osobnikow
wystepujacych na obszarze o jednostkowej powierzchni (np. 1 km?,
1 m?) lub w obszarze o jednostkowej objetosci (np. 1 m?, 1 litr),
zaleznie od sytuacji.



Zageszczenie jest miarg liczebnosci populacji w danym momen-
cie.

Oczywiscie zageszczenie jest dobrg miarg liczebno$ci catej po-
pulacji, o ile rozmieszczenie osobnikow jest wzglednie rownomier-
ne.

Dzieje sie tak wtedy, gdy ewentualny lokalny wzrost lub spadek
liczebnoéci jest szybko wyréwnywany na skutek przemieszczania
sie osobnikow.

Przez stan populacji w danej chwili rozumieé¢ bedziemy
jej zageszczenie w danej chwili.

Jak juz wspomnieliSmy — konstruuje si¢ modele z czasem
dyskretnym lub modele z czasem cigglym. Rozpatrzmy naste-
pujaca uproszczong sytuacje.



Jesli

e interesuje nas stan populacji tylko w wyréznionych momentach
(np. co roku pod koniec sezonu legowego) to,t1,ta, ... ,tg... W
rownych odstepach czasowych wyznaczonych przez krok cza-
sowy At, tzn. dla dowolnego k£ > 1,

the1 — i, = At

e pomijamy dla uproszczenia strukture populacji, np. strukture
wieku, ptci etc.,

to oznaczajac przez Ny stan populacji w momencie t; (np. w k.
sezonie) i przez Ny stan poczatkowy, otrzymujemy zaleznosé po-
staci

Nit1 = N+ F(Ng)

zwang rownaniem réznicowym lub inaczej réwnaniem reku-
rencyjnym.



Funkcja F' = F(N) opisuje przyrost populacji uwzglednia-
jac takie czynniki jak: Smiertelno$¢, reprodukeje, imigracje
1 emigracje.

Uwzglednienie rozmaitych czynnikéow ekologicznych, takich jak
np. wplyw wzrostu zageszczenia na Smiertelnosé lub konkurencja
wewnatrz i miedzygatunkowa, wplywa na postaé funkcji F'.

Przyjmijmy na poczatek zaltozenie, ze reprodukcja i Smiertel-
no$¢ nie zmieniajg sie z sezonu na sezon i nie zaleza od zageszczenia
populacji w danym sezonie.

Oznaczmy:

e R, — wspo6lczynnik reprodukcji okreslony jako liczba po-
tomkéw wydanych w ciggu sezonu przez jednego osobnika,



e R, — wspélczynnik $miertelnosci okreslajacy liczbe osob-
nikow (per capita), ktore nie przezylty jednego sezonu.

Wtedy R,Np okresla cale potomstwo po k. sezonie, a RyN, —
ubytek liczebnosci zwiazany ze Smiertelnoscia w trakcie tego sezo-
nu.

Przez R oznaczymy wspoélczynnik wzrostu populacji
per capita (czyli na jednego osobnika) bedacy roznica po-
miedzy R; 1 $miertelnoscia Ry.

W podstawowym modelu liniowym opisujacym zmiany liczeb-
nosci populacji mamy zatem

F(N) = RN = (Ry — Ry)N,

a wiec
Ngi1= (14 R)Ny. (23.1)



Parametry modelu, ktorych wartosci ustala sie empirycznie, to
Ry, Ry, Np. Interesuje nas posta¢ wyrazow ciagu {Np}32, spel-
niajacego rownanie (23.1).

Rozwiazaniem po uwzglednieniu warunku poczatkowego N
jest ciag geometryczny

Ny = No(1+ R)F.

Widaé, ze jesli 1 + R > 1, to liczebno$¢ populacji rosnie wyktad-
niczo do nieskonczonosci, a jedli 0 < 1+ R < 1, to liczebnos¢
populacji spada do 0.

Po przeksztalceniu (23.1) widzimy, ze wspotezynnik wzrostu
populacji mozna wyrazi¢ za pomoca stanéw populacji jako

_ Nk+l - Nk

R N,

, dla kazdego k> 1. (23.2)



Powyzszy model mozna tatwo rozszerzy¢ uwzgledniajac state
w czasie tempo imigracji, opisywane przez wspotczynnik R; oraz
tempo emigracji ze wspotczynnikiem R.. Wtedy

R=Ry,—R;+ R; — R,

Uwaga 23.1. Model z czasem dyskretnym moze byé zastosowany
przede wszystkim do opisu populacyi organizmow, ktore rozmnazajq
sie wytgeznie w ciggu krotkiego okresu w ciggu roku (np. w sezonie
legowym). Wtedy naturalnym jest przyjecie momentdw tj tuz po
sezonie legowym, a kroku czasowego At =1 rok.

Najczesciej w przyrodzie mamy do czynienia z naktadajgcyms
sie na siebie pokolentami, w zwigzku z lym w danym momencie
wystepujq osobnikt w roznym wieku i co za tym idzie o roznym
potencjale reprodukcyjnym oraz szansie na przezycie do nastepnego
sezona.



Powyzsze ujecie nie uwzglednia tego zréznicowania, bo przyj-
muje sie Srednie wartosci R, i Ry brane na jednego osobnika, bez
wzgledu na to w jakim jest wieku.

W wielu przypadkach takie usrednienie jest uzasadnione i moz-
na je traktowac jako ,pierwsze przyblizenie” dla modeli z uwzgled-
nieniem struktury wieku, ktore prowadza do modeli macierzowych
i tzw. macierzy Lesliego.

Jesli reprodukcja przebiega w sposob ciggly, tzn. osobniki mto-
de przychodza na Swiat przez caty rok, nalezy raczej przyjac¢ model
z czasem cigglym. Prowadzi to do wykorzystania réwnan réz-
niczkowych.

Nie jest to jednak reguta, takze wtedy mozna postuzy¢ sie mo-
delem z czasem dyskretnym, w ktorym wspotczynniki R, i Ry sa
wielko$ciami usrednionymi po catym kroku czasowym At.



Nie ma niestety prostej zalezno$ci miedzy modelami z czasem
ciggtym i modelami z czasem dyskretnym, a niekiedy réznice w
przewidywaniach otrzymanych za pomoca obu modeli na dtugich
przedziatach czasu moga byé¢ znaczne.

24. Roéwnanie Malthusa, wykladniczy wzrost
populacji

Oznaczmy teraz przez N(t) zageszczenie populacji w chwili .
Czas reprezentowany jest w takiej sytuacji przez zbior liczb rze-
czywistych dodatnich. Bezwzgledny przyrost populacji w chwili ¢
jest opisywany przez pochodna



dN

%(t).

Przyrost populacji per capita w chwili ¢ okreslajacy zmiane
zageszczenia populacji przypadajaca $rednio na jednego osobnika

rowny jest

AN (%)

it
t)

Jezeli przyjmiemy, podobnie do (23.2), ze ten stosunek jest

staly i rowny r, czyli

=




to otrzymujemy réwnanie

=rN(t). 24.1
() (24.1
Przyjmujemy tez, ze zageszczenie populacji w jakiej$ ustalonej
chwili ¢t =ty réwne jest

N(ty) = N, . (24.2)

Z matematycznego punktu widzenia rownanie (24.1) jest przykta-
dem réwnania rézniczkowego, a rownanie (24.2) zadaje tzw.
warunek poczatkowy.

Niewiadoma w rownaniu rozniczkowym (24.1) z warunkiem
poczatkowym (24.2) jest funkcja okreslona na odcinku P zawie-
rajacym to, ktora przyjmuje wartos¢ Ny dla t = ty oraz spetnia
rownanie (24.1) dla kazdego t € P.



Rownanie (24.1) jest podstawowym liniowym réwnaniem roz-
niczkowym opisujagcym zmiany zageszczen populacji w czasie cia-
glym.

Réwnanie to zwane jest rownaniem Malthusa (Thomas Mal-
thus (1766-1834)).

Wspoétezynnik r nazywany jest wspoélczynnikiem wzrostu
populacji (ang. instantaneous rate of growth per capita) lub wspol-
czynnikiem wewnetrznego tempa wzrostu populacji (ang.
intrinsic rate of growth).

Nalezy podkresli¢, ze wspolczynniki R w modelu z czasem dys-
kretnym i » w modelu z czasem ciagtym, cho¢ petnia podobna role
nie sa sobie réwne.

Wspétezynnik r uwzglednia tempo chwilowych zmian zagesz-



czenia (co znajduje odzwierciedlenie w terminologii angielskiej),
podczas gdy wspotczynnik R okredla zmiany, ktore zachodza w
ciagu kroku czasowego At .

Wspdétezynnik » moze by¢ dodatni badz ujemny i podobnie jak
w przypadku modelu z czasem dyskretnym przedstawia sie jako
roznica

r=71y,—Tq

gdzie r, uwzglednia jedynie liczbe potomkéw przychodzacych na
Swiat w jednostce czasu i pochodzacych srednio od jednego osob-
nika (ang. birth rate), a r4 liczbe ,zgonoéw” przypadajacych w jed-
nostce czasu na jednego osobnika (ang. death rate).

Wspotezynnik r wyraza sie w jednostkach [1/czas|, co wynika
z poréwnania jednostek, w ktérych wyrazone sa wielkosci po obu
stronach rownania (24.1).



Jesli przyktadowo zageszczenie wyrazamy w jednostkach [licz-
ba osobnikéw /(km?)|, a czas w godzinach, to po lewej stronie ma-
my jednostki [liczba osobnikéw/(godz.km?)|. Stad wynika, ze r
wyraza sie w jednostce [1/(godz.) |

Uwaga 24.1. Rownania rozniczkowe pojawiajq sie we wszystkich
naukach przyrodniczych. Stuzq one do matematycznego zapisu prow,
ktore rzqdzg przebiegiem roznych procesow przyrodniczych, takich
jak np. omawiany wyzej proces zmian zageszczen populacyi.

Rownanie rdzniczkowe przedstawia sposéb w jaki stan danego
procesu w danej chwili wptywa na tempo jego zmian (wyrazone za
pomocq pochodnej), np. w rownaniu Malthusa tempo zmiany za-
geszczenia jest w kazdej chwili wprost proporcjonalne do zageszcze-
nia populacyi. Im wieksza populacja tym, proporcjonalnie, wieksza
(lub tym mniejsza) szybko$é zmian jej zageszczen.



Jesli przez x(t) oznaczymy stan jakiego$ procesu, np. zagesz-
czenie populacji, stezenie zwigzku chemicznego, temperature etc.
w chwili ¢, to rownanie rézniczkowe postaci

dx(t)
dt

= f(=(1)),

z warunkiem poczatkowym z(tg) = x¢ okresla przebieg tego pro-
cesu, jesli znamy jego stan w chwili ¢;.

Funkcja f charakteryzuje dany proces. Jej postaé¢ stanowi w
tym przypadku gtéowna cze$¢ modelu matematycznego opisujacego
dane zjawisko.

Wroémy do rownania rozniczkowego (24.1). Szukamy rozwia-
zania tego rownania okreslonego na przedziale czasu [ty,T), czyli
funkcji

[tO,T) St N(t),



ktora spelnia rownanie (24.1) w kazdej chwili ¢ € (tq,T) oraz
spelnia warunek poczatkowy N(tg) = Ny dla t = t.

Rownanie (24.1) przy uwzglednieniu warunku poczatkowego
rozwiazuje sie wykorzystujac catke oznaczona.

Dzielimy obie strony réwnania (24.1) przez N i caltkujemy lewa
i prawa strone rownania po dt w granicach od ¢ty do 7.

Litera T" oznacza dowolna chwile i zostala wprowadzona jedy-
nie w celu unikniecia kolizji oznaczen z literg t oznaczajaca tez
dowolng chwile, ale jako argument funkcji, ktorg catkujemy.

/tOT Nl(t)N(t)dt = : dt = r(T —tg).

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja pierwotng do funkeji %(t)N(t) jest
funkcja ztozona In N (t).



Skoro caltka po lewej stronie réwna jest In N(7') — In Ny, to z
definicji catki oznaczonej dostajemy

InN(T) =In Ny + (T — to). (24.3)

Dziatajac na obie strony funkcja wyktadnicza pozbywamy sie lo-
garytmow

e N(T) _ o(In No+r(T—t0))

)

czyli ostatecznie otrzymujemy konkretna posta¢ poszukiwanej funk-
cji
N(T) = Nye'T=t0)

Ta formuta opisuje wyktadniczy wzrost populacji.

Warto sprawdzi¢ liczac pochodng po T funkeji N(T) = Nye"(T—t0),
ze % = rNpe"(T=%) | zatem po podstawieniu funkcji N(t) do réw-

nania (24.1) otrzymujemy tozsamosc.



Widaé, ze powyzsze rachunki mozna nieco uprosci¢ i skrocicé
catkujac od razu lewa strone rownania (24.1), po podzieleniu przez
N, po dN, a prawa po dt. Wtedy otrzymujemy

N(T) 1 T
/ —dN:r/ dt = (T — ty) = (T — to),
N N 0

a stad natychmiast wynika wzor (24.3).
Mozna zada¢ naturalne pytanie:

Jakie zageszczenia populacji przewiduje ten prosty model
w dalekiej przysztosci?

Matematycznie ,stan dalekiej przyszlosci” realizuje sie przecho-
dzac do granicy t — 400, co oczywiscie jest kolejnym idealizuja-



cym uproszczeniem.

Jesli  r>0, to ThIJ,r-l N(T) = Noe"T~%) = 400,

jesli  r<0, to lim N(T)= Nye' T =0.
T—+o0
W pierwszym przypadku tempo reprodukcji przewaza nad smier-
telnoscig i zageszczenie populacji wzrasta wyktadniczo. W drugim
przypadku dominuje $miertelnoéc¢ i liczebnos¢ populacji spada do
zera.

Takie sa konsekwencje przyjetego modelu. Czy taki model do-
brze opisuje rzeczywistosé, a jesli tak to w jakim zakresie?

Koriczac rozwazania o modelu Malthusa zwr6émy uwage, ze we
wspotrzednych pétogarytmicznych zageszczenie populacji wzra-
stajacej wyktadniczo zalezy liniowo od czasu, dlatego dane ekspe-
rymentalne dotyczace stanu populacji w poszczegdlnych momen-



tach najwygodniej jest przedstawiac¢ na wykresie pétlogarytmicz-
nym.

Na podstawie danych empirycznych, za pomocg metody naj-
mniejszych kwadratow, mozna oszacowaé¢ wspotczynnik kierunko-
wy tej prostej rowny wspolczynnikowi r.

Zauwazmy, ze formuta N(T) = NyeT=%) jest okre§lona w
naturalny sposob takze dla T' < ty i spelnia dla T' < ty réwnanie
(24.1).

Stad wniosek, ze formula ta zadaje rozwigzanie zaréwno dla
T >ty (,przysztosc”), jak i dla T < ty (,przesztosc”).



Zwiazek miedzy R w modelu z czasem dyskretnym i r w
modelu z czasem ciaglym:

Przyjmujemy T' =t , k= 1,2,3...1 pamietamy, ze krok czasowy
w modelu dyskretnym wynosi ¢, — tp = At.

Przyréwnujac stosunki liczebnosci w kolejnych krokach w przypad-
ku modelu ciagtego i dyskretnego dostajemy

N(k+1) @20\ N

_14+R
N (k) ot © N, T

czyli po zlogarytmowaniu

N(k +1)

rAt=In(1+ R) =In N K

=InN(k+1)—InN(k).



Uwaga 24.2. Obliczanie wspoélczynnika wzrostu popula-
cji. Jezeli znamy zageszczenie populacjt Ny w chwili t 1 jej zagesz-
czenie Ny w chwili t + At @ jesli przyjmujemy, ze rownanie Mal-
thusa dobrze opisuje zmiany zageszczen populacyi, to na podstawie
tych danych mozemy wyliczyé wspotczynnik wzrostu populacyi r
. lIlNQ —lan 1H<N2/N1)

= 244
At At ’ ( )

& o er(t+At) At
N, et e .

r

co wynitka z rownania

Oba rozwazane modele liniowe nie uwzgledniaja bardzo wielu istot-
nych czynnikéw, np. zréoznicowania osobniczego (czyli takze wieku
osobnikéw), wyczerpywania sie zasobow pokarmowych, czy wpty-
wu zmian zageszczenia na tempa reprodukcji i §miertelnosci.

Nie uwzgledniajg takze przestrzennego rozmieszczenia osobni-
kow i ich migracji.



Zwroémy uwage, ze w warunkach naturalnych praktycznie nie
wystepuja populacje izolowane i nalezatoby uwzgledni¢ powszech-
ne w ekologii oddziatywania miedzygatunkowe.

Dodajmy tez, ze powyzsze ujecie nie uwzglednia ewolucyjnej
zmiennosci, adaptacji etc. oraz wystepowania nieprzewidywalnych
czynnikow losowych.

Wszystkie powyzsze efekty mozna uwzglednié (lub probowac
uwzglednié¢) przy tworzeniu modelu matematycznego — znane sg
znacznie bardziej skomplikowane modele uwzgledniajace takie efek-

ty.



Do tej pory stan populacji okreslany byl poprzez jej zageszcze-
nie. Przewaznie jednak okreslamy stan populacji podajac liczbe
wszystkich osobnikow.

Postugujac sie rachunkiem rézniczkowym przy konstrukeji
i analizie modelu przyjmujemy, ze liczebno$é N(t) jest
reprezentowana przez liczby rzeczywiste, a nie cal-
kowite.

Jest to dopuszczalne przyblizenie, jesli liczebno$ci populacji
sa dostatecznie duze. Na przyktad podajac liczebnos¢ populacji
N = 1423, 37 przyja¢ mozna, ze odpowiada to liczbie osobnikow
1423.

Blad wzgledny
0, 00003.

%13227 jaki sie wtedy popelnia, jest mniejszy niz



Im mniejsza liczebno$é populacji, tym wiekszy blad przy re-
prezentacji liczebnosci poprzez liczby rzeczywiste.

Przyktad 24.1. Szacowanie liczby mieszkaricow Polski i
USA wg. r6wnania Malthusa.

Dokonamy szacunkowych prognoz liczebnosci populacji USA i Pol-
ski w roku 2050.

W tym celu postuzymy sie oficjalnymi danymi demograficzny-
mi (dane Agencji Wywiadowczej Rzadu USA; www.cia.gov).

Liczebno$¢ populacji (w mln) USA i Polski przedstawia naste-
pujaca tabela



USA | Polska
r. 2005 | 295,7 | 38,64
r. 2006 | 298,4 | 38,54

Na tej podstawie obliczymy wspoétczynniki wzrostu populacji

rpr 1TUsA-

Skorzystamy ze wzoru (24.4) uwzgledniajac, ze At = 1rok.

Otrzymujemy
298, 4
rosa = ggs 7

. . 38,54
= n
PL 38, 64

~ 0,009 [1/rok],

~ —0,003 [1/rok].

Wspélezynnik r bywa nazywany wspoélczynnikiem przyrostu



naturalnego i czesto podawany jest w procentach, np. w przy-
padku USA wynosi on obecnie 0,09%.

Oznaczajac liczebnosé populacji w chwili ¢ przez L(t) i biorac
to = 2005 otrzymujemy kolejno dla USA i Polski:

L(2050) = L(ty)e"vsa(20050-2005) — 995 70(0.009(45) ~ 443 3 [mln],
L(2050) = L(ty)e Pr(20050-2005) — 38 (4=(0.003)(45) ~ 33 76 [mln] .

Trzeba podkresli¢, ze prognozy oparte o te obliczenia zaktadaja
statos$¢ wspotezynnika r w przysztosci, wiec nie uwzgledniaja roz-
maitych czynnikéw demograficznych, ktére moga spowolnié¢ lub
zmniejszy¢ tempo przyrostu albo spadku populacji.

Prognozy demograficzne oparte na réwnaniu Malthusa moz-
na jednak traktowacé jako pierwsze przyblizenie stanu populacji w
przysztosci.
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