
22. Modele matematyczne w biologii

Z okre±leniem �model matematyczny� zetkn¦li±my si¦ ju» na
kilku wykªadach.

W aspekcie bada« naukowych sªowo �model� ma dwa znacze-
nia.

• Z jednej strony modelem nazywa si¦ hipotetyczn¡ konstrukcj¦
my±low¡, b¦d¡c¡ uproszczonym obrazem badanego fragmentu
rzeczywisto±ci stworzon¡ w celu rozwi¡zania jakiego± problemu
badawczego.
W tym sensie mo»na u»y¢ okre±lenia model teoretyczny.

• Z drugiej strony model to ukªad przedmiotów �zycznych (zda-
rze«, faktów itp.) dostatecznie podobny do ukªadu badanego,
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ale prostszy i ªatwiej dost¦pny dla badaczy, np. mapa, makieta,
schemat.

Tworz¡c model zmniejsza si¦ stopie« zªo»ono±ci rozpatrywa-
nych zjawisk w stopniu umo»liwiaj¡cym ich poznanie (badanie)
lub zmian¦ (projektowanie).

Modele uªatwiaj¡ zrozumienie zjawisk przeszªych oraz umo»li-
wiaj¡ przewidywanie zjawisk przyszªych.

Ze wzgl¦du na uniwersalno±¢ j¦zyka matematyki szczególne
znaczenie dla wspóªczesnej nauki maj¡ modele matematyczne, czy-
li opisy obiektów w j¦zyku matematyki i logiki formalnej.

Trudno sobie wyobrazi¢ rozwój �zyki, chemii, nauk technicz-
nych i ekonomii bez modeli matematycznych.

2



Wbiologii ta tendencja jest szczególnie widoczna w ci¡gu ostat-
niego póªwiecza.

Przejawem tego jest powstanie dyscypliny z pogranicza dwóch
dziedzin zwanej matematyczn¡ biologi¡ lub biomatematyk¡.

Dyscypliny biologii, w których szczególnie intensywnie wyko-
rzystuje si¦ modele matematyczne:

• biologia ewolucyjna,
• ekologia,
• genetyka,
• �zjologia,
• biotechnologia,
• biologia medyczna.
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22.1. Co to jest model matematyczny

Spróbujmy sprecyzowa¢ poj¦cie modelu matematycznego.

Przez model matematyczny rozumie si¦ na ogóª par¦ zªo»o-
n¡ z okre±lonego fragmentu rzeczywisto±ci (ukªadu rzeczywistego),
czyli tego czego dany model dotyczy oraz z pewnej ±ci±le zde�nio-
wanej struktury matematycznej, np. ukªadu równa«, grafu, funkcji
itp.

Musi przy tym by¢ jasno sprecyzowane, które elementy ukªadu
rzeczywistego i w jaki sposób odpowiadaj¡ poszczególnym elemen-
tom struktury matematycznej, tzn. trzeba okre±li¢

• zbiór parametrów, których warto±ci b¦d¡ wyznaczane na pod-
stawie eksperymentów lub obserwacji,
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• zbiór zmiennych (niewiadomych), których warto±ci s¡ wyzna-
czone przez model np. jako rozwi¡zanie równania.

Warto±ci tych ostatnich sªu»¡ do porównania przewidywa« modelu
z wynikami obserwacji lub eksperymentów.

Podstawowy problem przy konstruowaniu modelu matematycz-
nego polega na wyodr¦bnieniu z bardzo zªo»onego ukªadu rzeczy-
wistego tylko tych elementów, które wydaj¡ si¦ istotne.

Przykªad 22.1. Je±li chcemy wyja±ni¢, dlaczego samice sªoni »y-
j¡ce w okre±lonych warunkach maj¡ ±rednio tyle a tyle potomków,
to okre±laj¡c ±rednie zu»ycie energii na podtrzymanie procesów »y-
ciowych na dob¦ mo»emy pomin¡¢ wydatki energetyczne zwi¡zane
z tym, »e sªo« zwykle macha ogonem, aby odgoni¢ muchy.

Modele maj¡ na celu poparcie lub wykluczenie jakiej± hipo-
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tezy, której wery�kacja eksperymentalna jest bardzo trudna lub
niemo»liwa.

W zale»no±ci od celu, jaki przy±wieca twórcom modelu mate-
matycznego mo»e on

1. opisywa¢ przebieg w czasie pewnych procesów na podstawie
znajomo±ci danych pocz¡tkowych i parametrów charakteryzu-
j¡cych konkretny proces (np. zmienne w czasie zag¦szczenia
populacji lub st¦»enia produktów reakcji chemicznych),

2. okre±la¢ prawdopodobie«stwa zdarze« (np. cz¦sto±ci wyst¦po-
wania okre±lonych wzorców zachowa« osobników w populacji
lub cz¦sto±ci mutacji genetycznych),

3. okre±la¢ ile jest mo»liwych ró»nych struktur zªo»onych z ele-
mentów o okre±lonych cechach (np. istotnie ró»nych konforma-
cji molekuª zªo»onych z atomów o znanych wªasno±ciach che-
micznych),
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4. sªu»y¢ � poprzez u»ycie poj¦¢ matematycznych � do pre-
cyzyjnego opisu ró»nych cech morfologicznych czy ksztaªtów
(np. brzegu li±ci, schematu rozmieszczenia nasion w koszyku
kwiatowym itp.).

Upªyw czasu mo»na reprezentowa¢:

• dyskretnie za pomoc¡ zbioru liczb naturalnych odpowiadaj¡-
cych wybranym momentom;

• w sposób ci¡gªy za pomoc¡ zbioru liczb rzeczywistych.

Oba typy modeli spotykamy cz¦sto w ekologii, genetyce popula-
cyjnej czy �zjologii.

Modele te mog¡ by¢ deterministyczne lub losowe (stochastycz-
ne) w zale»no±ci od tego, czy okre±laj¡ stany jakiego± ukªadu w
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czasie, czy te» prawdopodobie«stwa, »e dany ukªad znajdzie si¦ w
danym stanie.

Dobrze sprecyzowany model stanowi przedmiot bada« ma-
tematycznych.

Dedukcyjnie dowodzi si¦ twierdzenia charakteryzuj¡ce jego wªa-
sno±ci, w szczególno±ci stwierdzi¢ trzeba, czy nie jest wewn¦trznie
sprzeczny, czy na przykªad zbiór rozwi¡za« u»ytego równania nie
jest pusty.

Niezwykle wa»ne przy modelowaniu matematycznym jest wy-
korzystanie komputerów, aby za pomoc¡ odpowiednich algoryt-
mów znajdowa¢ przybli»one rozwi¡zania i odpowiednio je wizuali-
zowa¢.
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22.2. Wery�kacja modelu

Wa»nym zagadnieniem jest tzw. wery�kacja modelu, tzn.
porównanie tego co on przewiduje z rzeczywisto±ci¡.

Jest to o wiele trudniejsze w przypadku modeli biologicznych
ni» np. w �zyce, ze wzgl¦du na nieporównywalnie wi¦kszy stopie«
zªo»ono±ci ukªadów biologicznych i ich naturaln¡ zmienno±¢.

Przykªad 22.2. Wszystkie kawaªki soli kuchennej maj¡ t¦ sam¡
struktur¦ w zbli»onych warunkach temperatury i ci±nienia, nie ma
natomiast dwóch identycznych osobników tego samego gatunku.

Z tego powodu opisuj¡c zjawiska przyrodnicze nie nale»y liczy¢
na to, »e na podstawie modelu matematycznego mo»na przewi-
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dzie¢ przebieg zdarze« z dokªadno±ci¡ porównywaln¡ z t¡, któr¡
osi¡ga si¦ w �zyce.

W przypadku modeli biologicznych mo»na by¢ zadowolonym
nawet gdy model matematyczny przewiduje tylko cz¦±¢ spo±ród
cech ukªadu rzeczywistego, np. pewne cechy jako±ciowe typu wzrost,
spadek, okresowo±¢, ale jest niedokªadny pod wzgl¦dem ilo±cio-
wym.

Albertowi Einsteinowi przypisuje si¦ nast¦puj¡ce stwierdzenie:

Model winien by¢ tak prosty, jak to tylko mo»liwe, ale nie
prostszy.

Nie ma idealnego modelu danego fragmentu rzeczywisto±ci.

Modele si¦ poprawia lub nawet odrzuca.
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Wedªug rygorystycznych zasad metodologicznych pochodz¡-
cych od sªynnego �lozofa Karla Poppera (1902-1994) po zapro-
ponowaniu modelu powinno si¦ skupi¢ uwag¦ na zaprojektowaniu
takiego eksperymentu, który obaliªby przewidywania danego mo-
delu.

Wi¡»e si¦ to z tak zwan¡ zasad¡ falsy�kowalno±ci, która
gªosi, »e ka»dy model lub teoria naukowa w obr¦bie nauk przy-
rodniczych winny by¢ tak sformuªowane, aby cho¢by teoretycznie
mo»liwe byªo ich obalenie, czyli falsy�kacja.

Z drugiej strony � ile by nie wykonano eksperymentów daj¡-
cych wyniki zgodne z przewidywaniami modelu (teorii), nie daje
to niezawodnej gwarancji, »e model jest poprawny.

Wystarczy jednak by cho¢ raz wyniki eksperymentu byªy roz-
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bie»ne z przewidywaniami, by model podda¢ mody�kacjom lub
zgoªa odrzuci¢, co wynika z omawianych wcze±niej praw logiki.

Je±li po wielu próbach przeprowadzonych w ró»nych o±rodkach
naukowych nie udaje si¦ modelu obali¢, to dany model jest uzna-
wany w spoªeczno±ci specjalistów z danej dziedziny jako poprawny
... do momentu, a» nie ulegnie polepszeniu dokªadno±¢ metod po-
miarowych, b¡d¹ kto± nie wymy±li modelu wyja±niaj¡cego o wiele
wi¦cej ni» poprzedni.

Na gruncie �zyki dobrym przykªadem jest wspomniana ju»
wcze±niej teoria grawitacji Newtona, która nie uwzgl¦dnia efek-
tu zakrzywienia czasoprzestrzeni przez rozmieszczone w niej ciaªa.
Przewidywania ogólnej teorii wzgl¦dno±ci Einsteina uwzgl¦dniaj¡-
cej ten efekt pozwoliªy na przykªad wyja±ni¢ odchylenia w ruchu
planety Merkury lub odchylenia biegu promieni ±wietlnych przy-
chodz¡cych z odlegªych gwiazd i przechodz¡cych blisko Sªo«ca.
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Efekty te byªy niezrozumiaªe na gruncie klasycznej teorii Newto-
na, a wcze±niej w XIX w. ze wzgl¦du na niedokªadno±¢ pomiarów,
w ogóle tych efektów nie dostrzegano.

23. Modele populacyjne: czas ci¡gªy vs czas

dyskretny

Zajmiemy si¦ najpierw podstawowymi modelami opisuj¡cymi
zmiany zag¦szcze« populacji.

Przez zag¦szczenie populacji rozumie si¦ liczb¦ osobników
wyst¦puj¡cych na obszarze o jednostkowej powierzchni (np. 1 km2,
1 m2) lub w obszarze o jednostkowej obj¦to±ci (np. 1 m3, 1 litr),
zale»nie od sytuacji.
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Zag¦szczenie jest miar¡ liczebno±ci populacji w danym momen-
cie.

Oczywi±cie zag¦szczenie jest dobr¡ miar¡ liczebno±ci caªej po-
pulacji, o ile rozmieszczenie osobników jest wzgl¦dnie równomier-
ne.

Dzieje si¦ tak wtedy, gdy ewentualny lokalny wzrost lub spadek
liczebno±ci jest szybko wyrównywany na skutek przemieszczania
si¦ osobników.

Przez stan populacji w danej chwili rozumie¢ b¦dziemy
jej zag¦szczenie w danej chwili.

Jak ju» wspomnieli±my � konstruuje si¦ modele z czasem

dyskretnym lub modele z czasem ci¡gªym. Rozpatrzmy nast¦-
puj¡c¡ uproszczon¡ sytuacj¦.
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Je±li

• interesuje nas stan populacji tylko w wyró»nionych momentach
(np. co roku pod koniec sezonu l¦gowego) t0 , t1 , t2 , . . . , tk . . . w
równych odst¦pach czasowych wyznaczonych przez krok cza-

sowy ∆t, tzn. dla dowolnego k  1 ,

tk+1 − tk = ∆t ,

• pomijamy dla uproszczenia struktur¦ populacji, np. struktur¦
wieku, pªci etc.,

to oznaczaj¡c przez Nk stan populacji w momencie tk (np. w k.
sezonie) i przez N0 stan pocz¡tkowy, otrzymujemy zale»no±¢ po-
staci

Nk+1 = Nk + F (Nk) ,

zwan¡ równaniem ró»nicowym lub inaczej równaniem reku-

rencyjnym.
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Funkcja F = F (N) opisuje przyrost populacji uwzgl¦dnia-
j¡c takie czynniki jak: ±miertelno±¢, reprodukcj¦, imigracj¦
i emigracj¦.

Uwzgl¦dnienie rozmaitych czynników ekologicznych, takich jak
np. wpªyw wzrostu zag¦szczenia na ±miertelno±¢ lub konkurencja
wewn¡trz i mi¦dzygatunkowa, wpªywa na posta¢ funkcji F .

Przyjmijmy na pocz¡tek zaªo»enie, »e reprodukcja i ±miertel-
no±¢ nie zmieniaj¡ si¦ z sezonu na sezon i nie zale»¡ od zag¦szczenia
populacji w danym sezonie.

Oznaczmy:

• Rb � wspóªczynnik reprodukcji okre±lony jako liczba po-
tomków wydanych w ci¡gu sezonu przez jednego osobnika,
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• Rd � wspóªczynnik ±miertelno±ci okre±laj¡cy liczb¦ osob-
ników (per capita), które nie prze»yªy jednego sezonu.

Wtedy RbNk okre±la caªe potomstwo po k. sezonie, a RdNk �
ubytek liczebno±ci zwi¡zany ze ±miertelno±ci¡ w trakcie tego sezo-
nu.

Przez R oznaczymy wspóªczynnik wzrostu populacji

per capita (czyli na jednego osobnika) b¦d¡cy ró»nic¡ po-
mi¦dzy Rb i ±miertelno±ci¡ Rd.

W podstawowym modelu liniowym opisuj¡cym zmiany liczeb-
no±ci populacji mamy zatem

F (N) = RN = (Rb −Rd)N,

a wi¦c
Nk+1 = (1 +R)Nk . (23.1)
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Parametry modelu, których warto±ci ustala si¦ empirycznie, to
Rb , Rd , N0. Interesuje nas posta¢ wyrazów ci¡gu {Nk}∞k=0 speª-
niaj¡cego równanie (23.1).

Rozwi¡zaniem po uwzgl¦dnieniu warunku pocz¡tkowego N0

jest ci¡g geometryczny

Nk = N0(1 +R)k.

Wida¢, »e je±li 1 + R > 1, to liczebno±¢ populacji ro±nie wykªad-
niczo do niesko«czono±ci, a je±li 0 < 1 + R < 1, to liczebno±¢
populacji spada do 0.

Po przeksztaªceniu (23.1) widzimy, »e wspóªczynnik wzrostu
populacji mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ stanów populacji jako

R =
Nk+1 −Nk
Nk

, dla ka»dego k  1 . (23.2)
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Powy»szy model mo»na ªatwo rozszerzy¢ uwzgl¦dniaj¡c staªe
w czasie tempo imigracji, opisywane przez wspóªczynnik Ri oraz
tempo emigracji ze wspóªczynnikiem Re. Wtedy

R = Rb −Rd +Ri −Re .

Uwaga 23.1. Model z czasem dyskretnym mo»e by¢ zastosowany
przede wszystkim do opisu populacji organizmów, które rozmna»aj¡
si¦ wyª¡cznie w ci¡gu krótkiego okresu w ci¡gu roku (np. w sezonie
l¦gowym). Wtedy naturalnym jest przyj¦cie momentów tk tu» po
sezonie l¦gowym, a kroku czasowego ∆t = 1 rok.

Najcz¦±ciej w przyrodzie mamy do czynienia z nakªadaj¡cymi
si¦ na siebie pokoleniami, w zwi¡zku z tym w danym momencie
wyst¦puj¡ osobniki w ró»nym wieku i co za tym idzie o ró»nym
potencjale reprodukcyjnym oraz szansie na prze»ycie do nast¦pnego
sezonu.
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Powy»sze uj¦cie nie uwzgl¦dnia tego zró»nicowania, bo przyj-
muje si¦ ±rednie warto±ci Rb i Rd brane na jednego osobnika, bez
wzgl¦du na to w jakim jest wieku.

W wielu przypadkach takie u±rednienie jest uzasadnione i mo»-
na je traktowa¢ jako �pierwsze przybli»enie� dla modeli z uwzgl¦d-
nieniem struktury wieku, które prowadz¡ do modeli macierzowych
i tzw. macierzy Lesliego.

Je±li reprodukcja przebiega w sposób ci¡gªy, tzn. osobniki mªo-
de przychodz¡ na ±wiat przez caªy rok, nale»y raczej przyj¡¢ model
z czasem ci¡gªym. Prowadzi to do wykorzystania równa« ró»-

niczkowych.

Nie jest to jednak reguªa, tak»e wtedy mo»na posªu»y¢ si¦ mo-
delem z czasem dyskretnym, w którym wspóªczynniki Rb i Rd s¡
wielko±ciami u±rednionymi po caªym kroku czasowym ∆t.
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Nie ma niestety prostej zale»no±ci mi¦dzy modelami z czasem
ci¡gªym i modelami z czasem dyskretnym, a niekiedy ró»nice w
przewidywaniach otrzymanych za pomoc¡ obu modeli na dªugich
przedziaªach czasu mog¡ by¢ znaczne.

24. Równanie Malthusa, wykªadniczy wzrost

populacji

Oznaczmy teraz przez N(t) zag¦szczenie populacji w chwili t.
Czas reprezentowany jest w takiej sytuacji przez zbiór liczb rze-
czywistych dodatnich. Bezwzgl¦dny przyrost populacji w chwili t
jest opisywany przez pochodn¡
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dN

dt
(t).

Przyrost populacji per capita w chwili t okre±laj¡cy zmian¦
zag¦szczenia populacji przypadaj¡c¡ ±rednio na jednego osobnika
równy jest

dN(t)
dt

N(t)
.

Je»eli przyjmiemy, podobnie do (23.2), »e ten stosunek jest
staªy i równy r, czyli

dN(t)
dt

N(t)
= r ,
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to otrzymujemy równanie

Ṅ(t) =
dN(t)
dt

= rN(t) . (24.1)

Przyjmujemy te», »e zag¦szczenie populacji w jakiej± ustalonej
chwili t = t0 równe jest

N(t0) = N0 . (24.2)

Z matematycznego punktu widzenia równanie (24.1) jest przykªa-
dem równania ró»niczkowego, a równanie (24.2) zadaje tzw.
warunek pocz¡tkowy.

Niewiadom¡ w równaniu ró»niczkowym (24.1) z warunkiem
pocz¡tkowym (24.2) jest funkcja okre±lona na odcinku P zawie-
raj¡cym t0, która przyjmuje warto±¢ N0 dla t = t0 oraz speªnia
równanie (24.1) dla ka»dego t ∈ P .
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Równanie (24.1) jest podstawowym liniowym równaniem ró»-
niczkowym opisuj¡cym zmiany zag¦szcze« populacji w czasie ci¡-
gªym.

Równanie to zwane jest równaniem Malthusa (Thomas Mal-
thus (1766-1834)).

Wspóªczynnik r nazywany jest wspóªczynnikiem wzrostu

populacji (ang. instantaneous rate of growth per capita) lubwspóª-
czynnikiem wewn¦trznego tempa wzrostu populacji (ang.
intrinsic rate of growth).

Nale»y podkre±li¢, »e wspóªczynniki R w modelu z czasem dys-
kretnym i r w modelu z czasem ci¡gªym, cho¢ peªni¡ podobn¡ rol¦
nie s¡ sobie równe.

Wspóªczynnik r uwzgl¦dnia tempo chwilowych zmian zag¦sz-
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czenia (co znajduje odzwierciedlenie w terminologii angielskiej),
podczas gdy wspóªczynnik R okre±la zmiany, które zachodz¡ w
ci¡gu kroku czasowego ∆t .

Wspóªczynnik r mo»e by¢ dodatni b¡d¹ ujemny i podobnie jak
w przypadku modelu z czasem dyskretnym przedstawia si¦ jako
ró»nica

r = rb − rd,

gdzie rb uwzgl¦dnia jedynie liczb¦ potomków przychodz¡cych na
±wiat w jednostce czasu i pochodz¡cych ±rednio od jednego osob-
nika (ang. birth rate), a rd liczb¦ �zgonów� przypadaj¡cych w jed-
nostce czasu na jednego osobnika (ang. death rate).

Wspóªczynnik r wyra»a si¦ w jednostkach [1/czas], co wynika
z porównania jednostek, w których wyra»one s¡ wielko±ci po obu
stronach równania (24.1).
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Je±li przykªadowo zag¦szczenie wyra»amy w jednostkach [licz-
ba osobników/(km2)], a czas w godzinach, to po lewej stronie ma-
my jednostki [liczba osobników/(godz.km2)]. St¡d wynika, »e r
wyra»a si¦ w jednostce [1/(godz.) ]

Uwaga 24.1. Równania ró»niczkowe pojawiaj¡ si¦ we wszystkich
naukach przyrodniczych. Sªu»¡ one do matematycznego zapisu praw,
które rz¡dz¡ przebiegiem ró»nych procesów przyrodniczych, takich
jak np. omawiany wy»ej proces zmian zag¦szcze« populacji.

Równanie ró»niczkowe przedstawia sposób w jaki stan danego
procesu w danej chwili wpªywa na tempo jego zmian (wyra»one za
pomoc¡ pochodnej), np. w równaniu Malthusa tempo zmiany za-
g¦szczenia jest w ka»dej chwili wprost proporcjonalne do zag¦szcze-
nia populacji. Im wi¦ksza populacja tym, proporcjonalnie, wi¦ksza
(lub tym mniejsza) szybko±¢ zmian jej zag¦szcze«.
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Je±li przez x(t) oznaczymy stan jakiego± procesu, np. zag¦sz-
czenie populacji, st¦»enie zwi¡zku chemicznego, temperatur¦ etc.
w chwili t, to równanie ró»niczkowe postaci

dx(t)
dt

= f(x(t)) ,

z warunkiem pocz¡tkowym x(t0) = x0 okre±la przebieg tego pro-
cesu, je±li znamy jego stan w chwili t0.

Funkcja f charakteryzuje dany proces. Jej posta¢ stanowi w
tym przypadku gªówn¡ cz¦±¢ modelu matematycznego opisuj¡cego
dane zjawisko.

Wró¢my do równania ró»niczkowego (24.1). Szukamy rozwi¡-
zania tego równania okre±lonego na przedziale czasu [t0 , T ), czyli
funkcji

[t0 , T ) 3 t 7→ N(t) ,
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która speªnia równanie (24.1) w ka»dej chwili t ∈ (t0 , T ) oraz
speªnia warunek pocz¡tkowy N(t0) = N0 dla t = t0.

Równanie (24.1) przy uwzgl¦dnieniu warunku pocz¡tkowego
rozwi¡zuje si¦ wykorzystuj¡c caªk¦ oznaczon¡.

Dzielimy obie strony równania (24.1) przez N i caªkujemy lew¡
i praw¡ stron¦ równania po dt w granicach od t0 do T .

Litera T oznacza dowoln¡ chwil¦ i zostaªa wprowadzona jedy-
nie w celu unikni¦cia kolizji oznacze« z liter¡ t oznaczaj¡c¡ te»
dowoln¡ chwil¦, ale jako argument funkcji, któr¡ caªkujemy.∫ T

t0

1
N(t)
Ṅ(t)dt = r

∫ T
t0
dt = r(T − t0) .

�atwo sprawdzi¢, »e funkcj¡ pierwotn¡ do funkcji 1
N

(t)Ṅ(t) jest
funkcja zªo»ona lnN(t).
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Skoro caªka po lewej stronie równa jest lnN(T ) − lnN0, to z
de�nicji caªki oznaczonej dostajemy

lnN(T ) = lnN0 + r(T − t0) . (24.3)

Dziaªaj¡c na obie strony funkcj¡ wykªadnicz¡ pozbywamy si¦ lo-
garytmów

elnN(T ) = e(lnN0+r(T−t0)),

czyli ostatecznie otrzymujemy konkretn¡ posta¢ poszukiwanej funk-
cji

N(T ) = N0e
r(T−t0) .

Ta formuªa opisuje wykªadniczy wzrost populacji.

Warto sprawdzi¢ licz¡c pochodn¡ po T funkcjiN(T ) = N0e
r(T−t0),

»e dN
dT

= rN0e
r(T−t0), zatem po podstawieniu funkcji N(t) do rów-

nania (24.1) otrzymujemy to»samo±¢.
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Wida¢, »e powy»sze rachunki mo»na nieco upro±ci¢ i skróci¢
caªkuj¡c od razu lew¡ stron¦ równania (24.1), po podzieleniu przez
N, po dN , a praw¡ po dt. Wtedy otrzymujemy

∫ N(T )

N0

1
N
dN = r

∫ T
0
dt = r(T − t0) = r(T − t0) ,

a st¡d natychmiast wynika wzór (24.3).

Mo»na zada¢ naturalne pytanie:

Jakie zag¦szczenia populacji przewiduje ten prosty model

w dalekiej przyszªo±ci?

Matematycznie �stan dalekiej przyszªo±ci� realizuje si¦ przecho-
dz¡c do granicy t → +∞, co oczywi±cie jest kolejnym idealizuj¡-
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cym uproszczeniem.

Je±li r > 0, to lim
T→+∞

N(T ) = N0e
r(T−t0) = +∞ ,

je±li r < 0, to lim
T→+∞

N(T ) = N0e
r(T−t0) = 0 .

W pierwszym przypadku tempo reprodukcji przewa»a nad ±mier-
telno±ci¡ i zag¦szczenie populacji wzrasta wykªadniczo. W drugim
przypadku dominuje ±miertelno±¢ i liczebno±¢ populacji spada do
zera.

Takie s¡ konsekwencje przyj¦tego modelu. Czy taki model do-
brze opisuje rzeczywisto±¢, a je±li tak to w jakim zakresie?

Ko«cz¡c rozwa»ania o modelu Malthusa zwró¢my uwag¦, »e we
wspóªrz¦dnych póªlogarytmicznych zag¦szczenie populacji wzra-
staj¡cej wykªadniczo zale»y liniowo od czasu, dlatego dane ekspe-
rymentalne dotycz¡ce stanu populacji w poszczególnych momen-
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tach najwygodniej jest przedstawia¢ na wykresie póªlogarytmicz-
nym.

Na podstawie danych empirycznych, za pomoc¡ metody naj-
mniejszych kwadratów, mo»na oszacowa¢ wspóªczynnik kierunko-
wy tej prostej równy wspóªczynnikowi r.

Zauwa»my, »e formuªa N(T ) = N0e
r(T−t0) jest okre±lona w

naturalny sposób tak»e dla T < t0 i speªnia dla T < t0 równanie
(24.1).

St¡d wniosek, »e formuªa ta zadaje rozwi¡zanie zarówno dla
T > t0 (�przyszªo±¢�), jak i dla T < t0 (�przeszªo±¢�).
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Zwi¡zek mi¦dzy R w modelu z czasem dyskretnym i r w
modelu z czasem ci¡gªym:

Przyjmujemy T = tk , k = 1, 2, 3 . . . i pami¦tamy, »e krok czasowy
w modelu dyskretnym wynosi tk+1 − tk = ∆t.

Przyrównuj¡c stosunki liczebno±ci w kolejnych krokach w przypad-
ku modelu ci¡gªego i dyskretnego dostajemy

N(k + 1)
N(k)

=
er(tk+∆t)

ertk
= er∆t =

Nk+1

Nk
= 1 +R,

czyli po zlogarytmowaniu

r∆t = ln(1 +R) = ln
N(k + 1)
N(k)

= lnN(k + 1)− lnN(k) .
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Uwaga 24.2. Obliczanie wspóªczynnika wzrostu popula-

cji. Je»eli znamy zag¦szczenie populacji N1 w chwili t i jej zag¦sz-
czenie N2 w chwili t + ∆t i je±li przyjmujemy, »e równanie Mal-
thusa dobrze opisuje zmiany zag¦szcze« populacji, to na podstawie
tych danych mo»emy wyliczy¢ wspóªczynnik wzrostu populacji r

r =
lnN2 − lnN1

∆t
=

ln(N2/N1)
∆t

, (24.4)

co wynika z równania N2
N1

= e
r(t+∆t)

e
rt = er∆t .

Oba rozwa»ane modele liniowe nie uwzgl¦dniaj¡ bardzo wielu istot-
nych czynników, np. zró»nicowania osobniczego (czyli tak»e wieku
osobników), wyczerpywania si¦ zasobów pokarmowych, czy wpªy-
wu zmian zag¦szczenia na tempa reprodukcji i ±miertelno±ci.

Nie uwzgl¦dniaj¡ tak»e przestrzennego rozmieszczenia osobni-
ków i ich migracji.
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Zwró¢my uwag¦, »e w warunkach naturalnych praktycznie nie
wyst¦puj¡ populacje izolowane i nale»aªoby uwzgl¦dni¢ powszech-
ne w ekologii oddziaªywania mi¦dzygatunkowe.

Dodajmy te», »e powy»sze uj¦cie nie uwzgl¦dnia ewolucyjnej
zmienno±ci, adaptacji etc. oraz wyst¦powania nieprzewidywalnych
czynników losowych.

Wszystkie powy»sze efekty mo»na uwzgl¦dni¢ (lub próbowa¢
uwzgl¦dni¢) przy tworzeniu modelu matematycznego � znane s¡
znacznie bardziej skomplikowane modele uwzgl¦dniaj¡ce takie efek-
ty.
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Do tej pory stan populacji okre±lany byª poprzez jej zag¦szcze-
nie. Przewa»nie jednak okre±lamy stan populacji podaj¡c liczb¦
wszystkich osobników.

Posªuguj¡c si¦ rachunkiem ró»niczkowym przy konstrukcji
i analizie modelu przyjmujemy, »e liczebno±¢ N(t) jest

reprezentowana przez liczby rzeczywiste, a nie caª-

kowite.

Jest to dopuszczalne przybli»enie, je±li liczebno±ci populacji
s¡ dostatecznie du»e. Na przykªad podaj¡c liczebno±¢ populacji
N = 1423, 37 przyj¡¢ mo»na, »e odpowiada to liczbie osobników
1423.

Bª¡d wzgl¦dny 0,37
1423 , jaki si¦ wtedy popeªnia, jest mniejszy ni»

0, 00003.
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Im mniejsza liczebno±¢ populacji, tym wi¦kszy bª¡d przy re-
prezentacji liczebno±ci poprzez liczby rzeczywiste.

Przykªad 24.1. Szacowanie liczby mieszka«ców Polski i

USA wg. równania Malthusa.

Dokonamy szacunkowych prognoz liczebno±ci populacji USA i Pol-
ski w roku 2050.

W tym celu posªu»ymy si¦ o�cjalnymi danymi demogra�czny-
mi (dane Agencji Wywiadowczej Rz¡du USA; www.cia.gov).

Liczebno±¢ populacji (w mln) USA i Polski przedstawia nast¦-
puj¡ca tabela
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USA Polska
r. 2005 295,7 38,64
r. 2006 298,4 38,54

Na tej podstawie obliczymy wspóªczynniki wzrostu populacji
rPL i rUSA.

Skorzystamy ze wzoru (24.4) uwzgl¦dniaj¡c, »e ∆t = 1rok.

Otrzymujemy

rUSA = ln
298, 4
295, 7

≈ 0, 009 [1/rok] ,

rPL = ln
38, 54
38, 64

≈ −0, 003 [1/rok] .

Wspóªczynnik r bywa nazywany wspóªczynnikiem przyrostu
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naturalnego i cz¦sto podawany jest w procentach, np. w przy-
padku USA wynosi on obecnie 0, 09%.

Oznaczaj¡c liczebno±¢ populacji w chwili t przez L(t) i bior¡c
t0 = 2005 otrzymujemy kolejno dla USA i Polski:

L(2050) = L(t0)erUSA(20050−2005) = 295, 7e(0,009)(45) ≈ 443, 3 [mln] ,
L(2050) = L(t0)erPL(20050−2005) = 38, 64e−(0,003)(45) ≈ 33, 76 [mln] .

Trzeba podkre±li¢, »e prognozy oparte o te obliczenia zakªadaj¡
staªo±¢ wspóªczynnika r w przyszªo±ci, wi¦c nie uwzgl¦dniaj¡ roz-
maitych czynników demogra�cznych, które mog¡ spowolni¢ lub
zmniejszy¢ tempo przyrostu albo spadku populacji.

Prognozy demogra�czne oparte na równaniu Malthusa mo»-
na jednak traktowa¢ jako pierwsze przybli»enie stanu populacji w
przyszªo±ci.
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