
1. Niech GL(n, RI ) oznacza zbiór odwracalnych macierzy n×n o wspó lczynnikach rzeczy-

wistych z topologia֒ podprzestrzeni RI
n
2

.

a) Udowodnić, że GL(n, RI ) ⊆ RI
n
2

jest podzbiorem otwartym.

b) Znaleźć domknie֒cie GL(n, RI ) w RI
n
2

.

c) Udowodnić, że GL(n, RI ) ma dwie homeomorficzne sk ladowe spójne, które sa֒ jed-

nocześnie sk ladowymi  lukowej spójności.

2. Na p laszczyźnie RI
2 z metryka֒ euklidesowa֒ dana jest prosta L = {(0, x): x ∈ RI }.

Niech RI
2/L oznacza przestrzeń ilorazowa֒ powsta la֒ przez zgniecenie L do punktu

(dokadniej, dzielimy RI
2 przez relacje֒ równoważności ∼, taka֒ że klasami równoważno-

ści sa֒ singletony punktów nie leża֒cych na prostej L oraz prosta L).

(a) Udowodnić, że RI
2/L nie spe lnia I aksjomatu przeliczalności.

(b) Sprawdzić, czy odwzorowanie ilorazowe RI
2 −→ RI

2/L jest domknie֒te (otwarte).

(c) Sprawdzić, czy RI
2/L ma w lasność Hausdorffa.

3. Udowodnić, że cze֒́sć wspólna przeliczalnej rodziny otwartych ge֒stych podzbiorów

prostej z topologia֒ strza lki jest zbiorem ge֒stym.

4. Zbadać, czy prosta z topologia֒ strza lki i prosta z topologia֒ euklidesowa֒ maja֒ takie

same zbiory ge֒ste.

5. Niech X ⊂ RI z topologia֒ euklidesowa֒, X = {0}∪{ 1

n
:n ∈ NI }. Opisać ge֒ste podzbiory

X ×X .

6. Niech X be֒dzie zbiorem nieprzeliczalnym, x0 ∈ X wyróżnionym punktem. Niech

T = {U ⊂ X : x0 /∈ U lub X \ U jest zbiorem skończonym}.

Zbadać, czy przestrzeń X :

a) zawiera nieprzeliczalna֒ podprzestrzeń dyskretna֒

b) jest ośrodkowa

c) spe lnia pierwszy aksjomat przeliczalności

d) ma przeliczalna֒ baze֒

e) jest metryzowalna.

7. Pokazać, że w przestrzeni metrycznej każdy zbiór domknie֒ty jest cze֒́scia֒ wspólna֒

przeliczalnej rodziny zbiorów otwartych.

Podać przyk lad przestrzeni topologicznej i takiego jej podzbioru domknie֒tego, dla

którego ten warunek nie jest spe lniony.

8. Niech X =
∏

i∈NI
Ri gdzie Ri = RI z topologia֒ euklidesowa֒.

Niech A = {(xi)i∈NI : (xi)i∈NI jest zbieżny}.

1



a) Znaleźć cl A oraz intA w X

b) Zbadać, czy funkcja f :A −→ RI , f((xi)i∈NI ) = lim(xi) jest cia֒g la.

9. Podzbiór A ⊂ X nazywa sie֒ retraktem X jeżeli istnieje funkcja cia֒g la r:X −→ A,

taka że r|A = idA. Taka funkcja nazywa sie֒ retrakcja֒ na zbiór A.

1) Pokazać, że podzbiór niepusty A ⊂ X jest retraktem X wtedy i tylko wtedy gdy

dla dowolnej przestrzeni Y i dowolnego cia֒g lego przekszta lcenia f :A −→ Y istnieje

cia֒g le przekszta lcenie f̃ :X −→ Y , takie że f̃|A = f .

2) Udowodnić, że jeżeli X jest przestrzenia֒ Hausdorffa to każdy retrakt jest podzbio-

rem domknie֒tym.

3) Pokazać, że w RI
n dowolna kula domknie֒ta Dn(x, ǫ) = {y ∈ RI

n: d(x, y) ≤ ǫ} jest

retraktem RI
n.

4) Pokazać, że w RI
n sfera Sn−1(x, ǫ) jest retraktem kuli Dn(x, ǫ) − {y}, gdzie y jest

dowolnym punktem kuli domknie֒tej.
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