Imie i nazwisko:

Do oceny przeznaczam uzasadnienia odpowiedzi na pytania:

Punktacja: odpowiedz prawidlowa: 2 punkty, bledna: —1 punkt, brak odpowiedzi: 0
punktow, maksymalna taczna punktacja: 38 punktéw. Nalezy uzasadni¢ na pismie
odpowiedzi na cztery sposréd pytan oznaczonych gwiazdkami (ocena: 0 — 10 punktow,
maksymalna taczna punktacja: 38 punktéw). Nie beda oceniane uzasadnienia odpowiedzi
na pytania nie oznaczone gwiazdkami. Uzasadnienia odpowiedzi na dwa ostanie pytania,
oznaczone dwiema gwiazdkami, moga by¢ podane osobno i sa liczone oddzielnie (mozna
za nie uzyskaé¢ dodatkowo po 10 punktow, choéby punktacja z uzasadnien przekroczyta
38).

TAK 1. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Woéwezas funkcja dy zadana wzorem
do(x,y) = min(d(z,y),2009) jest metryka na zbiorze X, wyznaczajaca te sama topologie

co topologia wyznaczona przez metryke d.

TAK 2. Przestrzen topologiczna X ma nastepujaca wlasnosé: istnieje punkt xy € X, taki ze
X — {xo} ma dwie skladowe spdjnosci, ktérych domkniecia w przestrzeni X sa zwarte.
Woéwezas kazda przestrzen homeomorficzna z przestrzenia X réwniez ma opisana wila-

Snosé.

NIE 3. Kazda skoriczona przestrzen topologiczna (X,7) jest metryzowalna, to znaczy ist-
nieje taka metryka na zbiorze X, ze topologia wyznaczona przez te metryke jest wlasnie

topologia 7.

TAK 4. Kazda skoriczona przestrzen topologiczna Hausdorffa (X,7) jest metryzowalna, to
znaczy istnieje taka metryka na zbiorze X, ze topologia wyznaczona przez te metryke

jest wlasnie topologia 7.

TAK 5. Na zbiorze X = {1,2,...,2009} okreslamy topologie w taki sposéb, ze jedynymi
zbiorami otwartymi sa () oraz wszystkie zbiory postaci {1,...,k}, k < 2009. Wéwczas,
dla kazdej funkcji ciaglej f: X — X, takiej ze f(X) = X istnieje punkt = € X, taki ze
f(x) = x (nie domagamy sie tego, zeby taki punkt byl dokladnie jeden).



TAK 6. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. W przestrzeni X x X rozpatrujemy pod-

przestrzen A = {(z,x) : x € X }. Wowczas przestrzein A jest homeomorficzna z X.

TAK 7. Jezeli (X,d) jest przestrzenia metryczna zwarta, a A C X jest jej podprzestrzenia

zupelna, to przestrzen A jest zwarta.

TAK 8. W przestrzeni (C[0, 1], dsyp) istnieje nieskoniczony zbiér punktéw (czyli funkeji), taki

ze kazde dwa rézne punkty z tego zbioru sa odlegte o 1.

NIE 9. * W przestrzeni (C[0, 1], dsyp) istnieje zbiér mocy continuum punktéw (czyli funkcji),

taki ze kazde dwa rézne punkty z tego zbioru sa odlegle o 1.

NIE 10. * Niech W bedzie podprzestrzenia w (C|0, 1], dsyp) zlozona ze wszystkich wielo-
mianéw o wspélczynnikach wymiernych (i tylko z nich). Woéwczas przestrzen W jest

metryzowalna w sposéb zupelny.
TAK 11. Przestrzen (C[0, 1], dsyp) jest Sciagalna.
NIE 12. Przestrzen (C|0, 1], dsyp) jest zwarta.

NIE 13. * Przestrzen ilorazowa R/Q (chodzi o iloraz przez taka relacje ~, ze x ~y «— (x =y
lub z,y € Q) jest antydyskretna (to znaczy: jedynymi zbiorami otwartymi sa zbiér pusty

i cala przestrzen).

NIE 14. * Przestrzen ilorazowa R/Q (chodzi o iloraz przez taka relacje ~, ze x ~y «— (x =y

lub z,y € Q) jest przestrzenia Hausdorffa.

TAK 15. * Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna zupela. Niech f: X — X bedzie

odwzorowaniem zwezajacym, to znaczy takim ze istnieje 0 < A < 1, taka ze

Vx;éyeX d(f(fll), f(y)) <A d(.’lj, y)

Wéwezas istnieje dokladnie jedna skladowa C' przestrzeni X, taka ze f(C) C C.

NIE 16. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng zupeha. Niech f: X — X bedzie odw-

zorowaniem spelniajacym warunek:

vﬂﬁ?'éyGX d(f(.’l?), f(y)) < d(:l), y)
Woéwczas istnieje taka sktadowa C' przestrzeni X, ze f(C) C C.

NIE 17. * Rozpatrzmy nastepujace dwie podprzestrzenie w przestrzeni euklidesowej R?:



NIE

NIE

NIE
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X = ([0,00) x {0}) U (N x [0,1]) (przyjmujemy, ze 0 € N), Y = (R x {0}) U (Z x [0, 1]).

Wéwecezas przestrzenie X i Y sa homeomorficzne.

18. * W przestrzeni (R2,d,.) (ptaszczyzna z metryka rzeka) istnieje podprzestrzen home-

omorficzna z okregiem euklidesowym S*.

19. * Jezeli przestrzenie topologiczne X i Y sa homotopijnie réwnowazne, to istnieje

odwzorowanie ciagle f: X — Y/ takie ze f(X) =Y.

20. Niech X bedzie suma dwoch zewnetrznie stycznych okregéw o promieniu 1 na plasz-
czyznie R?. Wéwczas kazde odwzorowanie ciagle f: X — X ma punkt staly, to znaczy

taki, ze f(z) = =.

TAK 21. Niech X bedzie suma dwdéch zewnetrznie stycznych domknietych kot o promieniu 1

na plaszczyznie R2. Wéweczas kazde odwzorowanie ciagle f: X — X ma punkt staly, to

znaczy taki, ze f(z) = x.

TAK 22. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, taka ze kazde odwzorowanie ciagte

NIE

f: X — X ma punkt staly. Niech A C X i niech r: X — A bedzie retrakcja (to
znaczy odwzorowaniem ciaglym, takim ze dla wszystkich a € A zachodzi r(a) = a).

Woéwczas takze kazde odwzorowanie ciagle h: A — A ma punkt staty.

23. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna zupeha. Przypusémy, ze dla kazdej liczby
dodatniej M istnieje metryka djy; na zbiorze X, taka ze topologia wyznaczona przez d,
jest identyczna z topologia wyznaczong przez d i ponadto w przestrzeni (X, dys) odleglosé

dowolnych dwoch punktéw nie przekracza M. Wowcezas przestrzen X jest zwarta.

TAK 24. ** Na zbiorze X = {1,2,...,2008} okreslamy topologie w taki sposéb, ze jedynymi

TAK 25. ** W przestrzeni (C|0, 1], dsyp) istnieje podprzestrzen homeomorficzna ze sfera

zbiorami otwartymi sa () oraz wszystkie zbiory postaci {1,...,k}, k < 2008. Wéwczas
przestrzen topologiczna X ma wilasnos¢ punktu stalego, to znaczy: dla kazdej funkcji
ciaglej f: X — X istnieje punkt = € X, taki ze f(z) = x (nie domagamy sie tego, zeby
taki punkt byl dokladnie jeden).
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