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Zadanie 2.2

Niech |G| < oo . Udowodni¢, ze liczba elementéw rzedu n jest wielokrotnoscia ¢(n),
gdzie ¢ jest funkcja Eulera.

Dowdd:

Przypomnijmy:

on)=Hk<n: NWD(k,n) =1},
. . . . . k o n

Stwierdzenie 2.7 Jezeli o(g)=n,to o(g >_7NWD(H,I{) (ze skryptu do wyktadu).
Rozwazmy dwa przypadki:

1. W grupie G nie istnieje element rzedu n. Wtedy liczba elementéow rzedu
n wynosi 0=0 * ¢(n)

2. W grupie G istnieje co najmniej jeden element rzedu n:

& n=1 (z definicji grupy: w grupie G istnieje jeden element rzedu 1)
dla tego elementu mamy: 1=p(1)=1 % ¢(1)=1 * ¢(n)

¢ n#l Rozpatrzmy maksymalny zbiér elementéw grupy G:{g1, g2, - - -, gx },
gdzie k € N |, dla ktérego sa spetnione warunki:

* V;0(g) =n, gdzie i € {1,2,... k}
s Vi Vi g €< g; >, gdzie i,5 € {1,2,... k}

( Uwaga: Zauwazmy, ze z xx dla i # j mamy: < ¢; > 1< g; >

nie maja wspélnego elementu g, takiego, ze o(g) = n.

Dowéd:

Jezeli g €< g; >, to < g >C< g; >,

alel <g>|=|<g>|<o0=<g>=<g; >,

analogicznie, jesli g €< g; >,to < g >C< g; >,

ale | <g>|=|<g;>|<co=2<g>=<yg;>.

Zatem z przechodnio$ci mamy: < g; >=< g; >, co jest sprzeczne z * . 0 )

Wezmy dowolnei € {1,2,... k},wtedy < g; >={1,¢:,9%,...,9" '},
. . . . r _ 1’1
ze Stwierdzenia 2.7 wiemy, ze o(gl) = NWD(ur) <n,
dlar € {0,1,...,n—1},zatem dla kazdego r takiego, ze NWD(n,r)=1 mamy :
o(gl) = o(g;) = n,czyli w < g; > istnieje p(n) elementéow rzedu n.
Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla pozostatych
i € {1,2,...,k} otrzymujemy, ze w grupie G znajduje sie
kx p(n) elementéw rzedu n. O



