Zadanie 2.3.

Teza: Jezeligp : G — H jest epimorfizmem, a K podgrupa H, to [G: ¢ 1 (K) | = [H: K]
Dowéd:

Okre$lmy odwzorowanie ® : G/¢~1(K) —» H/K, takie, ze dla g € G, CD(g(p_l(K)) = @p(g)K.

Chcemy pokazaé, ze odwzorowanie ® jest bijekcjg miedzy zbiorami warstw lewostronnych G /¢~ *(K) i H/K.
Bedzie to réwnoznaczne z tym, ze zbiory te sg rownoliczne.

1) Sprawdimy, czy odwzorowanie ® jest dobrze okredlone, tzn. czy dla g; g, € G takich, ze
919~ (K) = g7 (K) zachodzi 9(g)K = ¢(g2)K ?

Mamy, ze
B B @ B @ 3) 1 )
9197 H(K) = g,07Y(K) & g7'9: € 9 HK) & 9(97'91) EK S (9(g2)) ¢(g91) EKS

(4)
S p(91)K = 9(g2)K

Przy czym réwnowaznosci (1) i (4) wynikajg z definicji warstwy lewostronnej, natomiast (2) i (3) z wtasnosci
homomorfizmu. Zatem @ jest dobrze okreslone.

2) Kiedy zachodzi (g, 1 (K)) = ®(g.9¢ 1 (K))?

Zauwazmy, ze lewa i prawa strona rownania majg postac:

L=®(g,0 1K) = p(gK , P=d(g,071(K)) = ¢(g)K

(5) -1 (6) B @ B ®)
L=P o ¢(g)K = ¢(g)K © (¢(92)) ¢(91) EK © ¢(97'91) EKS g7'g1 €97 (K) &

® _
& g197 1K) = g0 (K)

Przy czym réwnowaznosci (5) i (8) wynikajg z definicji warstwy lewostronnej, natomiast (6) i (7) z wiasnosci
homomorfizmu. Zatem otrzymujemy, ze @ jest réznowartosciowe.

3) Odwzorowanie @ jest ,na”.

Dla dowolnego ustalonego h € H rozwaimy warstwe lewostronng postaci hK. Z faktu, iz ¢ jest
epimorfizmem wiemy, ze istnieje g’ € G takie, ze ¢(g') = h. Wéwczas qD(g’(p‘l(K)) =¢@(g)K = hK .
Zatem @ jest réwniez ,na”.

Ostatecznie otrzymali$my, iz odwzorowanie @ jest bijekcja, i w rezultacie [G: ¢ (K) ] = [H:K] .



