Zadanie 1: Niech Qs = (j,k) < GL(2,C), gdzie
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Udowodnié, ze |Qs| = 8.

Dzialaniem dwuargumentowym w ¢8 jest mnozenie macierzy. Oznaczmy je
symbolem o. Udowodnimy, ze Qs = { 1,-1, j,—j, k,—k, i,—i}, gdzie 1 jest
macierza jednostkowa, elementy z minusem sa elementami pomnozonymi przez
—1 w zwyklym sensie, natomiast

e (20)

Nalezy w tym miejscu zwrdci¢ uwage, aby nie pomyli¢ macierzy ¢ z liczba ozna-
czong tym samym symbolem. Ponadto elementy ”minusowe” nie sg tu definio-
wane jako elementy odwrotne - obowigzuje zapis multiplikatywny, a nie addy-
tywny. Natomiast zeby utatwié¢ sobie zycie, mozemy skorzystaé z faktu, ze sa to
elementy przemnozone skalarnie przez —1, zatem mozna wykorzystaé standar-
dowe wlasnosci takiego mnozenia. Na przykiad —jo—k = ((—1)-j)o((—1)-k) =
(=1)-(=1)-(jok) = jok = i. Nie jest to jednakze sytuacja w pelni standardowa,
a raczej pewne oszustwo.

W grupie ¢8 wystepuja nastepujace zaleznosci:

rjokoj=k, kojok=j (1)
B =42 =-1 2)

o(j) = o(k) =4 (3)
koj=—i (4)

co mozna sprawdzi¢ na drodze rachunku macierzy.

Mozemy od razu zauwazy¢, ze mnozenie jest tu nieprzemienne, czego zreszta
nalezalo sie spodziewaé¢ po mnozeniu macierzy: jk =1 # kj = —i.

Aby pokazaé, ze nasza grupa jest zamknieta ze wzgledu na mnozenie macierzy,
sporzadzimy tabelke tego dzialania. Wypiszmy wszystkie wielokrotnosci j:

jok=1

koj=—1t
jok?=k?0j=(-1)oj=—1-j=—j
jokd=jokok?=—1-(jok)=—i

Koj=—(koj)=—(=i) =i

P=gtoj=—j
joi=j20k=—k
ioj=jokoj



Pozostale elementy tabeli obliczamy w analogiczny sposob korzystajac z wila-
snodci (1) - (4). Ostatecznie:
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Udowodnilismy wiec, ze {1, —1, j, —j, k, —k, 4, —i} jest podgrupa zawarta w GL(2, C).
Jest przy tym najmniejsza grupa zawierajaca elementy j i k, zatem jest to grupa
Qsg, co konczy dowdd.

Zadanie 2: Znalez¢ wszystkie podgrupy zawarte w Qg

Poza podgrupa trywialna oraz sama grupa (s, sa w niej zawarte jeszcze 4
inne podgrupy: (j), (k), (—1) oraz (i).
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Wszystkie podgrupy 4-elementowe sa izomorficzne z Z4, poniewaz sa cyklicz-
ne, natomiast podgrupa (—1) jest oczywiscie izomorficzna z Zs. Co ciekawe,
wszystkie podgrupy wlasciwe w (Js sa abelowe, pomimo tego ze sama Qg taka
nie jest.



