Problem: Udowodni¢, ze nie istnieje grupa, w ktorej elementéw rzedu 7 jest
doktadnie 18.

Uwaga 1.: Niech G, H beda grupami. Jesli NWD(|G|, |[H|)=1 ,to kazdy
homomorfizm tych grup jest trywialny.
Dowéd: Niech f:G— H bedzie homomorfizmem. |f(G)|||H|, poniewaz
f(G)<H. Ponadto |f(G)|||G|, awieczfaktu,ze NWD(|G|, |H|)=1 wynika
1£(G)I=1, czyli f(G)=(1}.

Uwaga2.: xy=yx A(x)N(y)={1] = (x,y) =(x)x(y)

Przypu$émy, ze istnieje grupa G zawierajaca doktadnie 18 elementow rzedu 7. Oznaczmy

przez H,, H,, H; 3 cykliczne podgrupy rz¢du 7. Poniewaz warto$¢ funkcji Eulera dla liczby 7
wynosi 6, dowolny nie-neutralny element z grupy H; jest jej generatorem; W szczegdlnosci w
kazdej z nich jest 6 elementow rzedu 7. Ponadto podgrupy te nie maja elementdw wspdlnych poza
elementem neutralnym, a wigc jest w nich tacznie 18 rdznych elementéw rzedu 7. Wybierajac
dowolne elementy %, h,, h;y nalezace do grup H,, H,, H; odpowiednio, oznaczmy:

H1:<h1>:[ 1,hy, h%; s h?}

H,=(h,)

H 3:<h3>

Rozpatrzmy dziatanie H,; na G poprzez automorfizmy wewngtrzne:
9:H,— Aut(G), ¢(x)=p., ¢.(g)=xgx ' dla x€H,, g€G.
Dziatanie to zachowuje 3-elementowy zbior grup cyklicznych rzgdu 7. Poprzez obcigcie
automorfizméw wilasnych do H; otrzymujemy homomorfizm y:H,— 23 » ktory na mocy
Uwagi 1. jest trywialny, gdyz | 23 |=6. Wynika z tego, ze automorfizmy wewnetrzne
wyznaczone przez H, zachowuja podgrupe H,.
Otrzymujemy zatem homomorfizm @:H  — Aut(H,). |Aut(H,)=6, wiecz Uwagi 1.

— _ 71_
enVoey, Puly)=xaT =y
a wiec w szczegolnosci ,h,=h,h,. Namocy Uwagi 2. (hy,hy)=(h)X{(h,)=Z,XZ,,
|Chy, hy)|=Z,XZ,|=48. Poniewaz (h,,h,)<G, oznaczato,ze w grupie G istnieje co
najmniej 48 elementow rzedu 7, wbrew zatozeniu.



