
1. Lokalizacja pieŕscienia.

Konstrukcja cia la u lamków pozwala każdej dziedzinie ca lkowitości przypisać
cia lo, w które ta dziedzina ca lkowitości jest homomorfzicznie w lożona. Opiszemy
teraz niewielka֒ modyfikacje֒ tej konstrukcji, która dzia la w nieco ogólniejszym przy-
padku.
Po pierwsze be֒dziemy rozpatrywać w pierścieniu P pewien podzbiór S. Naszym

celem jest opisanie takiego pierścienia S−1(P ) i takiego homomorfizmu f : P −→
S−1(P ), żeby dla każdego elementu s ze zbioru S zachodzi lo f(s) ∈ S−1(P )∗.
Mamy zatem zamiar tak ulepszyć pierścień P , żeby elementy ze zbioru S sta ly
sie֒ odwracalne. Jednocześnie jednak chcemy zmodyfikować pierćień P możliwie
nieznacznie — by loby najlepiej gdyby homomorfizm f by l różnowartościowy (co
oznacza loby istnienie swego rodzaju kopii pierścienia֒ P w S−1(P ). Chcielibyśmy

też, żeby trójka (P, S−1(P ), f) by la w jakimś sensie najlepsza.
Formalnie biora֒c, przyjmujemy naste֒puja֒ca֒ definicje֒:

1.1. Definicja. Niech S be֒dzie podzbiorem pierścienia przemiennego z 1 P . Lokaliza-

cja֒ pierścienia P wzgle֒dem zbioru S nazywamy trójke֒ (P, S−1(P ), f : P −→ S−1(P )),

gdzie P −→ S−1(P ) jest homomorfizmem pierścieni przemiennych z 1, a ponadto:

1. Dla każdego s ∈ S element f(s) jest odwracalny w S−1(P )),

2. Dla każdego homomorfizmu h: P −→ R, takiego że obrazy elementów ze zbioru S
sa֒ odwracalne, istnieje dok ladnie jeden homomorfizm h̃: S−1(P )) −→ R, taki że

poniższy diagram jest przemienny.
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 Latwo zauważyć, że jeżeli dwa elementy x i y należa֒ do zbioru S, to f(xy)

musi być elementem odwracalnym w pierścieniu S−1(P )), jako iloczyn elementów
odwracalnych f(x) i f(y). Wobec tego be֒dziemy zak ladać, że zbiór S jest multip-
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likatywny, to znaczy ma w lasność

x, y ∈ S ⇒ xy ∈ S,

chociaż w zasadzie nie jest to niezbe֒dne dla istnienia kontruowanego pierścienia.
Be֒dziemy również zak ladać, że 1 ∈ S — oczywíscie do la֒czenie jedynki do rozpatry-
wanego zbioru multiplikatywnego nie zepsuje multiplikatywności zbioru. Podajemy
teraz standardowa֒ konstrukcje֒ pierścienia S−1(P .
Elelmentami pierścienia sa֒ klasy abstrakcji par uporza֒dkowanych (r, s) ∈ P ×S wz-
gle֒dem pewnej relacji równoważności ∼. Elementy pierścienia be֒dziemy zapisywać
w postaci u lamków r

s
, nie przejmuja֒c sie֒ zbytnio tym, czy w danym momencie

napis taki oznacza konkretnego reprezentanta, czy klase֒ abstrakcji. Zapowiedziana
relacja równoważności jest zadana naste֒puja֒co:

p

s
∼

p′

s′
⇐⇒ ∃d∈S d(ps′ − p′s) = 0.

Zacznijmy od wykazania że ∼ jest relacja֒ równoważności. Zwrotność i symetryczność
nie budza֒ wa֒tpliwości. Zanim udowodnimy przechodniość, zauważmy że każde dwa
u lamki różnia֒ce sie֒ rozszerzeniem lub skróceniem przez element ze zbioru S sa֒ we
wskazanej relacji, a co wie֒cej sa֒ w relacji z dok ladnie tymi samymi u lamkami.
Pokazujemy zatem, że

∀s,s′,s′′∈S∀p,p′∈P

p

s
∼

p′

s′
⇐⇒

ps′′

ss′′
∼

p′

s′
.

Dowód powyższego szczegó lu pomijamy jako oczywisty (w dowodzie trzeba sko-
rzystać z multiplikatywności zbioru S).
Przejdźmy już bezpośrednio do dowodu przechodniości. Zak ladamy, że

p

s
∼

p′

s′
∧

p′

s′
∼

p′′

s′′
.

W świetle uwagi zrobionej powyżej jest to równoważne przyje֒ciu za lożenia, że

ps′s′′

ss′s′′
∼

p′ss′′

ss′s′′
∧

p′ss′′

ss′s′′
∼

p′′ss′

ss′s′′
,

a do udowodnienia jest stwierdzenie, że

ps′s′′

ss′s′′
∼

p′′ss′

ss′s′′
.

jak widać mamy do czynienia z trzema u lamkami o wspólnym mianowniku t =
ss′s′′ ∈ S (skorzystalísmy ponownie z multiplikatywności zbioru S) i licznikach
r, r′, r′′. W tych oznaczeniach za lożenia przyjmuja֒ postać

r

t
∼

r′

t
∧

r′

t
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t
,

a do udowodnienia jest stwierdzenie

r

t
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t
.
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Ale w sytuacji wspólnego i należa֒cego do S mianownika trzech u lamków taka im-
plikacja wynika w oczywisty sposób z definicji relacji ∼ (chociaż trzeba jeszcze raz
skorzystać z multiplikatywności zbioru S).
Na tak zdefiniowanym zbiorze S−1(P ) określamy dzia lania:

1. 0 = 0
1

2. 1 = 1
1

3. − p
s

= −p
s

4. p

s
+ p′

s′
= ps′+p′s

ss′

5. p

s
· p′

s′
= pp′

ss′

Ponadto określamy homomorfizm f : P −→ S−1(P ) wzorem f(x) = x
1 .

Sprawdzimy, że dodawanie nie zależy od wyboru reprezentantów. Przypuśćmy,

że licza֒c sume֒ p
s

+ p′

s′
zasta֒pimy sk ladnik p

s
równoważnym mu sk ladnikiem p′′

s′′

(zak ladamy wie֒c, że istnieje d ∈ S, takie że d(ps′′ − p′′s) = 0. Należy pokazać, że

ps′ + p′s

ss′
∼

p′′s′ + p′s′′

s′s′′
.

Zgodnie z definicja֒ relacji ∼ wystarczy udowodnić, że

d(ps′s′s′′ + p′ss′s′′ − p′′s′ss′ − p′s′′ss′) = 0.

Drugi i czwarty sk ladnik w nawiasie sa֒ tożsame, różnia֒ sie֒ jednak znakiem, wie֒c
ulegaja֒ redukcji. Po niewielkiej reorganizacji dwóch pozosta lych sk ladników otrzy-
mujemy po lewej stronie wyrażenie s′s′d(ps′′ − p′′s), a to rzeczywíscie jest równe 0,
co mielísmy udowodnić.

Chociaż pozostaje jeszcze kilka rzeczy do sprawdzenia — niezależność wyniku
mnożenia od wyboru reprezentantów, w lasności dzia lań wymagane w aksjomatyce
pierścienia, to jednak pominiemy te rachunki jako nazbyt już rutynowe.
Pozostaje sprawdzenie, że odwzorowanie zadane wzorem f(x) = x

1 jest homomor-

fizmem pierścieni (co jest  latwe) oraz określenie odwzorowania h̃: S−1(P )) −→ R
domykaja֒cego trójka֒t na rysunku. Nie mamy wielkiego wyboru: jeżeli diagram

ma być przemienny, to musimy przyja֒ć, że h̃(x
1 ) = h(x). To z kolei zmusza nas do

przyje֒cia, że h̃(p

s
) = h(p)

h(s) . Zwróćmy uwage֒, że h(s) jest z za lożenia (o odwzorowaniu

h) elementem odwracalnym, zatem ma prawo pojawić sie֒ w mianowniku ostatniego

wyrażenia. Ten ostani wzór określa odwzorowanie h̃ już dla wszystkich elementów
pierścienia S−1(P ). Pomijamy rutynowe sprawdzenie, że h̃ nie zależy od wyboru

u lamka reprezentuja֒cego argument, że definicja nie jest dwuznaczna i że h̃ jest
naprawde֒ homomorfizmem.

Poniżej przedstawiamy kilka ważnych przyk ladów i w lasności.

1.2. Stwierdzenie. Lokalizacja pierścienia P wzgle֒dem podzbioru multiplikaty-

wnego S jest pierścieniem zerowym wtedy i tylko wtedy, gdy 0 ∈ S. W szczególności,

jeżeli do s należy jakikolwiek element nilpotentny, to S−1(P ) jest pierścieniem ze-

rowym.

Dowód. Trzeba sprawdzić, kiedy 1
1 = 0

1 . Z definicji relacji ∼ zachodzi to wtedy,
gdy istnieje s ∈ S, takie że s(1− 0) = s = 0, czyli wtedy i tylko wtedy gdy s = 0.�
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1.3. Stwierdzenie. Niech P be֒dzie niezerowym pierścieniem, a S ⊆ P zbiorem

multiplikatywnym. Homomorfizm lokalizacji jest różnowartościowy wtedy i tylko wt-

edy, gdy zbiór S nie zawiera dzielników zera . W szczególności, jeżeli P jest dziedz-

ina֒ ca lkowitości, a 0 nie należy do S, to homomorfizm lokalizacji jest różnowartoś-

ciowy.

�

1.4. Stwierdzenie. Lokalizacja pierścienia P wzgle֒dem podzbioru multiplikaty-

wnego S ⊆ P ∗ jest izomorficzna z pierścieniem P .

�

1.5. Przyk lad. Niech P be֒dzie pierścieniem, w którym każy element jest albo
odwracalny albo nilpotentny (np. Z9). Wówczas lokalizacja pierścienia P jest
albo pierścieniem zerowym (gdy w S jest jakís element nieodwracalny, a zatem
nilpotentny) albo jest izomorficzna z pierścieniem P .

1.6. Przyk lad. Niech P = Z i niech S be֒dzie zbiorem pote֒g o wyk ladnikach

naturalnych liczby 2, w tym 20 = 1. Wówczas S−1(P ) = Z[ 12 ].

1.7. Przyk lad. Niech P be֒dzie dziedzina֒ ca lkowitości, a S zbiorem z lożonym ze

wszystkich elementów niezerowych. Wówczas S−1(P ) = Q(P ) — te dwa rozpatry-
wane obiekty sa֒ zdefiniowne w taki sam dos lownie sposób.

1.8. Przyk lad. Niech P be֒dzie pierścieniem niezerowym, a S zbiorem z lożonym
ze wszystkich elementów, które nie sa֒ dzielnikami zera. Wówczas S−1(P ) = Q(P )
nazywamy totalnym pierścieniem u lamków (total quotient ring). Rozpatrywany
pierścień powstaje przez do la֒czenie wszystkich odwrotności jakie można do la֒czyć
nie rezygnuja֒c z różnowartościowości homomorfizmu h.

Szczególnie ważny jest przyk lad naste֒puja֒cy.
1.9. Przyk lad. Niech P be֒dzie pierścieniem niezerowym. Niech I be֒dzie idea lem
pierwszym w P . Oczywíscie S = P \ I jest wówczas zbiorem multiplikatywnym.
Pierścień S−1(P ) nazywamy lokalizacja֒ pierścienia P wzgle֒dem idea lu I.

Pokażemy teraz, że niezerowy pierścień zlokalizowany wzgle֒dem idea lu pier-
wszego I jest tzw. pieŕscieniem lokalnym, czyli zawiera dok ladnie jeden idea l maksy-
malny.
Dowód. Idea l w laściwy J w pierścieniu S−1(P ) nie zawiera elementów odwracal-
nych. W takim razie w ideale w laściwym J moga֒ być tylko elementy postaci x

s
,

gdzie x ∈ I, s ∈ S = P \ I.  Latwo sprawdzić, że zbiór wszystkich elementów takiej
postaci jest idea lem w laściwym w S−1(P ), a w takim razie jest to idea l maksymalny
i faktycznie jest to jedyny idea l maksymalny (troche֒ dok ladniej: J jest idea lem
w laściwym, bo  latwo sie֒ przekonać, że 1 /∈ J . J jest maksymalny, bo zawiera
wszystkie elementy jakie w ogóle maja֒ szanse֒ pojawić sie֒ w ideale w laściwym, a
wie֒c zwiera w sobie każdy idea l w laściwy). �


