1. Lokalizacja pierscienia.

Konstrukcja ciala utamkow pozwala kazdej dziedzinie calkowitodci przypisac
cialo, w ktore ta dziedzina calkowitosci jest homomorfzicznie wlozona. Opiszemy
teraz niewielka modyfikacje tej konstrukeji, ktéra dziata w nieco ogdlniejszym przy-
padku.

Po pierwsze bedziemy rozpatrywaé w pierécieniu P pewien podzbiér S. Naszym
celem jest opisanie takiego pierscienia S™1(P) i takiego homomorfizmu f: P —
S~=Y(P), zeby dla kazdego elementu s ze zbioru S zachodzilo f(s) € S~1(P)*.
Mamy zatem zamiar tak ulepszy¢ pierscien P, zeby elementy ze zbioru S staly
sie odwracalne. Jednoczesnie jednak chcemy zmodyfikowaé¢ pieréien P mozliwie
nieznacznie — byloby najlepiej gdyby homomorfizm f byl réznowartosciowy (co
oznaczaloby istnienie swego rodzaju kopii pierscienia P w S~1(P). Chcieliby$my
tez, zeby tréjka (P, S~1(P), f) byta w jakim$ sensie najlepsza.

Formalnie biorac, przyjmujemy nastepujaca definicje:

1.1. Definicja. Niech S bedzie podzbiorem pierscienia przemiennego z 1 P. Lokaliza-
cjq pierscienia P wzgledem zbioru S nazywamy tréjke (P, S~Y(P), f: P — S™1(P)),
gdzie P — S™Y(P) jest homomorfizmem pierscieni przemiennych z 1, a ponadto:

1. Dla kazdego s € S element f(s) jest odwracalny w S~1(P)),

2. Dla kazdego homomorfizmu h: P — R, takiego Ze obrazy elementow ze zbioru S
sq odwracalne, istnieje doktadnie jeden homomorfizm h: S~Y(P)) — R, taki ze
ponizszy diagram jest przemienny.
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Latwo zauwazy¢, ze jezeli dwa elementy 2 i1 y naleza do zbioru S, to f(xy)
musi byé elementem odwracalnym w pierécieniu S~1(P)), jako iloczyn elementéw
odwracalnych f(z) 1 f(y). Wobec tego bedziemy zakladaé, ze zbiér S jest multip-



likatywny, to znaczy ma wiasnosé
r,y€e S =uxy €S,

chociaz w zasadzie nie jest to niezbedne dla istnienia kontruowanego pierscienia.
Bedziemy réwniez zakladaé, ze 1 € S — oczywiscie dotaczenie jedynki do rozpatry-
wanego zbioru multiplikatywnego nie zepsuje multiplikatywnosci zbioru. Podajemy
teraz standardowa, konstrukcje pierscienia S~1(P.

Elelmentami pierécienia sa klasy abstrakeji par uporzadkowanych (r, s) € P xS wz-
gledem pewnej relacji rownowaznoéci ~. Elementy pierscienia bedziemy zapisywaé
w postaci utamkéw %, nie przejmujac si¢ zbytnio tym, czy w danym momencie
napis taki oznacza konkretnego reprezentanta, czy klase abstrakcji. Zapowiedziana
relacja rownowaznosci jest zadana nastepujaco:
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g ~ % <= Jyes d(ps’ —p's) = 0.

Zacznijmy od wykazania ze ~ jest relacja réwnowaznosci. Zwrotnosc¢ i symetrycznosé
nie budza watpliwosci. Zanim udowodnimy przechodnio$é, zauwazmy ze kazde dwa

utamki rézniace sie rozszerzeniem lub skroceniem przez element ze zbioru S sa we

wskazanej relacji, a co wiecej sa w relacji z dokladnie tymi samymi ulamkami.

Pokazujemy zatem, ze
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Dow6d powyzszego szezegétu pomijamy jako oczywisty (w dowodzie trzeba sko-
rzystaé z multiplikatywnosci zbioru S).

Przejdzmy juz bezposrednio do dowodu przechodniosci. Zaktadamy, ze
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W Swietle uwagi zrobionej powyzej jest to réwnowazne przyjeciu zalozenia, ze
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a do udowodnienia jest stwierdzenie, ze
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jak wida¢ mamy do czynienia z trzema ulamkami o wspdlnym mianowniku ¢ =
ss's” € S (skorzystaliémy ponownie z multiplikatywnosci zbioru S) i licznikach

r,r’, 7. W tych oznaczeniach zalozenia przyjmuja postac
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a do udowodnienia jest stwierdzenie



Ale w sytuacji wspélnego i nalezacego do S mianownika trzech utamkéw taka im-
plikacja wynika w oczywisty sposéb z definicji relacji ~ (chociaz trzeba jeszcze raz
skorzystaé z multiplikatywnosci zbioru S).

Na tak zdefiniowanym zbiorze S~!(P) okre§lamy dzialania:
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Ponadto okreslamy homomorfizm f: P — S~1(P) wzorem f(z) = £.

Sprawdzimy, ze dodawanie nie zalezy od wyboru reprezentantéw. Przypusémy,
ze liczac sume £ + & zastapimy skladnik £ réwnowaznym mu skladnikiem Z7
(zakladamy wiec, ze istnieje d € S, takie ze d(ps” — p”’s) = 0. Nalezy pokazaé, ze
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Zgodnie z definicja relacji ~ wystarczy udowodni¢, ze
d(pSISISI/ +pISS/S/I _p”SISSI _ pISI/SS/) — O.

Drugi i czwarty skladnik w nawiasie sa tozsame, r6znia sie jednak znakiem, wiec
ulegaja redukcji. Po niewielkiej reorganizacji dwéch pozostatych sktadnikéw otrzy-
mujemy po lewej stronie wyrazenie s's’d(ps” — p”'s), a to rzeczywiscie jest réwne 0,
co mieliSmy udowodnic.

Chociaz pozostaje jeszcze kilka rzeczy do sprawdzenia — niezalezno$¢ wyniku
mnozenia od wyboru reprezentantéw, wlasnosci dzialan wymagane w aksjomatyce
pierscienia, to jednak pominiemy te rachunki jako nazbyt juz rutynowe.

Pozostaje sprawdzenie, ze odwzorowanie zadane wzorem f(x) = ¢ jest homomor-
fizmem pierscieni (co jest latwe) oraz okreslenie odwzorowania h: S~'(P)) — R
domykajacego tréjkat na rysunku. Nie mamy wielkiego wyboru: jezeli diagram
ma byé przemienny, to musimy przyjaé, ze B(%) = h(x). To z kolei zmusza nas do

przyjecia, ze ﬁ(%) = Z%i; Zwréémy uwage, ze h(s) jest z zalozenia (o odwzorowaniu

h) elementem odwracalnym, zatem ma prawo pojawi¢ sie¢ w mianowniku ostatniego
wyrazenia. Ten ostani wzér okresla odwzorowanie h juz dla wszystkich elementéw
piericienia S~1(P). Pomijamy rutynowe sprawdzenie, ze h nie zalezy od wyboru
utamka reprezentujacego argument, ze definicja nie jest dwuznaczna i Ze h jest
naprawde homomorfizmem.

Ponizej przedstawiamy kilka waznych przykladéw i wlasnosci.

1.2. Stwierdzenie. Lokalizacja pierscienia P wzgledem podzbioru multiplikaty-
wnego S jest pierscieniem zerowym wtedy i tylko wtedy, gdy 0 € S. W szczegolnosci,
jezeli do s nalezy jakikolwick element nilpotentny, to S™1(P) jest pierscieniem ze-
rOWYmM.

Dowdéd. Trzeba sprawdzi¢, kiedy % = %. Z definicji relacji ~ zachodzi to wtedy,

gdy istnieje s € S, takie ze s(1 —0) = s =0, czyli wtedy i tylko wtedy gdy s = 0.0



1.3. Stwierdzenie. Niech P bedzie niezerowym pierscieniem, a S C P zbiorem
multiplikatywnym. Homomorfizm lokalizacji jest roznowartosciowy wtedy i tylko wt-
edy, gdy zbior S nie zawiera dzielnikow zera . W szczegdlnosci, jezeli P jest dziedz-
ing catkowitosci, a 0 nie nalezy do S, to homomorfizm lokalizacji jest roznowartos-
ciowy.

O

1.4. Stwierdzenie. Lokalizacja pierscienia P wzgledem podzbioru multiplikaty-
wnego S C P* jest izomorficzna z pierscieniem P.

O
1.5. Przyklad. Niech P bedzie pierécieniem, w ktérym kazy element jest albo
odwracalny albo nilpotentny (np. Zg). Wowczas lokalizacja pierdcienia P jest
albo pierécieniem zerowym (gdy w S jest jaki$ element nieodwracalny, a zatem
nilpotentny) albo jest izomorficzna z pierécieniem P.

1.6. Przyklad. Niech P = Z i niech S bedzie zbiorem poteg o wyktadnikach

naturalnych liczby 2, w tym 2° = 1. Wéwczas S~!(P) = Z[4].

1.7. Przyklad. Niech P bedzie dziedzing calkowitosci, a S zbiorem zlozonym ze
wszystkich elementéw niezerowych. Wéwezas S~1H(P) = Q(P) — te dwa rozpatry-
wane obiekty sa zdefiniowne w taki sam doslownie sposéb.

1.8. Przyklad. Niech P bedzie pierscieniem niezerowym, a S zbiorem zlozonym
ze wszystkich elementéw, ktére nie sa dzielnikami zera. Wéwezas S~H(P) = Q(P)
nazywamy totalnym pierscieniem utamkéw (total quotient ring). Rozpatrywany
pierécienn powstaje przez dolaczenie wszystkich odwrotnosci jakie mozna dotaczy¢
nie rezygnujac z réznowarto$ciowosci homomorfizmu h.

Szczegdlnie wazny jest przyktad nastepujacy.
1.9. Przyklad. Niech P bedzie pierscieniem niezerowym. Niech I bedzie idealem
pierwszym w P. Oczywiscie S = P\ I jest wéwczas zbiorem multiplikatywnym.
Pierscien S—1(P) nazywamy lokalizacja pierscienia P wzgledem ideatu I.

Pokazemy teraz, ze niezerowy pierscien zlokalizowany wzgledem ideatu pier-
wszego I jest tzw. pierscieniem lokalnym, czyli zawiera dokladnie jeden ideal maksy-
malny.

Dowdéd. Ideat wlaéciwy J w pierscieniu S~!(P) nie zawiera elementéw odwracal-
nych. W takim razie w ideale wlasciwym J moga by¢ tylko elementy postaci Z,
gdzie x € I,s € S = P\ I. Latwo sprawdzi¢, ze zbiér wszystkich elementéw takiej
postaci jest idealem whasciwym w S~1(P), a w takim razie jest to ideat maksymalny
i faktycznie jest to jedyny ideal maksymalny (troche dokladniej: J jest idealem
wlasciwym, bo tatwo sie przekonaé, ze 1 ¢ J. J jest maksymalny, bo zawiera
wszystkie elementy jakie w ogdle maja szanse pojawi¢ si¢ w ideale wlasciwym, a
wiec zwiera w sobie kazdy ideat wlasciwy). O



