Topologia I*, jesieri 2013 (prowadzacy H. Toruriczyk).
Zadania zadane jako prace domowe i niektore sposréd omawianych na é¢wiczeniach.

Zadania w duzej mierze pochodza z zestawu zadani w rozdziale 8 skryptu autoréw S. Betley, J.
Chaber, E. Pol, R. Pol, czy tez sa do nich zblizone. Numery 1.1 etc (dwuczesciowe arabskie) odnosza
sie do zadan z tego skryptu.

Znakiem + oznaczono zadania juz na ¢wiczeniach omowione. Zadania, ktore nie sa tak oznaczone,
prosze traktowaé jako zadane do przemyslenia w domu i ewentualnej prezentacji rozwigzania na
zajeciach. Jesli plusy sa wpisane btednie lub nie zostaly wpisane, to bede wdzieczny za wiadomosé.

(A). Metryki, kule, izometrie.

1. * Narysowa¢ kule jednostkowe w przestrzeni R?, o srodku w (0, 0), wzgledem metryk dsp, de, d1,
odpowiednio, gdzie dy (1, T2), (y1,Y2) = |x1—y1|+|r2—12|. Ktore z przestrzeni (R?, dsyp), (R?, d.), (R?, dy)
sa ze soba izometryczne?

2. T Niech d bedzie skoriczong metryka na zbiorze X, a C'(X) zbiorem wszystkich funkcji ciagtych
z X do R.

a) Dla p € X oznaczmy przez f, funkcje f,(z) = d(x,p) (v € X). Dowies¢, ze przyporzadkowanie
X 2 p— f, € C(X) jest zanurzeniem izometrycznym przestrzeni (X, d) w (C(X), dsup)-

b). Niech dalej Cy(X) = {f € C(X) : sup|f| < oo}. Ustalmy punkt pp € X idlap € X
przyjmijmy g,(x) := d(z,p) — d(x,py). Dowiesé, ze g, € Cp(X) 1 przyporzadkowanie X 3 p — g, €
Cy(X) jest zanurzeniem izometrycznym przestrzeni (X, d) w (Cy(X), dsup). (Zanurzenie to pochodzi
od K. Kuratowskiego.)

3. 7 (R. Pol.) Niech funkcja n : Q — N bedzie roznowartosciowym przeksztalceniem zbioru Q liczb
wymiernych w zbiér N liczb naturanych, i dla a,b € R przyjmijmy d(a,b) = 0 gdy a = b oraz

d(a,b) = 2{2*”@) : ¢ € QN [min(a, b), max(a,b)|}

Udowodnié¢, ze d jest metryka w zbiorze R, przy czym dla a € Q jest d(a,,a) — 0 & (a, =
a dla p.w. n), zas gdy gdy a € Q, to d(a,,a) — 0 & |a, —al] — 0.

4. Dla liczby pierwszej p i a € Z oznaczmy przez ||a||, norme p-adyczna liczby a, zdefiniowang tak:
[10]|, =01 ||a]|, = 27", gdzie n € NU {0} jest najwicksza liczba, dla ktorej p™ dzieli a. Dowies¢, ze:

a) T |la+bl|, < max(||all,,||b||,) 1 wobec tego wzor d,(a,b) := ||a—b||, zadaje metryke na zbiorze
Z liczb catkowitych.

b) T Dla liczb pierwszych p # ¢, metryki d, i d, wyznaczaja w Z rozne topologie.

c)* Powtorzy¢ a) przy Z zastapionym przez cialo Q liczb wymiernych i wzorze na ||a|| dla a €
Q\ {0} takim: ||a|| = 27", gdzie n € Z spelnia warunek a = kp"/l dla pewnych liczb catkowitych
k, [, niepodzielnych przez p.

Uwaga 1. Dowdd, ze metryki wyznaczaja réozne topologie, mozna przeprowadzi¢ badz wskazujac
zbiér, bedacy otoczeniem danego punktu w jednej metryce, lecz nie bedacy nim w drugiej metryce,
lub tez wskazujac ciag punktow, zbiezny do danego punktu w jednej metryce, lecz nie w drugiej.(Oba
sposoby sa dobre, a jeszcze lepsze sa dwa naraz, gdzie sie uda.)

5. T 7.8
6. +7.9
7. 1.5



(B). Badanie podstawowych pojeé¢ topologicznych na przykladzie (podzbioréw) przestrzeni (R?, dy), (R?, d,.)

(C(
1.
2.
3.
4.

14.

Pat

1), dsyp), kwadratu leksykograficznego i przestrzeni euklidesowych.
1.1

1.2

1.27

T 1.6

. Niech zy = cosa + isin o, gdzie liczba «/7 jest niewymierna.

a) + Dowies¢, ze zbior {zf : n € N} jest gesty w okregu S = {z: |z| = 1}.
b) Dowies¢, ze domknigciem zbioru A := {(1+ +)zy : n € N} jest AU S.
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7.1 (Rozwiazano czes¢ C.)
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. 1.24

1.33

rz tez zadanie D9.

(C). Przestrzenie metryczne zupekne.

1.

* Niech f : A — Y bedzie przeksztalceniem cigglym podzbioru A przestrzeni (X,d) w prze-

strzett (Y, p). Dla z € A przyjmijmy osc(f, x) := inf,~o{diam,(f(B(z,7) N A)}. (,osc(f,x)” jest od
soscylacja funkeji f w punkcie o’ ) Udowodni¢, ze jesli metryka p jest zupelna, to f mozna w sposéb
ciagly przedtuzy¢ na zbiér {x € A : osc(f,z) = 0}.

2.
3.

S ok

7.

3.2 +
3.5
3.6 +
3.13 +
3.14 +

+ Niech przestrzen X, metryzowalna w sposob zupetny, bedzie suma przeliczalnie wielu zbioréw

domknietych F,. D0W1esc ze zbior |, IntF, jest gesty w X. (Wskazowka: zbiory F), \ IntF, sa
brzegowe, a IntF,, sa typu F,.)

8.
9.

10.
11.

3.15 +
3.18 +
3.24 +
3.29



12. Niech F bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni B(X,R) wszystkich ograniczonych funkcji
z X do R, przy czym taka, ze 1 € F i f? € F dla kazdej funkcji f € F. Udowodnié¢, ze jesli F jest
zbiorem domknietym w metryce dgyp, to v/f € F dla kazdej nieujemnej funkeji f € F. Rozumowac
nastepujaco:

a) Gdy 1 > f > ¢ dla pewnego € > 0, rozpatrze¢ przeksztalcenie u +— (1 + u? — f)/2 i dowies¢,
ze przy L := 1 — e przeksztatca ono kule B(0, L) w siebie i spelnia na tej kuli warunek Lipschitza ze
stata L < 1.

b) Gdy u. jest punktem stalym tego przeksztalcenia i v, :=1 —u., to v = fiwv. > 0.

¢) Gdy 1/2 > f, to rozpatrze¢ ciag funkcji {v, }nen C F, taki, ze v, > 0102 = f + .

13. 3.10

14. Niech ciag funkcji ciagltych f,, : X — Y bedzie zbiezny punktowo do funkcji ¢ (niekoniecznie
ciagtej). Dowiesé, ze:

a) Dla kazdego € > 0 pewien ze zbiorow F: = {x € X : p(fx(z), fu(z)) < e Vk > n} ma niepuste
wnetrze; co wiecej, zbior U® := |, intF; jest gesty w X.

b) Zbior G := (.., U® ma te wlasnosé, ze dla dowolnych x € G i € > 0 istnieje otoczenie punktu
x (w przestrzeni X), na ktorym prawie wszystkie funkcje f; r6znia sie od ¢ o mniej, niz e.

c) Powyzszy zbior G jest gesty i typu Gs w X, a funkcja graniczna ¢ jest ciaglta w kazdym
punkcie x € G. (Jest to jedno z twierdzen Baire’a; zbieznos¢ punktowa ciagu (f,)5, do ¢
oznacza, ze lim, f,(x) = p(z) Yo € X, za$ funkcje f i g r6znia sie na A o mniej, niz ¢, jesli
SUpe.s p(F(a), 9(a)) < <)

15. Wywnioskowaé z powyzszego zadania, ze gdy ¢; : X — Y (j € N) sa funkcjami, z ktorych
kazda jest granica punktowa ciagu funkcji ciagltych, to istnieje taki gesty zbior G typu Gs w X, ze
w kazdym jego punkcie wszystkie funkcje ¢; sa ciagte.

16. Problem 1. * Dla n € N, niech (X, d,) bedzie zupelna przestrzenia metryczna, przeksztalcenie

T, : Xp11 — X, bedzie ciagle i ma gesty obraz, a zbior U,, C X,, bedzie otwarty i gesty. Udowodnié
za C. Lennardem, ze zbior (), 1T175...T,,(Upt1) jest gesty w X;.

(N) (Wskazowka: gdy U,, = X,, dla n € N, rozumowac¢ nastepujaco: wychodzac od x; € X; obraé
indukeyjnie z,,+1 € X411 tak, by di(Thn(20), Thpns1(2nt1)) < 27" dla k =1, ..., n, gdzie przyjmujemy
Ty =Tyo..0Ty dlak <1iTy = idx,. Nastepnie dowies¢, ze Vk3 py = limy,_ oo Thp () 1 2e
Ty—1(px) = pr—1, przy czym di(p1,z1) < 1.)

17. Problem 2. (Funkcja Weierstrassa.) Udowodni¢ istnienie funkcji ciagtej f : [0,1] — R, nie
rozniczkowalnej w zadnym punkcie.

18. (N) Problem 3. (Twierdzenie Baire’a o rozdzielnej ciagltosci; wersja poZniejsza.) Niech funkcja

f X x§ =Y bedzie ciagta ze wzgledu na kazda zmienna przy ustalonej pozostatej, przy czym o
S zakladamy, ze ma baze przeliczalna. Udowodnié, ze:

a) Dla dowolnych podzbiorow Si,Ss, ... przestrzeni S istnieje gesty zbior G C X, typu Gs w
X 1 taki, ze wszystkie funkcje X > z +— diam,f({z} x S,) sa ciagle w kazdym jego punkcie.
(Wskazowka: uzy¢ zadania 14 i tego, ze gdy ciag (s;) jest gesty w S,, to diam,f({z} x S,) =
supy p(f (2. 50). (2, 50) )

b) Gdy wyzej za (S,,) przyja¢ baze topologii przestrzeni S , to otrzymany zbior G ma te wlasnosé,
ze funkcja f jest ciagglta w kazdym punkcie zbioru G x S.

(D). Wtasnosci topologii w przestrzeniach ogdlnych.

1. 1.23




2. + Udowodnié¢, ze ciaglodé przeksztatcenia f : X — Y jest rownowazna kazdemu z nastepujacych
Warunkow
d) f1(A) c f1(A) dla kazdego zbioru A C Y;
e) ( ntA) C | C Int(f~*(A)) dla kazdego zbioru A C Y;
f) (E) f(A) dla kazdego zbioru A C X;
g)  Fr(f7'(A)) c f~Y(Fr(A)) dla kazdego zbioru A C Y, gdzie Fr(S) oznacza czesé wspdlna

domkniecia zbioru S i domkniecia jego dopelnienia.
3. 1.12
4. 1.13

5. Udowodni¢, ze a) iloczyn kartezjanski rodziny przestrzeni, posiadajacych wtasnosé (T2), tez ma
te wlasnosé¢, oraz b) wlasnosé (T4) zachowuje sie przy przejsciu do podprzestrzeni domknietych, a
(T2) — do dowolnych.

6. + a) Dowies¢, ze obraz przestrzeni osrodkowej (tzn. takiej, w ktorej pewien podzbior przeliczalny
jest gesty) przy przeksztalceniu ciaglym tez jest taka przestrzenia.

b) Przestrzenie R™ sa osrodkowe w topologii produktowej, podobnie jak RY; jednak przestrzen
(RN, 7T (dgyp)) mie jest osrodkowa. (Definicja dgy, jest w przykladzie 1f) z §1.)

c)* Przestrzen N® jest osrodkowa.

d) Wywnioskowaé z a) i ¢), ze iloczyn kartezjaniski continuum wielu (lub mniej) przestrzeni osrod-
kowych jest przestrzenig osrodkowa.

7. Niech X := {0,1}° (z topologia produktowa), gdzie #S > V.

a) Udowodnié¢, ze przy A = {(xs)ses € X : s = 0 tylko dla skoniczenie wielu s € S} zachodzi
0 € A, cho¢ 7aden ciag {a(™ 1}, C A nie jest zbiezny do 0

b) Wywnioskowaé, ze przestrzeri X nie jest metryzowalna, a punkt 0 nie ma w niej nawet przeli-
czalnej bazy otoczen. (Definicja na stronach 23-24 notatek.)

c¢) Przy S = R zauwazy¢, ze przestrzenn X jest osrodkowa i zawiera nieprzeliczalna podprzestrzen
dyskretna {f; : s € R}, gdzie f, jest funkcja przyjmujaca wartos¢ 1 w punkcie s, zas 0 w pozostatych
punktach s’ € R. Wywnioskowaé, ze oSrodkowo$¢ nie jest dziedziczona przez podprzestrzenie.

d) Wywnioskowaé tez, ze gdy iloczyn [],. ¢ X, niepustych przestrzeni X jest przestrzenia metry-
zowalna, to tylko przeliczalnie wiele zbiorow X nie jest jednopunktowych.

8. + a) Przestrzen z baza przeliczalng jest osrodkowa.

b) Metryzowalna przestrzen osrodkowa ma baze przeliczalna.

c¢) Podprzestrzen przestrzeni z baza przeliczalna tez ma taka baze, wobec czego podprzestrzen
metryzowalnej przestrzeni osrodkowej jest osrodkowa.

d) Gdy topologia 7 ma baze przeliczalna, to z kazdej bazy topologii mozna wybraé¢ baze prze-
liczalna, a takze z kazdej rodziny U C 7T mozna wybraé przeliczalng podrodzine U, taka, ze
Uy = UU. (Wskazowka: niech (B;);eny bedzie baza przeliczalna i niech I = {i € N : B, C
U dla pewnego U € U}. Rozwazy¢ rodzine (U;)er, gdzie U; € U wybrano tak, by B; C U; dlai € I.)

9. a) ,Strzatka” z przyktadu 5 w §I1.3 jest przestrzenia osrodkowa i spelnia tzw. drugi aksjomat
przeliczalnosci (kazdy jej punkt ma przeliczalng baze otoczen). Z jej standardowej bazy {(a,b] :
a,b € [0,1],a < b} nie mozna jednak wybra¢ bazy przeliczalne;j.

b) Stad i z zadania D8 wywnioskowaé, ze strzaltka i kwadrat leksykograficzny z przyktadu 1b) w
§I1.2 nie sa przestrzeniami metryzowalnymi.
¢) Kwadrat leksykograficzny nie jest przestrzenia osrodkowa.

10. + a) Niech przeksztalcenie f : X — Y oddziela punkty od zbioréw domknietych, tzn.
niech dla kazdego punktu = € X i jego otoczenia G zachodzi f(x) & cl(f(X \ G)). Dowiesé, ze jesli X
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ma wtasnos$¢ (T1), tzn. zbiory jednopunktowe w X sa domkniete, to f jest 1-1 i przeksztalcenie
71 f(X) — X jest ciagle.

b) Przeksztalcenie f z dowodu twierdzenia 1 z §I1.6 notatek oddziela punkty od zbioréw domknie-
tych.

11. + Przeczyta¢ w http://en.wikipedia.org/wiki/Furstenberg/27s_proof_of_the_infinitude_
of _primes i zreferowaé¢ studencki dowoéd Furstenberga, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierw-
szych. (Kopiowanie adresu mi nie wyszlo, jest lepiej zapisany na str. 18 notatek do wyktadu.)

12. + Jaki jest warunek konieczny i dostateczny na to, by iloczyn kartezjanski rodziny niepustych
zbiorow otwartych A, C X (s € S) byt otwarty w [[, X;? A zeby byt domkniety?

13. (N) Udowodni¢ nastepujaca zasade redukcji (Brouwera): jesli topologia 7 ma baze przeliczalna

i K jest taka rodzina niepustych zbioréw domknietych, ze (K, € K dla kazdego ciagu zbiorow
K; D Ky D ..., nalezacych do K, to kazdy zbior K € K zawiera minimalny zbior K’ € K (tzn.
K"¢ K dla K" C K'.)

(E) Zwartos¢ w przestrzeniach metryzowalnych.
. +21
.+ 29

1

2

3. + 2.10 (Niektore implikacje zostaly udowodnione na wyktadzie, na co mozna sie powolac.)
4. 2.2

5. 2.3

6. + 2.4 (Omowiono na ¢wiczeniach.)

7. + 2.5 (Omoéwiono na ¢wiczeniach.)

8. + 2.6 (Omowiono na ¢wiczeniach. )

9. + 2.7

10. 2.11

11. + Niech (X,d) i (Y, p) beda zwartymi przestrzeniami metrycznymi.
a) Udowodni¢, ze dla kazdej stalej C' > 0 zbior tych funkcji z X do Y, ktore speliaja warunek
Lipschitza ze stala C, jest zwarty w metryce pgyp.
b) Udowodnié¢, ze gdy U jest podzbiorem przestrzeni X, to dla kazdej stalej C' > 0 zbior tych funk-
cjiz U doY, ktore spetniaja warunek Lipschitza ze stala C, jest zwarty w metryce pgp. (Wskazowka:
kazda z rozpatrywanych funkcji przedtuza sie na clyU.)

12. + Dla zwarte] przestrzeni metrycznej (X, d) oznaczmy przez I'(X) zbiér wszystkich izometrii z
(X,d) do (X,d). Udowodni¢ zwartosé¢ przestrzeni (I'(X), dsyp)-

(F) Zwartos¢ w ogolnych przestrzeniach topologicznych.

1. + Dowies¢ zwartosci przestrzeni Hausdorffa X, zawierajacej podzbior zwarty taki, ze dopelnienie
kazdego jego otwartego otoczenia w X tez jest zwarte. Uzyska¢ tezy zadan 2.13 i 2.16(B) jako
przypadki szczegolne (por.nizej zad. F3).

2. + 2.12 (Omoéwiono na ¢wiczeniach.)

3. + 2.13 gdy U = X —omdwiono na ¢wiczeniach.



4. + 2.17.

5. + Dowies¢, ze w przestrzeni Hausdorffa, suma dwoch podzbioréw zwartych jest zbiorem zwartym,
a kazde dwa rozlaczne zbiory zwarte maja roztaczne otoczenia.

6. + Dowies¢, ze gdy F jest rodzina zwartych podzbioréw przestrzeni i (| F C U, gdzie U jest
zbiorem otwartym, to [ Fo C U dla pewnej skoriczonej podrodziny Fy rodziny F.

7. + a) (Twierdzenie Diniego.) Niech X bedzie przestrzenia zwarta i ciag funkeji f,, : X — R bedzie
monotonicznie punktowo zbiezny do funkcji f : X — R. Dowies¢, ze jesli f i wszystkie funkcje f,, sa
ciggte, to zbieznosé jest jednostajna.

b) Niech X = [0,1] i przyjmijmy fo = j oraz indukcyjnie f,+1 = f, + %(Z — f3), gdzie j(z) = x
dla z € [0,1]. Udowodni¢, ze ciag f, jest monotonicznie zbiezny do funkcji /7 1 wywnioskowac, ze

V7 jest jednostajna granica ciggu funkcji wielomianowych.

8. + Udowodni¢, ze w przestrzeni zwartej kazdy ciag (z,)5°, ma punkt skupienia —tzn. istnieje
punkt przestrzeni, ktorego kazde otoczenie zawiera nieskoriczenie wiele wyrazow ciggu.

9. + Zadanie 1 ze str. 41 notatek (dotyczy przestrzeni lokalnie zwartych).
10. + Zadanie 2 ze str. 41 notatek.

(G) Spojnosé i tukowa spojnose.

Uwaga: o wszystkich przestrzeniach wolno zatozy¢, ze sa Hausdorffa, jesli to pomaga. (Mogtem po-
mijaé¢ to zaltozenie.)

1. 41

2. + (por. 4.7.) Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna.

a) Dowiesé, ze jesli przestrzen ta jest spojna, to dla kazdych a,b € X i e > 0 istnieja punkty
x1,...,x, € X takie, ze x1 = a,x, = bid(zx;,z41) <edlai=1,..,n—1.

b) Dowies¢ implikacji odwrotnej przy zalozeniu zwartosci przestrzeni X.

4.4

4.10

4.15

4.2

4.6

4.11 1 4.20.

® NS AW

9. (por. 4.814.9). Niech X iY beda sp6jnymi przestrzeniami topologicznymi, a fy : Xog — Y
funkcja okreslonag na podprzestrzeni X, przestrzeni X. Dowiesé, ze jesli
a) zbior X \ X, jest gesty w X, lub
b) zbior X jest otwarty w X, funkcja f jest ciagla, a przestrzen Y jest zwarta,
to podprzestrzen Z := {(z, f(z)) : x € Xo} U (X \ Xo) X Y przestrzeni X x Y jest spdjna.
W b), zbadaé¢ tez istotnos¢ ostatnich dwoch zatozen. (Wskazoéwka do b): wykorzystaé¢ twierdzenie
Kuratowskiego o domknietosci rzutowania wzdtuz Y'.)

10. 4.18
11. 4.19
12. 4.26



13. 4.28
14. 4.27
15. 4.31
16. *4.29

17. (N) a) Niech U bedzie obszarem (tzn. zbiorem spéjnym i otwartym) w R?, zas$ A jej podzbiorem,
nie majacym w A punktoéw skupienia. Udowodnié, ze zbior U \ A jest tukowo spojny. (Wskazowka:
niech wpierw zbiér A bedzie jednopunktowy.)

b) * Dowies¢ tego samego, gdy zbior A jest przeliczalny (lecz moze mie¢ punkty skupienia).

(H) Przeksztalcenia ilorazowe, (nie)homeomorficznosé przestrzeni, zbior Cantora.

1. + Niech dane bedg funkcje f: X - Y ig:Y — Z. Dowies¢, ze:
a) Gdy przeksztalcenie f jest ilorazowe, a g o f jest ciagle, to i g jest ciagtle.
b) Gdy przeksztalcenia f i g o f sa ilorazowe, to g tez jest.
c¢) Gdy przeksztalcenia f i g sa ilorazowe, to g o f tez jest.

2. + Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryzowalna, a A jej domknietym podzbiorem. Do-
wies¢, ze
a) Przestrzenn X/A jest homeomorficzna z podzbiorem przestrzeni ¢X := X x [0,1]/X x {1}
(zwanej stozkiem nad X).
b) Jesli X jest podprzestrzenia przestrzeni euklidsowej R™, to stozek cX jest hoeomorficzny ze
zbiorem {ty :t € [0,1],y € X x {1}} C R*.

3. + a) Niech D = I? C R?. Korzystajac ze wzoru
Fr(D x D) = Fr(D) x DUD x Fr(D)

dowiesé, ze sfera S® jest suma dwoch pelnych toruséow, sklejonych brzegami.

b)* Wywnioskowaé, ze gdy z przestrzeni R® wyja¢ wnetrze standardowo potozonego pelnego
torusa, to otrzymamy przestrzenn homeomorficzng z pelnym torusem bez punktu.

¢)* Sprobowaé wyobrazi¢ to sobie!

Problem 4. Wobrazi¢ sobie trabke Borsuka, zdefiniowana na rysunku, lub zrobi¢ jej model plaste-
linowy. Czy trabka ta jest przestrzenia $ciagalng ?

4. + Ustali¢, czy ktores dwie z ponizszych przestrzeni sg ze sobg homeomorficzne: okrag 2% +y? = 1,

zbior liczb wymiernych, zbior licz niewymiernych, odcinki [0,1], [0,1), (0, 1), kostka [0, 1)* (wszystkie
traktowane jako poprzestrzenie (R?,d.) lub (R,d.), odpowiednio), kostka Hilberta [0, 1]N i kostki
Tichonowa [0,1]% i [0,1]4, gdzie #A > #R. (OdpowiedZ: nie, cho¢ dla pary [0,1]2, [0, 1]N moze to
wymaga¢ dodatkowych srodkow.)

5. Udowodnié¢, ze kazdy zwarty zbior wypuklty w R”, o niepustym wnetrzu, jest homeomorficzny z
kula Bn.

6. Niech X i Y beda zwartymi przestrzeniami metrycznymi, a F i G — bazami topologii 7x i 7y,
odpowiednio, zlozonymi ze zbioréw domknieto—otwartych. (Dalece nie kazda przestrzeri ma taka
baze!) Niech dalej ® : F — G bedzie bijekcja taka, ze

a) dla kazdej skonczonej rodziny F' C F zachodzi (F' # 0 < ((F') # 0, oraz

b) dla kazdych F, Fs, ... € F zachodzi diam(F,,) — 0 < diam(®(F,)) — 0.
Udowodni¢, ze wzor p(x) = ({®(F) : F' € F iz € F'} poprawnie okresla homeomorfizm ¢ : X — Y.
(Wskazowka: dowiesé cigglosci ¢ 1 wykorzystaé ja tez przy @ zastapionym przez 1))
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7. + Niech X bedzie zwarta, niepusta przestrzenia metryzowalng bez punktow izolowanych, taka,
ze kazdy jej punkt ma dowolnie malte otoczenia domknieto—otwarte. Niech dalej przestrzern Y ma te
same wtasnosci. Udowodnié, ze przestrzenie te sa homeomorficzne, na nastepujacej drodze:

a) Dowies¢, ze gdy Z jest niepustym domknieto-otwartym podzbiorem w X lub w Y, to Z
mozna rozbi¢ na dwa niepuste zbiory domknieto—otwarte, a takze dla kazdego € > 0 mozna Z rozbic¢
na skoniczenie wiele zbioréow domknieto—otwartych o srednicach < €. (,Rozbi¢” oznacza tu ,pokry¢
rodzing zbioréw parami roztacznych”.)

b) Wywnioskowaé, ze gdy Z jest jak wyzej i € > 0, to dla prawie wszystkich n mozna Z rozbi¢
na doktadnie n niepustych zbioréw domknieto-otwartych o érednicach < e.

¢) W oparciu o to, skonstruowaé¢ rodziny F i G domknieto—otwartych podzbioréow w X i w Y,
odpowiednio, oraz bijekcje ® : F — G, spelniajace warunki a) i b) zadania 1.

8. Wywnioskowa¢ z poprzedniego zadania, ze zbior Cantora C' jest homeomorficzny z iloczynem
kartezjanskim przeliczalnie wielu dowolnych zbioréw skoriczonych, z ktorych kazdy liczy wiecej niz
jeden punkt, a takze jest homeomorficzny z przestrzenia C' x H, dla dowolnego niepustego zbioru
domknietego H C C.

9. + Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryzowalna.

a) Dla kazdego n € N obierzmy skoniczone pokrycie F, przestrzeni X, zlozone ze zbiorow do-
mknigtych o §rednicach < 1/n, iniech C =[], F, i H = {(F,) € C : (| F, # 0}. Dowies¢ ciaglosci
i surjektywnosci przeksztalcenia u : H — X, okreslonego wzorem u(F) =, F, dla F = (F},) € H.

b) W oparciu o zadanie 3 wywnioskowa¢ istnienie ciaglej surjekeji zbioru Cantora na X.

10. Niech X bedzie zwartym zbiorem wypuklym w R™ lub w RY. Skonstruowaé ciagla surjekcje
odcinka [0, 1] na X, na nastepujacej drodze: obra¢ ciagta surjekcje z C' na X, gdzie C' jest zbiorem
Cantora, reprezentowanym tym razem w standardowy sposob jako podzbiér odcinka I = [0,1], i
rozszerzy¢ ja liniowo na kazda sktadowa zbioru I \ C.

(I) Homotopie, twierdzenia Brouwera i Borsuka-Ulama, indeks petli plaskiej, tematy pokrewne.

1. + a) Projekcja II : R? — R?, dana wzorem Il(z) = z/||z|| , jest w R homotopijna z przeksztal-
ceniem identycznosciowym.
b) W zwiazku z tym, dla dowolnej przestrzeni X, przeksztatcenia u,v : X — R” sa homotopijne
w R” wtedy i tylko wtedy, gdy zlozenia II o u i II o v sa homotopijne w S"~!. W szczegdlnodci,
przekszalcenie u jest nieistotne w R? wtedy i tylko wtedy, gdy Il o u jest nieistotne w S™~1L.
c) Wywnioskowaé, ze przeksztalcenie f : X — S™7! jest nieistotne w S"! wtedy i tylko wtedy,
gdy jest nieistotne w RZ.

2. +6.2
3. +64
4. 6.5

5. + Niech Xy bedzie domknietym podzbiorem zwartej przestrzeni metrycznej X i niech f :
Xo — R? bedzie przeksztalceniem, nie przedtuzajacym sie w sposob ciagly na X. Wowczas wsrod
zawierajacych X, zbiorow zwartych, na ktére f nie mozna w sposob ciggly przedtuzy¢, istnieje
minimalny wzgledem inkluzji. (Przedluzenia maja mie¢ wartosci w R7.)

Wskazowka: skorzystaé z lematu Zorna—Kuratowskiego i tego, ze jesli f przedtuza sie na zwarty
zbior X' C X, to przedtuza si¢ na jego otoczenie (co wymaga uzasadnienia).

6. -+ Niech przeksztalcenie f : B* — R" bedzie takie, ze f(S"') C S"7' i fign-1 : S 1 — Snt
jest istotne. Przyjmujac twierdzenie Brouwera w wymiarze n dowies¢, ze:
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a) Gdy g : B" — B" jest ciagle, to f(z¢) = g(zo) dla pewnego o € B". (Wskazéwka: dowod
—iii)= —ii) w twierdzeniu 2 z §VL.3.)
b) im(f) D B" oraz f(x¢) = zo dla pewnego zy.

Definicja. Moéwimy, ze przestrzenn X ma wlasno$é punktu stalego, jesli kazde przeksztalcenie
f X — X ma punkt staly.

7. Niech przestrzen X, bedzie homeomorficzna z retraktem przestrzeni X. Dowiesé, ze:
a) Jesli przestrzen X jest Sciagalna, to X, tez.
b) Jesli X ma wlasnosé punktu statego, to Xy tez ja ma.
Wywnioskowaé¢, ze wlasno$é¢ punktu statego ma kazdy zwarty zbior wypuklty w R™ o niepustym
wnetrzu. (Patrz zadanie 2 w §V.2.)

8. a) Niech (X, d) bedzie zwartg przestrzenia metryczna. Dowiesé, ze jesli dla kazdej liczby € > 0
istnieje przeksztatcenie f. : X — X, takie, ze X, jest podprzestrzenia X z wlasnoscig punktu statego
id(fe(x),z) < e dlaxz € X, to X ma wlasnos¢ punktu stalego. (Wskazowka: przypusémy, ze
f:X —Xif(x)#xVee X;przyjac € .= inf{d(f(z),z) : x € X}, dowies¢, ze € > 0 i rozpatrzec
punkt p € X, taki, ze f.f(p) = p.)

b) Wywnioskowaé 7 twierdzenia Brouwera, ze kostka Hilberta IV ma wlasnogé punktu stalego.
(Wskazéwka: zbada¢ d(fn(z),r) dla z € X i f, bedacego naturalnym rzutowaniem na {(z;)52; :
z; =0 dla j > n}; tu d jest dogodna metryka zadajaca topologie przestrzeni I.)

9. +Dlaj=1,..,nie = +,— oznaczamy przez Iy = {(v1,...,z,) € [~1,1]" : 2; = €1} Sciany kostki
Jm = [-1,1]". Dowies¢, ze jedli zbiory zwarte A5 C J" sa takie, ze |J; A5 = J" 1 A5 D F; dla
j=1,...,n,e == to Aj+ NA; # () dla pewnego j. (Wskazowka: przyja¢ przeciwnie i dowie$é, ze nie
istnieje punkt staly przeksztalcenia f := (—f;)j_,, gdzie f; : J* — J spelnia warunki f;(A5) = {e1}
dla kazdych j i € jak wyzej.)

10. Problem 5. Niech W = {(1,0,0,...,0),...,(0,...,1)} € R™. Dla skoniczonego zbioru £ C W

oznaczmy przez A(E) jego powloke wypukta w R”, tzn. A(E) :={d>"t(e)e:e € I¥1 Y, ptle) =
1}. Niech tez A := A(W). Zakladajac twierdzenie Brouwera,

a) Udowodni¢ zasade Knastera — Kuratowskiego — Mazurkiewicza: gdy kazdemu punktowi
e € W przyporzadkowaé¢ domknigty podzbiér F, sympleksu A tak, by A(E) C J..p Fe dla kazdego
E CW,to\ew Fe # 0. (Wskazowka: przy zaprzeczeniu tezy podporzadkowaé pokryciu {A\ F, :
e € W} podzial jedynki (Ac)eew 1 dowies¢, ze funkcja A 3 x+— > _A.(x)e nie ma punktu stalego.)

b) Wywnioskowaé, ze gdy {C. : e € W} jest domknietym pokryciem sympleksu A takim, ze
Ce NA(W \ {e}) =0 dla kazdego e € W, to [, Ce # 0.

c) Dowiesé¢ dalej istnienia liczby 6 > 0 takiej, ze kazde pokrycie domkniete F sympleksu A,
speliajace warunek diam(F') < § VF € F, zawiera n zbioréw z niepustym przecieciem. (Wskazowka:
przy Ce .= {F: Fe FiFNAW\{e}) =0} dowies¢, ze jedli liczba § jest dostatecznie mata, to
{C, : e € W} jest pokryciem sympleksu A.)

11. + We wstedze Moebiusa i ptaszczyznie rzutowej wskaza¢ nierozcinajaca krzywa Jordana, w
przypadku wstegi rézna od krzywej brzegowej.

12. + Dowieéé, ze gdy Y = R* lub Y = S"!, to dla k < n — 1 kazde przeksztalcenie z S* w Y jest
nieistotne. (Mozna korzystac z tego, ze gdy | < n, to kazde przeksztalcenie z A w RY, gdzie A jest

zbiorem zwartym w B! przedtuza sie do przeksztalcenia z B! w R”; patrz tez wniosek 2 w §1.)
Qoo

Uwaga. a) Zadania sa roznej trudnosci — prosze nie zaniedbywaé zadan tatwiejszych i upewniac
sie, czy nie sprawiaja trudnosci ,zadania z pikami” z [BCPP]|, ktore sa uwazane za podstawowe na
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potoku ogolnym. (Sporo takich zadar umiescitem wyzej; nie wszystkie sa ,oczywiste™)

b) Zadania, ktorych nie byto w pliku zad(5), a pojawily sie w zad(8), to B12, C13-C18 i D3-D12.
Do pliku zad(9) dopisatem tylko zadanie (problem) C18, uzupelnitem D9 i D10 i dopisatem D12. W
pliku zad(10) dopisatem sekcje E i F, w tym w zad(11) — E11, E12, F9 i F10.

W pliku zad(12) dopisatem sekcje G.

W pliku zad(13) dopisalem sekcje H i I oraz zadanie(a?) z litera (N). W pliku zad(14) rozbudo-
walem sekcje I i dopisatem wskazowke do zadania (problemu) C16. W zad(15) dopisalem zadania
I11 oraz 112.
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